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В большинстве подходов программной инженерии проектирование программного 
обеспечения начинается с определения функциональных требований, что вполне подхо-
дит проектам по разработке программного обеспечения, ориентированного на Web-при-
ложения. При проектировании высококритичного крупномасштабного программного 
обеспечения, предназначенного для промышленного использования, необходим учет и 
нефункциональных требований. Основная идея предлагаемого документоориентирован-
ного подхода заключается в максимально раннем проектировании стабильного архитек-
турного решения, учитывающего нефункциональные характеристики программного обе-
спечения: надежность, безопасность, сопровождаемость и производительность (атрибуты 
качества). При этом ключевым вопросом является согласование функциональных требо-
ваний с учетом ограничений технического характера и требований бизнеса, достигаемое 
в ходе устойчивого взаимодействия команд заказчика и разработчика. Для повышения 
гибкости конструируемых решений и предупреждения кризисных ситуаций при разра-
ботке высококритичного крупномасштабного программного обеспечения предлагается 
использовать подход, интегрирующий метод архитектурно-центричного проектирова-
ния (Architecture-Centred Design Method, ACDM), метод архитектурного анализа компро-
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миссов (Architecture-Tradeoff Analysis Method, ATAM) с матрицей архитектуры предприятия 
(Enterprise Architecture Matrix, EAM). Это позволяет получить результат, адекватный требу-
емому уровню ответственности и надежности. Рассмотрение атрибутов качества в рамках 
метода анализа компромиссов дает возможность выбора и принятия определенных реше-
ний в проектировании программного обеспечения, учитывающих масштаб программного 
обеспечения и сферу его применения. Выделены основные атрибуты качества продукта 
(стандарт ISO 25010), для которых определены критичные сценарии. Использование ука-
занных сценариев для детального проектирования программного обеспечения с необхо-
димыми параметрами функциональных требований, бизнес-условий и технологических 
ограничений уменьшает риск развития непредсказуемого и неопределенного поведения 
системы. На основе предложенного подхода представлено архитектурное решение для 
высококритичного, ответственного, крупномасштабного программного обеспечения для 
управления автономной роботизированной добычей полезных ископаемых открытым 
способом. Выявлены и проранжированы критически важные атрибуты для создания ука-
занного программного обеспечения и описана архитектура решения согласно стандарту 
разработки программного обеспечения SWEBOK. Далее, с учетом характера, масштаба и 
области применения программного решения даны рекомендации по высокоуровневым 
архитектурным решениям для проекта системы, включая слои, конвейеры и микросерви-
сы. Предлагаемый архитектурно-ориентированный метод разработки подходит для про-
граммного обеспечения промышленного уровня различных предметных областей. 

Ключевые слова: программное обеспечение, функциональные требования, атрибут 
качества, архитектура программного решения, метод архитектурно-центричного проек-
тирования (ACDM), метод архитектурного анализа компромиссов (ATAM), матрица архи-
тектуры предприятия (EAM).
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In most software engineering approaches, software design begins with defining functional 
requirements, which is well suited to web-based software development projects. When designing 
high-critical large-scale software intended for industrial use, accounting for non-functional 
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software requirements is also required. The main idea of the proposed document-oriented 
approach is to design a stable architectural solution as early as possible, taking into account the non-
functional characteristics of the software: reliability, security, maintainability and performance 
(quality attributes). At the same time, the key issue is the coordination of functional requirements, 
taking into account technical limitations and business requirements achieved during the steady 
interaction of customer and developer teams. To increase the flexibility of the designed solutions 
and prevent crisis situations when developing highly critical large-scale software, it is proposed 
to use the approach integrating the architecture-centric design method (ACDM), the architecture-
tradeoff analysis method (ATAM) with a matrix enterprise architecture matrix (EAM). This allows 
getting a result that is adequate to the required level of responsibility and reliability. Consideration 
of quality attributes within the framework of the method of compromise analysis makes it 
possible to select and make certain decisions in software design taking into account the scale 
of the software and its scope. The main attributes of product quality are highlighted (ISO 25010 
standard), critical scenarios are defined for each of them (templates and use cases). The use of these 
templates for detailed software design with the necessary parameters of functional requirements, 
business conditions and technological limitations reduces the risk of developing unpredictable 
and uncertain system behavior. Based on the proposed approach, an architectural solution is 
presented for highly critical, responsible, large-scale software for managing autonomous robotic 
open-pit mining of minerals. Critical attributes for creating the specified software were identified 
and ranked, and the architecture of the solution according to the SWEBOK software development 
standard was described. Further, taking into account the nature, scale and scope of the software 
solution, recommendations are given on high-level architectural templates for the system design, 
including layers, pipelines and microservices. The proposed architecture-oriented development 
method is suitable for industrial-level software in various subject areas.

Keywords: software development, functional requirements, quality attribute, architecture 
of software solutions, architecture-centric design method (ACDM), method of architectural 
compromise analysis (ATAM), enterprise architecture matrix (EAM).
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Введение

Целью работы является планирование документноориентированной разработки 
высококритичного крупномасштабного программного обеспечения, предназна-

ченного для промышленного использования и анализ конкретных факторов, включаю-
щих атрибуты качества и технологические ограничения, сформированные ключевыми 
участниками проекта. Подход, не учитывающий при проектировании программного обе-
спечения в полной мере системообразующие характеристики, как правило, в подобных 
случаях приводит к негативным результатам. В первую очередь это касается рабочих па-
раметров программных продуктов, как с точки зрения неоправданно высокой стоимости, 
так и в отношении соответствия решаемым задачам. Предлагаемый подход направлен на 
систематический учет достаточно широкого спектра основных технический требований 
и бизнес-ограничений.

В целях повышения гибкости конструируемых решений и предупреждения воз-
можных кризисных ситуаций при разработке программного обеспечения предлагается 
интеграция архитектурно-центричного метода разработки (Architecture-Centred Design 
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Method, ACDM) [11, 12] и сервисно-ориентированной архитектуры (Service-Oriented 
Architecture, SOA). При этом наилучший синергический эффект планируется получить 
за счет применения наиболее гибкой и новой версии SOA в форме микросервисной ар-
хитектуры [13].

В основу разработанного архитектурного решения положен подход к разработке, из-
вестный как архитектурно-центричный метод ACDM, выбранный по следующим при-
чинам: данный метод относится к целеориентированной разработке программного обе-
спечения, отвечающего заранее определенным целевым характеристикам, включающим 
«нефункциональные» требования, такие как надежность, безопасность, сопровождае-
мость и производительность. Такого рода требования, известные иначе как «атрибуты 
качества» (Quality attributes, QA), составляют в совокупности единый – архитектурный 
фактор процесса разработки. Другие факторы «верхнего уровня» включают в себя огра-
ничения технического характера, а также бизнес-ограничения. Перечисленные виды 
ограничений зачастую оказываются критически значимыми для аналитических решений, 
эксплуатационных характеристик, возможностей применения, выбора инструментария, 
назначения ресурсов и других особенностей разработки высококритичного крупномас-
штабного программного обеспечения, предназначенного для промышленного использо-
вания, например, программного обеспечения управления автономной роботизированной 
добычей полезных ископаемых открытым способом.

В процессе разработки рассматриваемого класса программного обеспечения сосре-
доточимся на описании ключевых методов и технологий интеллектуальной геоинфор-
мационной платформы, предназначенной для управления транспортно-технологически-
ми процессами при добыче минерального сырья. Рассматриваемые процессы являются 
сложной инженерно-технологической программно-аппаратной системой, включающей в 
себя различные типы устройств и механизмов, описание функционирования которых в 
совокупности не вполне точно представимо аналитически. 

В то же время данная система на верхнем уровне ее представления может быть оха-
рактеризована следующими особенностями:

- распределение основных параметров в многомерном пространстве;
- нелинейность и стохастичность отношений между основными параметрами, обу-

словленная частыми изменениями как способов добычи, так и технологической и гор-
но-геологической среды;

- отсутствие универсального формального критерия для оптимизируемых функций;
- использование различных эмпирических и экспертных правил при планировании 

горных работ и управлении процессами добычи и транспортировки минерального сырья.
Перечисленные особенности разрабатываемого программного обеспечения с учетом 

их совокупности и взаимовлияния значительно усложняют корректность требований к 
программному обеспечению. Кроме того, разработка программного обеспечения в посто-
янном взаимодействии с конечным пользователем продукта может вызывать сложности.

Рассмотрение атрибутов качества в ходе анализа компромиссов предоставляет воз-
можность более адекватного выбора и принятия более обоснованных решений при 
проектировании программных продуктов. При этом анализ существующих методов 
оптимизации компромиссов подчеркивает такие преимущества архитектурно-ориенти-
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рованного метода, как значительное облегчение переговоров с заинтересованными сто-
ронами, возможность раннего анализа рисков и, как следствие, снижение рисков на на-
чальном этапе – архитектурном проектировании, которое зачастую является критической 
стадией разработки [1, 2]. В этой связи, осведомленность, согласованность и одобрение 
заинтересованных сторон, являются важными факторами успеха программного проекта, 
в особенности при интенсивной разработке крупномасштабного и ответственного про-
граммного обеспечения. Исследования показали, что заинтересованные стороны исполь-
зуют известный подход на основе архитектурно-центричного метода; в настоящей работе 
предлагается усовершенствовать этот подход за счет синергии с матрицей архитектуры 
предприятия (Enterprise Architecture Matrix, EAM) [13].

Учитывая все вышеизложенное, предлагаемый в данной статье подход на основе вы-
сокоуровневой компромиссной оптимизации представляется продуктивным.

Подход на базе архитектурных компромиссов: условия и принципы

Архитектурно-ориентированный метод предполагает, что функционал разрабатывае-
мого программного обеспечения должен соответствовать бизнес-модели. Такое соответ-
ствие обеспечивается благодаря систематическому учету комплекса формирующих архи-
тектуру программного обеспечения факторов, включающих в себя как атрибуты качества 
(QA), так и ограничения с точки зрения технологий и бизнес-требований. Что касается 
атрибутов качества, стандарт ISO 25010 классифицирует их следующим образом [1–3, 10]: 

- качество продукта;
- качество процесса;
- качество использования. 
С учетом характера и масштаба программного обеспечения, а также сферы его при-

менения, представляется целесообразным выделить следующие важнейшие атрибуты 
качества, соответствующие основной категории стандарта ISO 25010:

- функциональная пригодность;
- производительность;
- эргономичность;
- надежность; 
- безопасность;
- сопровождаемость;
- совместимость.
Заметим, что на базе упомянутого стандарта предлагается в дополнение к имеющей-

ся в нем классификации: 
- формирование приоритетов для атрибутов качества;
- создание «сценариев качества» для каждого из значимых атрибутов качества в по-

мощь разработчикам программных систем (прежде всего, архитекторам).
Подобные «сценарии качества» позволяют явно выделить типовые ситуации, воз-

никающие в том числе при эксплуатации высококритичного по качеству программного 
обеспечения. При этом архитектурно-ориентированный метод разработки становится 
не только теоретически адекватным, но и практически полезным, так как предоставляет 
конкретные пути применения и сценарные варианты использования.
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В критических условиях, включающих высокую загруженность, интенсивное использо-
вание, а также особые требования к безопасности и надежности, архитектурно-ориентиро-
ванный метод разработки помогает избежать стратегических ошибок при выполнении архи-
тектурного проектирования крупномасштабного программного обеспечения (в т. ч. в форме 
«просчетов» и «подводных камней»). Такое преимущество обеспечивается благодаря нали-
чию тщательно разработанных, сбалансированных сценариев, предназначенных для архи-
тектурного и детального планирования и проектирования крупномасштабного программного 
обеспечения. При этом предлагаемый подход обеспечивает возможность последующего обоб-
щения и распространения указанных сценариев на весь жизненный цикл разработки с необ-
ходимыми параметрами в функциональных и бизнес-требованиях, а также технологических 
ограничениях. Сценарно-ориентированная, управляемая документами разработка программ-
ного обеспечения снижает риски проектных ошибок, которые могут привести к развитию си-
стемы по пути непредсказуемого (или недокументированного) поведения. При этом в ряде 
иных, как правило, более строго формализованных, методов отсутствует детальный анализ 
упомянутых ограничений программного обеспечения на основе атрибутов качества, традици-
онно называемых «нефункциональными» требованиями. 

Другим важным преимуществом предлагаемого подхода на основе архитектурно- 
ориентированного метода является его ориентированность на «мягкие навыки», включа-
ющие процессы взаимодействия, обмена знаниями и технологиями между командой раз-
работчиков, и всеми заинтересованными лицами. При этом в основу подхода положено 
динамическое назначение и ранжирование совокупности атрибутов качества программ-
ного обеспечения, а также экспресс-оценка трудоемкости проектных задач. Прозрачная 
интеграция подхода со стандартными моделями жизненного цикла (такими как, напри-
мер, спиральная и эволюционная, описанными в ГОСТ Р ИСО/МЭК ТО 15271-2002), а 
также с наиболее распространенными методологиями разработки крупномасштабного 
программного обеспечения (в частности, MSF и RUP, а также Agile), открывает возмож-
ности гибкого и надежного проектирования ответственного программного обеспечения 
для указанной предметной области и соответствия требованиям современных стандартов.

В дополнение к перечисленным «гибким» аспектам, предлагаемый подход на основе ар-
хитектурно-ориентированного метода разработки учитывает «жесткие» проектные ограниче-
ния технического и прикладного характера, которые находятся вне сферы влияния команды 
разработки и других заинтересованных лиц. Такие ограничения включают a priori детерми-
нированные процессы, а также предопределенные инструментальные средства и программ-
но-аппаратные платформы. Примерами подобных ограничений могут служить:

- степень компетентности аналитиков в отношении предметной области (прежде все-
го, в условиях существенной экономии проектных ресурсов);

- предопределенный язык программирования;
- параллельное развертывание продукта на различных программно-аппаратных плат-

формах.

Процесс проектирования программного обеспечения с учетом особенностей 
предметной области

Основной процесс архитектурно-ориентированного метода включает представление 
ключевых компонентов системы и особенностей их взаимодействия (рис. 1) [12]. При 



С.А. Головин, С.В. Зыков, Ю.П. Кораблин, Д.А. Крюков

13

Российский технологический журнал.  2020;8(5):7-18  

этом предполагается последовательное уточнение упомянутых проектных артефактов 
на уровне ключевых компонентов продукта и их взаимосвязей. Процесс включает семь 
этапов, которые условно разделяются на фазы «неопределенности» (№№ 1–4) и «опре-
деленности» (№№ 6–7). Фаза № 5 считается «кризисной» и предполагает принятие 
решения о подтверждении или пересмотре выбранной архитектуры [12, 13]. 

Принимая во внимание предметную область, характер и масштаб рассматриваемого 
программного обеспечения, представляется целесообразным считать важнейшей фазой 
создание высокоуровневой концептуальной схемы для проектируемой системы в форме 
архитектурного проекта. При этом концептуальная схема архитектуры должна включать 
определенные артефакты, которые выявляются и детализируются в процессе проекти-
рования, основанном на принципах архитектурно-ориентированного метода. На данном 
этапе упомянутые артефакты должны строиться с учетом таких ключевых особенностей 
проектируемого программного обеспечения, как: 

1) среда выполнения; 
2) представление кода;
3) физическое представление системы. 

Рис. 1. Базовый процесс архитектурно-ориентированного метода.
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При этом каждый из аспектов (1–3) характеризуется определенным набором атри-
бутов качества с учетом их ранжирования по степени значимости. В частности, де-
тализация представления среды выполнения позволяет разработчикам анализировать 
такой атрибут качества, как надежность программного обеспечения. В то же время, в 
ходе детализации представления на уровне кода, разработчикам следует использовать 
формальные методы для проверки корректности и эксплуатационных характеристик 
программного обеспечения. 

При этом в целях повышения качества и минимизации ошибок архитектурного про-
ектирования рекомендуется согласовывать вышеприведенные представления с тремя 
уровнями матрицы архитектуры предприятия, а именно: 

- процессы; 
- данные; 
- компоненты.
С учетом особенностей разрабатываемого программного обеспечения, в т. ч. сферы его 

применения, в числе приоритетных атрибутов качества (QA) были выделены следующие:
- QA1 – модифицируемость (т.е. переносимость и расширяемость) – в целях инте-

грации компонент разнородного программного обеспечения в единую информационную 
среду предприятия для эффективного взаимодействия с существующим функционалом, 
а также оперативного внесения изменений с учетом технических и технологических тре-
бований конкретных горнодобывающих предприятий;

- QA2 – масштабируемость – в целях обеспечения работоспособности программно-
го решения, в том числе в условиях переменной (пониженной или повышенной) про-
изводительности в пиковые периоды, с сохранением качества обработки разнородных 
данных;

- QA3 – безопасность – в целях обеспечения конфиденциальности коммерче-
ских и других секретов горнодобывающих предприятий, целостности и доступности 
данных, защиты от несанкционированного доступа, ошибочных параметров систем 
управления, а также самодиагностики и оперативного предупреждения/устранения 
сбоев;

- QA4 – производительность – с учетом необходимости параллельных вычислений и 
обработки значительных объемов разнородных данных.

Анализ выявленных атрибутов качества (QA1 – QA4) показывает, что наиболее суще-
ственными компромиссными парами для них являются:

1) QA1 ↔ QA2,
2) QA1 ↔ QA4,
3) QA3 ↔ QA4.
В качестве важнейших рекомендаций к высокоуровневому архитектурному проекту 

программного решения имеет смысл отметить, прежде всего, следующие: 
1. В целом архитектура программного решения должна быть сервисно-ориенти-

рованной и строиться на принципах SOA (Service-Oriented Architecture). При этом для 
достижения гибкости, обусловленной пунктами №№ 1–4 базового процесса архитек-
турно-ориентированного метода, программное решение должно быть разбито на микро-
сервисы. Такое разделение системы на микросервисы призвано обеспечить решение для 
компромиссов атрибутов качества QA1 и QA2.
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2. Для верхнего слоя архитектуры рекомендуется использовать сервисную шину уров-
ня предприятия, построенную на принципах корпоративной шины типа ESB (Enterprise 
Service Bus). 

3. На среднем уровне архитектуры (включающем, в частности, подсистемы управле-
ния горнодобывающим предприятием) рекомендуется использовать многослойную архи-
тектуру. Подобное решение адекватно поддерживает ключевую многоуровневую систе-
му управления предприятием на основе матрицы корпоративной архитектуры (Enterprise 
Architecture Matrix, EAM), в которой выделяются, по крайней мере, четыре уровня-«слоя»: 

1) Уровень аппаратной интеграции (подсистемы диспетчерского управления типа 
SCADA, устройства типа IoT);

2) Уровень краткосрочного планирования ресурсов (подсистемы оперативного 
управления типа MES);

3) Уровень среднесрочного планирования ресурсов (подсистемы корпоративного 
планирования типа ERP);

4) Уровень стратегического планирования (включая подсистемы поддержки приня-
тия решений типа DSS).

Уровень (1) поддерживает сбор необработанных (аналоговых) данных, а также управ-
ление роботами и сенсорами, включая устройства для «интернета вещей» (IoT, Internet 
of Things). Уровень (2) поддерживает оперативное управление, включая складской учет 
и управление запасами. Уровень (3) поддерживает планирование ресурсов на период 
1–3 года. Уровень (4) поддерживает долгосрочное планирование ресурсов и принятие 
стратегических решений. Каждый из перечисленных уровней агрегирует, консолидиру-
ет и перенаправляет данные на последующие, более высокие уровни планирования и 
поддержки принятия решений. При этом связи между уровнями рекомендуется обеспе-
чивать посредством серии конвейеров и многоагентной среды, которые в совокупности 
включают (рис. 2) [1, 2, 4] следующее:

- роботизированные мобильные объекты в форме горнотранспортного оборудования 
с расширенным комплексом бортовых систем, обеспечивающие сбор данных с датчиков 
для построения вычислительных моделей автономного управления;

- информационную систему предприятия (с базой данных), обеспечивающую доступ 
к производственной, технологической, горно-геологической и другой статистической и 
нормативной информации, необходимой для построения прогнозных вычислительных 
моделей автономного управления мобильными объектами (в т. ч. самосвалами);

- среду визуализации, обеспечивающую диспетчерское управление программной си-
стемой, инструменты взаимодействия, а также представление производственной и тех-
нологической информации и выполнение технологических операций в дистанционном 
режиме;

- программные и алгоритмические решения для дистанционного управления роботи-
зированной техникой, а также вспомогательных технологических операций для взаимо-
действия мобильных объектов (в т. ч. самосвалов) с маломобильными и инфраструктур-
ными объектами предприятия в автономном режиме.

Для поддержки процессов архитектурного проектирования многоуровневого про-
граммного обеспечения по приведенной выше схеме рекомендуется в дополнение к ме-
тодам разработки архитектуры на базе ACDM использовать методы анализа архитектур-
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ных компромиссов (Architecture Tradeoff Analysis Method, ATAM) и совещания по ревизии 
архитектуры (Architecture Review Board, ARB). 

Оба названных класса методов (ATAM и ARB) являются архитектурно-центрически-
ми и применяются на ранних стадиях разработки, прежде всего, в ходе высокоуровневого 
проектирования программных решений. При этом требуется уделять особое внимание 

Рис. 2. Обобщенная схема функционирования системы горнодобывающего предприятия.
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оценке атрибутов качества, а также выявлению предпосылок для их применения. Реко-
мендуется синергия методов ATAM и ARB вместе с ACDM и EAM, что потенциально 
позволит повысить качество верификации архитектурной схемы программного решения 
уже на ранних стадиях разработки. Подобный подход существенно снизит критические 
риски и обеспечит более полное согласование атрибутов качества проектируемого про-
граммного решения с ограничениями с точки зрения технологий и бизнес-требований.

Заключение

Предложенный в настоящей работе подход на базе архитектурно-ориентированного 
метода разработки применим для разработки ответственного программного обеспече-
ния промышленного уровня в различных предметных областях. При этом ввиду высокой 
сложности процессов проектирования эффективное применение данного подхода требу-
ет, как высокого уровня профессиональных знаний, так и методологического обобщения 
(в том числе за счет интеграции с такими методами как ATAM и ARB). Комплексное ис-
пользование изложенных принципов и методов обеспечивает потенциальное повышение 
эффективности при разработке программного обеспечения в рассматриваемых областях.

В настоящей статье разработан высокоуровневый подход к представлению архитек-
туры высококритичного крупномасштабного программного обеспечения, предназна-
ченного для автономной роботизированной добычи полезных ископаемых открытым 
способом. В качестве важного момента необходимо отметить возможность более эффек-
тивного (с точки зрения адаптивного реагирования) взаимодействия между представите-
лями заказчика и разработчика проектируемого программного обеспечения. 

В основу предложенного подхода положен принцип возможно более ранней – в на-
чале фазы проектирования – стабилизации архитектурного представления программного 
обеспечения в форме семейства компонентов и связей, как это предписывается соответ-
ствующим стандартом программной инженерии (SWEBOK). 

Для достижения этой цели предлагается использовать комплексный подход на 
базе архитектурно-ориентированного метода разработки, что позволит обеспечить 
более оперативное и точное соответствие бизнес-ограничений, функциональных и 
технических требований. 

Разработанный комплексный подход включает разработанные в научных центрах 
CMU и SEI методы компромиссного анализа и оптимизации (в т. ч. ATAM, ACDM и 
ARB), а также оригинальный метод на основе матрицы корпоративной архитектуры 
(EAM). На основе предложенного подхода выявлена, сформирована и проранжирована 
совокупность критически значимых атрибутов для построения программных решений 
рассматриваемого класса и масштаба, с учетом особенностей предметной области. В ре-
зультате разработана высокоуровневая архитектура, представленная в форме компонен-
тов и связей, а также даны рекомендации по архитектурным шаблонам для будущего 
программного решения.
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Современная разработка программного обеспечения основана на системном подходе, 
при котором программа или программный комплекс рассматривается как система взаимо-
действующих программных компонент. Модели программных компонент являются анало-
гами подсистем сложной системы. В силу этого сложную программу рассматривают как си-
стему программных компонент. Организация структуры программных компонент влияет 
на качество и результат действия программы. Организация взаимодействия программных 
компонент влияет на эффективность работы программы. Важным фактором системы про-
граммных компонент является жизненный цикл, который определяет эффективность и 
целесообразность применения данной программы. Программное обеспечение отличается 
от многих сложных систем и информационных систем тем, что обладает возможностью 
увеличения своего жизненного цикла. При этом необходимость увеличения жизненного 
цикла характеризуется двумя факторами: внешним и внутренним. Внутренний фактор 
возникает при моральном старении программы. В этом случае она не соответствует но-
вым условиям, например, новой операционной системе. Внешний фактор возникает при 
внешнем воздействии в виде помех или целенаправленных действий, типа компьютерных 
вирусов. Проблема создания структуры программных компонент вычислительных ком-
плексов и информационных систем, обеспечивающих длительность жизненного цикла 
при наличии внешних воздействий, является актуальной. Исследование данной пробле-
мы способствует совершенствованию технологической базы вычислительных комплексов 
и информационных систем, решающих прикладные задачи. В статье представлена новая 
модель жизненного цикла, основанная на двух моделях роста и деградации. Предложен 
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ресурсный подход для оценки жизненного цикла. В качестве аналитического решения пред-
лагается использовать логистическое уравнение, которое достаточно хорошо описывает 
механизмы процесса формирования жизненного цикла. В статье рассматриваются три вида 
ресурса при вычислениях: физический, технологический и коммуникационный. Общим ре-
шением резервирования предлагается создание сети с включением модели мультиграфа.

Ключевые слова: программное обеспечение, программные компоненты, жизненный 
цикл, резервирование, составная модель, информационные ресурсы, логистическое уравнение.
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Modern software development is based on a systems approach, in which a program or 
software complex is considered as a system of interacting software components. Models of 
software components are analogs of complex system subsystems. Therefore, a complex program 
is considered as a system of software components. The organization of the structure of software 
components affects the quality and result of the program. The organization of interaction between 
software components affects the efficiency of the program. An important factor in the system of 
software components is the life cycle, which determines the effectiveness and feasibility of using 
this program. Software differs from many complex systems and information systems in that it has 
the ability to increase its life cycle. Moreover, the need to increase the life cycle is characterized by 
two factors: external and internal. The internal factor arises due to the obsolescence of the program. 
In this case, it does not meet the new conditions, for example, a new operating system. The external 
factor arises from external influences in the form of interference or purposeful actions, such as 
computer viruses. The problem of creating the structure of software components of computing 
systems and information systems that ensure the duration of the life cycle in the presence of 
external influences is topical. The study of this problem contributes to the improvement of the 
technological base of computing systems and information systems that solve applied problems. 
The article presents a new life cycle model based on two models of growth and degradation. 
The article recommends a resource-based approach for life cycle assessment. As an analytical 
solution, it is proposed to use a logistic equation, which describes the mechanisms of the life 
cycle formation process quite well. The article discusses three types of resource in calculations: 
physical, technological and communicative. A general redundancy solution is proposed to create a 
network with the inclusion of a multigraph model.
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Введение

Отличительными особенностями разработки современных программных компонент 
и программного обеспечения являются вычислительная интеграция, распределен-

ная коммуникация, допустимый параллелизм процессов, наличие внешних и внутренних 
помех вычислительному процессу, зависимость жизненного цикла (ЖЦ) от внешних и 
внутренних условий, резервирование вычислительного процесса и другое. Программные 
компоненты (ПК) можно рассматривать как относительно независимые системы, решаю-
щие одну или несколько вычислительных задач, которые являются частью программно-
го обеспечения вычислительных систем или информационных систем (ИС). Они могут 
функционировать автономно и в составе комплексов программных компонент. Аналогом 
ПК может являться искусственный нейрон или мультиагент. При организации в комплекс 
программных компонентов они могут создавать синергетический эффект, несвойствен-
ный отдельному ПК. Важным этапом создания программного компонента является раз-
работка концептуального описания информационной услуги или информационной кон-
струкции [1], которая включает проект модели жизненного цикла.

Анализ причин, влияющих на качество информационных услуг, позволяет сделать 
вывод о том, что порой даже взгляды потребителя и производителя программного обес-
печения на вопросы ценности соответствующих программно-аппаратный комплексов 
различны. Ценность информационной услуги необходимо рассматривать при формиро-
вании потребительной стоимости информационного компонента как с позиций произво-
дителя, так и потребителя.

И, наверное, самым важным является изучение преимуществ информационной услу-
ги с позиций ее жизненного цикла. Здесь следует выделить три основных направления:

1) проектирование, разработка и формирование информационной услуги или ин-
формационной конструкции программно-аппаратного обеспечения;

2) предоставление информационной услуги;
3) последующий реинжиниринг или регенерация информационной услуги.
При этом программные компоненты могут быть активными и пассивными. Актив-

ные ПК выполняют функции вычисления, анализа, сравнения, идентификации. Важной 
характеристикой активных ПК является их жизненный цикл, связанный с живучестью 
и эффективностью ПК. Отдельные программные компоненты, комплексы программных 
компонент (КПК) и программное обеспечение (ПО) обладают возможностью увеличения 
жизненного цикла. Возможность увеличения жизненного цикла характеризует гибкие 
технологические системы и саморазвивающиеся системы. Например, применение но-
вой операционной системы без изменения ПК и КПК может увеличивать их жизненный 
цикл. Это пример поддержки ЖЦ с помощью внешних ресурсов.

При этом уровень технологических процессов, обеспечивающих соответствующее 
качество и максимальную доступность программных компонент в рамках предоставле-
ния информационных услуг, состоит из последовательности технологических операций, 
направленных на реализацию информационных сервисов в пределах ЖЦ.

1. Методология исследования

Основой исследования являются системный анализ, структурный анализ, сравни-
тельный анализ и качественный анализ. В качестве материалов в данной работе исполь-
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зованы публикации в области разработки и управления программными компонентами, а 
также материалы по технологиям применения мультиагентных систем и искусственных 
нейронных сетей.

Первое направление исследования – анализ ценности программного обеспечения, 
который может включать разные наборы программных компонент, как «идеальный про-
дукт», поэтому издержки на его производство и цена совпадают.

Второе направление предполагает, что с позиции производителя программного обе-
спечения на этапе разработки определяется ожидаемая ценность, в то же время издержки 
производства программных компонент должны включать затраты на планируемые вну-
тренние и внешние «дефекты».

Третье направление исследования – это последующий реинжиниринг или регенера-
ция ПК и КПК, что также увеличивает жизненный цикл. Однако увеличение ЖЦ возмож-
но не всегда, а только при определенных условиях. Поэтому исследование ЖЦ и методов 
его поддержки является актуальной проблемой для ПК, ПО и ИС. За рубежом применяют 
термин Systematic Literature Review (SLR) [2] как основу для внесения изменений в про-
граммное обеспечение и обновление ПК. Целью настоящей работы является выявление 
и анализ факторов, которые влияют на жизненный цикл ПО и ПК в контексте управления 
программным обеспечением.

2. Результаты исследований
2.1. Концепции разработки программных компонент

Программное обеспечение и программные компоненты связаны между собой. 
Программное обес печение является более общим объектом и может включать раз-
ные наборы программных компонент, но при этом решать одну главную задачу. 
Программный компонент может быть рассмотрен как система, в силу чего к нему 
могут быть применены системный анализ и системное проектирование. Как всякая 
система, ПК имеет жизненный цикл. Комплексы программных компонент, как бо-
лее сложная система по отношению к ПК, имеют свой жизненный цикл. Комплексы 
программных компонент, решающих одну задачу, могут иметь разный уровень на-
дежности и разные периоды ЖЦ. Поэтому анализ и комплексирование программных 
компонент направлен не только на решение вычислительной задачи, но и на обе-
спечение надежности и устойчивости вычислений. Устойчивость вычислений зави-
сит от внешних и внутренних воздействий, которые изменяют жизненный цикл вы-
числительной системы и жизненный цикл совокупности программных компонент. 
Планирование и управление разработкой программных компонент является важной 
задачей и отражено в ряде глобальных проектов, одним из которых является проект 
разработки глобального программного обеспечения (Global Software Development – 
GSD). В ряде работ [2–4] отмечено, что в процессе разработки необходимо решать 
вопросы нормального функционирования ПК, распределения вычислительных задач 
и управления вычислительным процессом. Нормальное функционирование и управ-
ление вычислительным процессом зависят от жизненного цикла ПК.

На сегодняшний день существует несколько моделей, поддерживающих функциони-
рование ПК, в том числе модели на основе критериев жизненного цикла [5]. Результаты 
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исследования SLR показывают, что жизненный цикл КПК и ПК существенно зависит 
от потребленных, потребляемых и резервируемых ресурсов. При формировании модели 
ЖЦ программных компонент авторы пришли к выводу, который согласуется с [6] и рядом 
других работ, что современные программные системы часто слишком сложны, чтобы 
быть представленными одной моделью. Признавая это, авторы предлагают диадную мо-
дель ЖЦ, позволяющую описывать ЖЦ с разных точек зрения. В этом контексте состав 
модели ЖЦ стал составным, поскольку сочетание разных оценок неизбежно. Авторами 
определен подход для формирования частей ЖЦ ПК и метод композиции частей в состав-
ную модель ЖЦ ПК.

2.2. Модели жизненного цикла

Модель жизненного цикла применяют в разных направлениях: биологии, экономи-
ке, моделировании, вычислениях, информатике, проектировании, строительстве и т.д. 
Жизненный цикл является интегральной характеристикой вычислительных систем. 
Жизненный цикл отражает последовательность временных периодов, на каждом из кото-
рых объект имеет разную эффективность и по-разному проявляет себя по отношению к 
внешнему окружению. В первую очередь это относится к эффективности эксплуатации 
объекта. Связь эффективности функционирования объекта с этапами жизненного цикла 
определяет важность поддержки этапов жизненного цикла, на которых объект обеспечи-
вает максимальную эффективность.

Поддержка жизненного цикла может быть внешней и внутренней. Внутренняя под-
держка ЖЦ направлена на функционирование системы и исключение противоречий 
между ее компонентами. Одним из методов внутренней поддержки является обеспече-
ние условий комплементарности [7] между программными компонентами, решающими 
общую задачу. Внешняя поддержка ЖЦ направлена на отражение внешних угроз среды 
или конкурентов.

Необходимо различать жизненные циклы разных систем и объектов. Продукция 
имеет иную модель ЖЦ по сравнению с проектом [8]. Проект имеет иной ЖЦ по срав-
нению со сложной технической системой. ЖЦ ИС [9] отличается от жизненного цикла 
технической системы. Анализ эффективного функционирования системы связан с ис-
следованием таких важных параметров, как критерий длительности функционирования 
программ, причинно-следственная связь функционирования программы с внешними 
факторами, модели проектирования ЖЦ. 

Рассмотрим несколько типовых моделей жизненного цикла. Распространенная мо-
дель ЖЦ – трапециевидная модель, включающая четыре этапа или четыре фазы. Более 
сложной является модель, известная как «петля качества» (ISO 9001), которая включает 
11 фаз. Эти модели являются статическими. При проектировании и в динамических си-
стемах существуют каскадная и спиральная модели ЖЦ. Каскадная модель опирается на 
дополнительные внешние ресурсы, которые увеличивают длительность жизненного цик-
ла. Спиральная – основана на выработке дополнительного ресурса в процессе функцио-
нирования системы или объекта. Эти модели ЖЦ являются динамическими. Фактически 
они выполняют функции реинтеграции и регенерации [10]. В данной работе предлага-
ется ресурсная модель жизненного цикла [5], основанная на том, что объем ресурсов и 
скорость их расходования определяет жизненный цикл системы или объекта.
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Уравнение, описывающее процесс изменения состояния системы за счет расхода ре-
сурсов, называется логистическим уравнением. Логистическое уравнение, также извест-
ное как уравнение Ферхюльста (Pitrre Francois Verhulst), изначально было получено при 
рассмотрении модели роста [11]. Обозначим через P состояние системы в зависимости 
от времени t. Такая модель сводится к дифференциальному уравнению:

 .                                                          (1)

Логистическое уравнение допускает разные трактовки. Применительно к цели дан-
ного исследования оно рассматривается с позиций расхода и потребления ресурсов. В 
выражении (1) параметр r характеризует скорость расхода ресурсов, а параметр K – мак-
симально возможную ёмкость ресурсов системы. Показатель δ является индикатором 
процесса. Большинство записей данного уравнения не рассматривают показатель δ. В 
нашем исследовании этот показатель является индикатором, который имеет два оппо-
зиционных целочисленных значения +1 и –1. Значение величины δ отражает два каче-
ственно разных процесса, но протекающих по одинаковой аналитической зависимости. 
При равенстве единице его опускают. Положительное значение индикатора δ соответ-
ствует развитию системы (ПК) за счет потребления ресурса и накопления собственного 
ресурса. Его отрицательное значение соответствует деградации системы за счет расхода 
собственного ресурса и потерю ресурса системой. Точным решением уравнения (1) яв-
ляется логистическая функция – S-образная кривая (логистическая кривая), для которой 
существует предел:

 

Можно упростить решение логистического уравнения до вида, которое используют в 
однопараметрической модели Раша:

                                                        (2)

 

Соответствующая кривая приведена на рис. 1, она известна в математике и относится 
к классу сигмоид (sigmoid). Сигмоида – гладкая монотонная S-образная возрастающая 
функция, которая применяется для отражения процесса накопления и предела процесса. 
Величина а задает сдвиг вправо от начала координат. Для рис. 1 величина а соответствует 
середине сигмоиды. Сигмоида S1, как модель жизненного цикла, показывает рождение и 
рост. Насыщение или зрелость системы отражает горизонтальный отрезок Pcon, который 
дополняет сигмоиду.

На рис. 1 показаны три начальные фазы жизненного цикла: рождение, рост, зрелость. 
Этот график соответствует δ = 1. Приведенная модель называется моделью роста. Если 
начинается деградация системы, то индикатор δ принимает значение –1. Это эквивалент-
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Рис. 1. Три фазы жизненного цикла при δ = 1.

но тому, что аргумент t изменит знак, и величина а заменится на величину b, которая 
задает сдвиг влево. В результате для процесса деградации получаем уравнение:

                                                         (3)

В выражениях (2) и (3) скорости расхода ресурсов r условно равны 1. Это упрощение 
делается для того, чтобы понять суть процесса роста и деградации. Графическая зависи-
мость, соответствующая уравнению (3), имеет вид, приведенный на рис. 2.

Рис. 2. Две фазы жизненного цикла при δ = –1.

Здесь приведена другая сигмоида S2. Она отличатся от S1 наклоном и деталями. Рис. 1 
показывает три фазы жизненного цикла. Рис. 2 показывает две фазы жизненного цикла. 
Фаза «зрелость» является общей на обоих рисунках, что дает основание рассматривать 
данную модель жизненного цикла (рис. 1, 2) как составную трапециевидную модель, 
имеющую четыре фазы. Раздельный показ жизненного цикла на рис. 1 и рис. 2 свиде-
тельствует о том, что рост и рождение объекта или системы не зависят от ее возможной 
последующей диссипации или деградации. И наоборот, деградация системы не зависит 
от предыдущих фаз рождения и роста. 

Модель, приведенную на рис. 2, называют моделью деградации. Она включает часть 
процесса зрелости (Pcon) и процесс деградации S2. Процесс S2 может быть также процес-
сом диссипации. Время деградации (диссипации) обозначено символом θ. Суммарный 
жизненный цикл программных компонент ЖЦ ПК определится как:

 ЖЦ ПК = S1 + Pcon + S2.                                          (4)
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Наступление деградации или диссипации часто происходит под воздействием внеш-
них деструктивных сил (рис. 3). В нормальном состоянии на вход комплекса программ-
ных компонент поступает входная информация, которая в ходе вычислений преобразует-
ся в выходную.

Рис. 3. Модель воздействия деструктивных сил 
на комплекс программных компонент.

Деструктивное воздействие приводит к расходу ресурсов комплекса ПК и создает 
процесс, который изображен кривой S2 на рис. 2. Для того чтобы поддержать жизненный 
цикл ПК, необходимо предотвратить деградацию S2. Для этого вводят дополнительный 
внешний ресурс S1* из резерва, соответствующий условию S1* = –S2. В результате новый 
ресурс нейтрализует деградацию S2 и период зрелости возрастет:

                                                        (5)

Деградация происходит за счет внутренних отказов или внешних воздействий. При 
появлении новых причин, вызывающих деградацию необходимо использование но-

вых ресурсов   Рекурсивное использование выражения (5) позволяет увеличивать 
жизненный цикл ПК, пока имеются ресурсы подавления деградации или диссипации.

Также существуют и принципиальные математические подходы для системы типо-
вых моделей программных компонент жизненного цикла (рис. 4).

Информация или документы в виде информационного сообщения проверяются при 
поступлении на соответствие предметной области.

Информационный массив образует множество проблемно-ориентированных доку-
ментов, каждый из которых в системе представляется в виде поискового образа.

Документы классифицируются в программных компонентах в соответствии с инфор-
мационным профилем документа.

Структурирование и классификация информации, в том числе деление на крупные и 
мелкие части в соответствии с критериями, происходит на последующих этапах. 

В случае необходимости сбора дополнительной информации к первичному инфор-
мационному массиву могут добавляться дополнительные информационные сообщения, 
и процедура повторяется.

2.3. Составная модель ЖЦ ПК

Как уже отмечалось [6], для сложных объектов или процессов невозможно описание 
с помощью одной модели, что вынуждает использовать две и более модели. Жизненный 
цикл может быть фиксированным и адаптивным. Адаптивный или меняющийся ЖЦ це-
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Рис. 4. Математическая модель жизненного цикла программных компонент.

лесообразно описывать набором моделей, каждая из которых характеризует определен-
ный процесс и зависит от разных факторов. Составная модель жизненного цикла, состо-
ящая из двух частных моделей, приведена на рис. 5. Эти две модели характеризуют рост 
и деградацию, и соответственно характеризуют модель роста и модель деградации ЖЦ.

Рис. 5. Составная модель жизненного цикла программных компонент.

На рис. 5 условный разрыв между моделями роста и деградации показан пунктиром и 
обозначен символом Δ. Символом θ обозначено увеличение жизненного цикла программ-
ных компонент, обусловленное применением внешних информационных ресурсов (5). В 
общем случае величина Δ будет зависеть от количества актов информационного взаимо-
действия «помеха-ресурс»:

 Δ = Pcon + θ1 + θ2 + θ3 + … + θn.                                              (6)

Выражение (6) показывает, что увеличение ЖЦ ПК возможно за счет подключения 
внешнего ресурса, подавляющего внешнее деструктивное воздействие. Условно обозначе-
но n таких взаимодействий. Такими воздействиями могут быть, например, атаки вирусов. 

При информационном взаимодействии может быть две ситуации – запаздывание и 
синхронность. Следует отметить важность информационной модели, называемой ин-
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формационной ситуацией [12]. Информационная ситуация описывает модель объекта и все 
наиболее важные факторы, которые на него воздействуют. На рис. 6 показан результат инфор-
мационного взаимодействия внешнего ресурса (S1*) и деструктивного воздействия (S2).

Рис. 6. Использование ресурса для ликвидации деструктивного воздействия на ЖЦ ПК:
а – асинхронное; б – синхронное.

На рис. 6 показаны асинхронное (рис. 6а) и синхронное (рис. 6б) информационное 
взаимодействие между ресурсом и деструктивным воздействием. Результат взаимодей-
ствия обозначен как ΔP. Значение ΔP показано жирной линией. Для асинхронного взаи-
модействия (рис. 6а) деструктивная сила начинает действовать раньше, и между S2 и S1* 

существует период задержки Δt. В этом случае ресурс или резерв не успевают вовремя 
погасить деструктивную силу, и результат взаимодействия ΔP в течение некоторого вре-
мени отличен от нуля, он показан ломаной линией. График ΔP соответственно меняет 
состояние Р.

Для синхронного взаимодействия (рис. 6б) деструктивная сила сразу встречает про-
тиводействие. В этой ситуации между S2 и S1* не существует задержки Δt, и они факти-
чески симметричны. Такая ситуация имеет место при атаке компьютерного вируса на 
систему, в которой установлена антивирусная защита. В этом случае ресурс сразу пога-
шает деструктивную силу и результат взаимодействия ΔP равен нулю, он показан прямой 
линией с нулевым значением.

2.4. Организация программных компонент как метод резервирования

В работе [13] обоснована актуальность использования проблемно-ориентированной 
конфигурации вычислительных комплексов для автоматизированных систем обработки 
информации и управления. На практике программные компоненты включают группы ал-
горитмов или группы задач. Каждый компонент решает несколько возможных задач. Си-
стемный термин «программный компонент» можно заменить эквивалентным термином 
из области вычислений – «специализированный вычислительный комплекс (СВК)». На 
каждом ПК или СВК находится как минимум один алгоритм. Если количество алгорит-
мов на СВК больше одного, то они объединяются в резервированную внутреннюю сеть. 
Объединение алгоритмов в сеть создает ресурс жизненного цикла ПК. Алгоритмы коор-
динируют свои действия между собой по сети. Такая модель ПК допускает возникнове-
ние отказов, заключающихся в потере связи между алгоритмами и полном или частичном 
выходе из строя алгоритмов.
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Программные компоненты образуют КПК при решении сложной задачи. КПК, как 
правило, обладает синергетическим эффектом и это – его преимущество по отношению 
к отдельным компонентам. Программный комплекс имеет свой жизненный цикл. В ком-
плексе ПК часто функционируют по принципу двойной алгоритмической модели. При-
мером являются роевые алгоритмы или алгоритмы муравьиной колонии. Главная задача 
такого алгоритма – достижение групповой цели, вторая задача — взаимодействие между 
собой для повышения надежности и увеличения жизненного цикла всего комплекса. При 
сетевой организации КПК отказы в одном ПК (СВК) перераспределяют его задачи на 
весь комплекс. Сетевое взаимодействие выполняет роль ресурса. Такой ресурс возможен 
при введении механизма реконфигурации вычислительных комплексов [14], учитываю-
щего особенности программных компонент.

Обращает на себя внимание то, что триада объектов является минимальной моделью 
элемента сети ПК с резервированием. Наличие трех связей обеспечивает взаимодействие 
между тремя компонентами, если одна из связей прервется. В комплексе все ПК связаны 
между собой с помощью сети по схеме «каждая с каждой», в результате чего при выходе 
из строя одной связи между СВК за счет дополнительных соединений связь в системе 
будет сохраняться, и комплекс будет функционировать; при выходе из строя одной СВК 
ее функции будут перераспределяться между оставшимися СВК, и комплекс также будет 
функционировать. Три (и более) связанные ПК создают резерв для каждой из систем 
комплекса. Резерв по внешней связи создает резервная сеть. Основная идея резервирова-
ния – создание треугольников связанных систем. Линию можно прервать, а сеть прервать 
сложнее. Пример сети Интернет показывает это свойство.

Технологическая модель или метод поддержки ЖЦ комплексов ПК разделен на сле-
дующие части: резервирование физических ресурсов (вычислительных машин) путем 
объединения их в сеть; резервирование технологических ресурсов (программных ком-
понент) путем объединения их в сеть; резервирование коммуникационных ресурсов (ка-
налов связи) на физическом уровне путем создания в сети схем мультиграфа; введение 
правил перераспределения ресурсов при выходе ресурса из строя; поддержка жизненно-
го цикла за счет дополнительных ресурсов.

Процессуальная модель поддержки ЖЦ ПК заключается в следующем. Гетерогенный 
комплекс ПК (КПК) может находиться во множестве состояний Z, каждое из которых мо-
жет быть представлено процессами роста S1i (подключение ресурса) и деградации S2i. Ка-
ждое состояние Zi зависит от взаимодействия ресурса и процесса диссипации (рис. 5). 
В ходе функционирования комплекс ПК переходит от одного состояния к другому Si.  
Переход между состояниями вычислительного комплекса ПК происходит как под воздей-
ствием внешних факторов, так и под воздействием внутренних событий. Предлагаемый 
метод адаптивного реагирования на процессы диссипации предполагает создание реак-
тивной системы отклика на воздействия, которая инициирует подключение ресурса для 
нейтрализации очередной диссипации.

Сущность метода поддержки ЖЦ КПК заключается в создании резервированной ар-
хитектуры комплекса и использовании индикационного контроллера, реагирующего на 
внешнее воздействие или внутреннюю потерю комплементарности действий системы. 
Метод позволяет реинтегрировать комплекс ПК после отказа одного из компонентов и 
продолжить исполнение функционального процесса. 
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Общий алгоритм поддержки или реинтеграции комплексов ПК в случае отказа со-
стоит из следующих шагов: индикация отказа, оценка последствий отказа, перераспреде-
ление задач на другие ПК, подавление помехи за счет внутренних ресурсов, исключение 
полностью отказавшего устройства из сети КПК, исключение связей с полностью отка-
завшим устройством, попытка восстановления отказавшего ПК. Предложенные методы 
отличаются от существующих тем, что учитывают особенности формирования жизнен-
ного цикла КПК за счет учета потребления и расхода ресурсов.

3. Обсуждение результатов

Оценка методов разработки программного обеспечения (SEE) является важной де-
ятельностью в этой области. В работе [3] проведен анализ на основе подборки из 1178 
публикаций с целью выявления явных и неявных тенденций в разработке и развитии про-
граммного обеспечения и программных компонент. Несмотря на такой большой объем 
исследований, в нем не нашлось места для анализа влияния ресурсов на жизненный цикл 
ПК и КПК. Предлагаемая работа восполняет этот пробел.

В модели деградации S2 cледует различать диссипацию [15] и деградацию [16] ПК, 
хотя результаты от действия этих процессов одинаковые. Деградация означает наруше-
ние внутренней согласованности и комплементарности компонентов ПК. Диссипация оз-
начает отклонение состояния ПК в сторону от целевого при внутренней согласованности 
компонентов системы. В первом случае ресурсы направляются на самовосстановление, 
потому что оно требуется всегда. Во втором случае они направляются на отражение угроз 
и самовосстановление, если оно требуется.

Существует ряд ограничений применения данной технологии. Основное ограниче-
ние заключается в том, что каждый КПК должен иметь не менее трех СВК. Комплекс ПК 
должен иметь сетевую, а не линейную структуру. Базовым звеном технологии должна 
быть триада. С одной стороны, это обеспечивает резервирование, но с другой стороны, 
в системе появляются паразитные обратные связи. Эти связи уменьшают внутреннюю 
устойчивость работы КПК с большим числом СВК. Рост числа СВК влечет рост сложно-
сти системы в геометрической прогрессии, а также рост сложности проблемы синхрони-
зации. Введение индикативного показателя в логистическое уравнение продиктовано не-
обходимостью отражения характера двух противоположных процессов. В большинстве 
работ эти процессы рассматривают независимо. Введение индикативного показателя по-
зволяет, при необходимости, сравнивать эти процессы и даже объединять для получения 
суммарного эффекта. Модель формирования жизненного цикла за счет логистической 
кривой удобна, но математически является разрывной, что следует расценить как недо-
статочно гибкое аналитическое решение.

Выводы

Широкое применение программных компонент в прикладных областях способству-
ет формированию нового направления программной инженерии. Модели программ-
ных компонент широко используют при решении динамических задач, например, при 
управлении транспортом. Это привело к созданию специализированных транспортных 
киберфизических систем, которые приходят на смену интеллектуальным транспортным 
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системам. Основой киберфизических систем являются программные компоненты. Для 
увеличения жизненного цикла программных компонент и, главное, комплекса программ-
ных компонент, необходимо проводить резервирование технологических и физических 
ресурсов с использованием сетевых моделей, включая модели мультиграфа. Для обеспе-
чения устойчивой и надежной работы отдельных ПК и комплекса ПК должны исполь-
зоваться модели триад [17]. Для моделирования жизненного цикла целесообразно ис-
пользовать логистические уравнения. Для моделирования жизненного цикла с помощью 
логистических уравнений целесообразно использовать две модели описания жизненного 
цикла. Первая часть модели ЖЦ – это модель роста. Вторая часть модели ЖЦ – это мо-
дель деградации. Предложен рекурсивный механизм поддержки ЖЦ ПК, основанный 
на противодействии внешним деструктивным воздействиям дополнительных ресурсов. 
Рассмотрены синхронное и асинхронное противодействие деструктивным воздействиям.

Еще одним фактором поддержки и увеличения жизненного цикла служит механизм 
саморазвития. Это является предметом дальнейших исследований.
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Эффективность адаптивного фильтра 
с алгоритмом слежения за огибающей при приеме 

сигналов с многопозиционной ФМ на фоне 
нефлуктуационных помех
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До Чунг Тиен

МИРЭА – Российский технологический университет, Москва 119454, Россия
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Энергетические и спектральные преимущества сигналов с фазовой манипуляцией 
предопределили их широкое применение в современных цифровых навигационных, связ-
ных и телевизионных системах. Использование такого вида сигнала в многопозиционном 
формате с увеличенным количеством возможных фазовых состояний позволяет повысить 
информационную емкость канального символа, а вследствие этого – пропускную способ-
ность радиоканалов. Наличие в радиоканалах нефлуктуационных помех сильно снижает 
помехоустойчивость приема информации. Известным способом борьбы с такими помеха-
ми является использование в приемнике адаптивных нерекурсивных фильтров. В статье 
оценивается эффективность применения адаптивного нерекурсивного фильтра с алгорит-
мом настройки весовых коэффициентов, следящим за постоянной огибающей полезного 
сигнала, при приеме сигналов с многопозиционной фазовой манипуляцией на фоне шумо-
вых и нефлуктуационных помех. Рассматриваются два типа таких помех – гармонические 
и ретранслированные. С помощью компьютерного моделирования определяются опти-
мальные параметры фильтра (коэффициент адаптации и его длина); оценивается влияние 
фильтра на помехоустойчивость квадратурного приемника сигналов с многопозиционной 
фазовой манипуляцией для различных комбинаций помех и их интенсивности. Показано, 
что такой адаптивный фильтр может успешно справляться с наиболее опасными прицель-
ными гармоническими помехами.

 
Ключевые слова: многопозиционная фазовая манипуляция, гармоническая помеха, 

ретранслированная помеха, адаптивный фильтр, помехоустойчивость, вероятность 
битовой ошибки.
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Efficiency of adaptive filter with envelope tracking 
algorithm when receiving signals with multi-position 

PSK against the background of non-fluctuation 
interferences
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The energy and spectral advantages of signals with phase-shift keying predetermined their 
widespread use in modern digital navigation, communications and television systems. The use 
of this type of signal in a multi-position format with an increased number of possible phase 
states allows increasing the information capacity of the channel signal, and consequently the 
throughput rate of radio channels. The presence of non-fluctuation interference in such radio 
channels greatly reduces the noise immunity of information reception. A well-known way to 
deal with such interference is to use adaptive non-recursive filters in the receiver. The article 
evaluates the effectiveness of using such a filter with an algorithm for setting weight coefficients 
that controls the constant envelope of a useful signal when receiving signals with multi-position 
phase shift keying against the background of noise and non-fluctuation interference. Two types of 
such interference are considered – harmonic and relayed. Using computer simulation, the optimal 
filter parameters (adaptation coefficient and its length) are determined; the effect of the filter on 
the noise immunity of the quadrature signal receiver with multi-position phase shift keying for 
various combinations of interference and their intensity is estimated. It is shown that such an 
adaptive filter can successfully cope with the most dangerous sighting harmonic interference.

Keywords: multi-position phase shift keying, non-fluctuation interference, adaptive filter, 
noise immunity, bit error rate.

For citation: Kulikov G.V.,  Do Trung Tien. Efficiency of adaptive filter with envelope tracking algorithm when receiving 
signals with multi-position PSK against the background of non-fluctuation interferences. Rossiiskii tekhnologicheskii zhurnal = 
Russian Technological Journal. 2020;8(5):34-43 (in Russ.). https://doi.org/10.32362/2500316X-2020-8-5-34-43

Введение

Широкое применение сигналов с фазовой манипуляцией в современных цифровых 
связных, телевизионных и навигационных системах связано с их энергетическими и 
спектральными преимуществами. Использование таких сигналов с многопозиционным 
форматом (М-ФМ) позволяет существенно повысить информационную емкость каналь-
ного символа и, как следствие, увеличить пропускную способность радиоканала. При 
этом наличие помех в радиоканале, в том числе, гармонических и ретранслированных, 
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сильно снижает помехоустойчивость систем передачи данных, особенно при большой 
позиционности применяемых сигналов [1–7]. Борьба с такими помехами является важ-
ной задачей для каждой радиосистемы. 

Известным способом борьбы с нефлуктуационными помехами является использо-
вание адаптивных нерекурсивных фильтров (рис. 1) с регулируемыми весовыми коэф-
фициентами (ВК) [8–10]. Так, в [8] предложен алгоритм подстройки коэффициентов, 
учитывающий постоянную огибающую полезного сигнала. В [11] проведен анализ рабо-
тоспособности алгоритма на примере приема модулированных сигналов с непрерывной 
фазой и показана его эффективность.

Целью работы является анализ эффективности применения адаптивного фильтра, 
учитывающего постоянную огибающую полезного сигнала, для подавления гармониче-
ских и ретранслированных помех при приеме сигналов с многопозиционной фазовой 
манипуляцией и анализ помехоустойчивости приема.

Рис. 1. Адаптивный нерекурсивный фильтр.

Математическая модель сигнала и помех

Передаваемый сигнал М-ФМ на тактовом интервале, равном длительности TS каналь-
ного символа, несущего информацию об  информационных битах, принимает 
одно из М возможных значений:

                  (1)

где  – амплитуда сигнала;  – энергия канального символа; Eb – энергия, 
приходящаяся на один бит информации; ω0 – несущая частота.

На входе приемника процесс имеет вид:

 

где n(t) – стационарный случайный процесс типа «белый гауссовский шум» с нулевым 
средним значением и дельта-функцией корреляции:

 

N0 – односторонняя спектральная плотность мощности шума; – нефлуктуационная 
помеха одного из двух видов (или их совокупность):

1. Гармоническая помеха:

                                          (2)

с относительной интенсивностью μ, частотной расстройкой Δωint и случайной начальной фазой φint.
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2. Ретранслированная помеха: 

                                           (3)

где τ – временная задержка помехи.

Модель приемника и алгоритм работы нерекурсивного фильтра

Для приёма сигнала М-ФМ используется когерентный квадратурный приёмник (рис. 2). 

Рис. 2. Когерентный квадратурный приёмник.

На входе приемника установлен адаптивный нерекурсивный фильтр (рис. 1), выпол-
ненный на основе алгоритма настройки вектора ВК [8]:

 

Здесь d – коэффициент, определяющий степень инерционности и устойчивость про-
цесса адаптации, (·)* – знак комплексного сопряжения,  – вектор 
последовательности входных отсчетов фильтра;  – вектор ВК в i-й 
момент времени, bi – элемент выходной последовательности нерекурсивного фильтра.

Результаты моделирования

Результаты получены с помощью компьютерного имитационного моделирования. 
При этом использована программа [12].

А. Определение оптимального значения коэффициента адаптации d.
Вначале было определено оптимальное значение коэффициента адаптации d. Оценка 

проводилась по критерию минимума вероятности битовой ошибки BER для трех значе-
ний позиционности сигналов М-ФМ: M = 2 (BPSK), M = 4 (QPSK) и M = 8 (8PSK).

Из рис. 3 видно, что при d = 10–7 адаптация осуществляется наилучшим образом, и 
такое значение этого параметра приближается к оптимальному. 

В. Зависимость вероятности битовой ошибки от длины нерекурсивного фильтра.
Точность фильтрации, а, следовательно, и вероятность битовой ошибки BER при-

емника существенно зависят от длины фильтра N. Это иллюстрирует рис. 4, из которого 
видно, что при N < 128 значения BER возрастают. При N > 128 значения BER практиче-
ски стабилизируются на минимальном уровне.
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Рис. 3. Зависимость вероятности битовой ошибки от коэффициента адаптации d.

Рис. 4. Зависимости вероятности битовой ошибки от длины фильтра N.

C. Зависимость вероятности битовой ошибки от отношения сигнал/шум
Исследования зависимости вероятности битовой ошибки от отношения сигнал/шум   

SNR = Eb/N0 были проведены для различной помеховой ситуации в радиоканале: шум, 
гармоническая помеха, ретранслированная помеха, обе помехи одновременно.

1) На входе приемника присутствует сигнал, шум и гармоническая помеха (Δωint = 0). 
На рис. 5 показаны зависимости вероятности битовой ошибки BER от SNR. Для 

сравнения сплошными линиями даны кривые, полученные без адаптивного фильтра. На-
глядно виден положительный эффект использования такого фильтра – вероятность бито-
вой ошибки значительно снижается. Это особенно заметно при большой интенсивности 
помехи и большой позиционности сигнала. Так, при μ = 0.5 для M = 2 использование 
адаптивного фильтра дает энергетический выигрыш не более 0.5 dB, для M = 4 – около 3 dB, 
для M = 8 – более 5 dB. Это объясняется разной шириной спектра сигналов и, соответ-
ственно, разной степенью их поражения гармонической помехой.

2) На входе приемника присутствует сигнал, шум и ретранслированная помеха (τ = 0.5TS).
Установлено, что исследуемый адаптивный фильтр не подавляет ретранслированную 

помеху, которая имеет такие же параметры огибающей, как и полезный сигнал, и его ис-
пользование не изменяет величины BER. 
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3) На входе приемника присутствует сигнал, шум, гармоническая (Δωint = 0) и ре-
транслированная помеха (τ = 0.5TS).  

При исследовании полагалось, что обе помехи имеют одинаковую интенсивность μ. Вид-
но (рис. 6), что без адаптивного фильтра (сплошные линии) значения BER значительно ухуд-
шаются по сравнению со случаем, когда на входе приемника присутствует только одна гар-
моническая помеха (рис. 5). Использование фильтра (пунктирные линии) несколько снижает 
величину BER за счет подавления гармонической помехи, но она все же остается достаточно 
высокой из-за невозможности подавления ретранслированной помехи.

4) На входе приемника присутствует сигнал, шум и три гармонические помехи с 
разными частотными расстройками.

На рис. 7 показаны зависимости вероятности битовой ошибки от отношения сигнал/
шум, когда на входе приемника кроме шума присутствуют одновременно три гармони-
ческие помехи, имеющие разные частотные расстройки относительно несущей частоты 

a б

в

Рис. 5. Зависимость BER от SNR при наличии гармонической помехи: 
а – BPSK, б – QPSK, в – 8PSK.
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сигнала. Видно, что, хотя в целом ситуация ухудшилась по сравнению со случаем 1 (одна 
гармоническая помеха), адаптивный фильтр справляется со своей задачей.

D. Зависимость вероятности битовой ошибки от количества гармонических помех 
на входе приемника.

На рис. 8 и 9 показаны зависимости вероятности битовой ошибки при SNR = 7 dB 
от количества гармонических помех L одинаковой интенсивности μ = 0.5, одновремен-
но присутствующих на входе приемника и имеющих разные частотные расстройки Δωint  
относительно несущей частоты сигнала. Кривые на рис. 8 получены без адаптивного 
фильтра, а на рис. 9 – с адаптивным фильтром.

Видно, что при всех L адаптивный фильтр улучшает помехоустойчивость приема, но 
при увеличении числа гармонических помех эффективность фильтра все же несколько 
снижается.

a б

в

Рис. 6. Зависимость BER от SNR при наличии гармонической и ретранслированной помех: 
а – BPSK, б – QPSK, в – 8PSK.
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a б

в

Рис. 7. Зависимость BER от SNR при наличии трех гармонических помех: 
а – BPSK, б – QPSK, в – 8PSK.

Рис. 8. Зависимость BER от количества 
гармонических помех L без адаптивного

 фильтра.

Рис. 9. Зависимость BER от количества 
гармонических помех L с адаптивным 

фильтром
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Выводы

Проведенный анализ эффективности применения адаптивного фильтра при приеме 
сигналов с многопозиционной фазовой манипуляцией позволяет сделать следующие вы-
воды:

1. Использование адаптивного нерекурсивного фильтра с алгоритмом подстройки 
весовых коэффициентов, учитывающим постоянную огибающую полезного сигнала, яв-
ляется эффективным способом для борьбы с гармонической помехой, особенно при ее 
большой интенсивности.

2. При увеличении числа гармонических помех эффективность адаптивного фильтра 
снижается.

3. Для эффективной работы адаптивного нерекурсивного фильтра его длина должна 
быть не менее 256 элементов.

4. Исследуемый адаптивный фильтр неэффективен для подавления ретранслирован-
ной помехи.
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Полупроводниковая индустрия остро нуждается в новых видах запоминающих 
устройств, сочетающих скоростные характеристики оперативной памяти с энер-
гонезависимостью Flash памяти. Такая универсальная память должна обладать 
неограниченным числом циклов записи/чтения, низким энергопотреблением и 
стоимостью, обеспечивать высокую плотность записи информации и потенциал 
к дальнейшему масштабированию. Сегнетоэлектрическая память FRAM уже бо-
лее 20 лет рассматривается в качестве одного из кандидатов на роль универсаль-
ной памяти. Зарядовый принцип записи, основанный на переключении вектора 
спонтанной поляризации, обеспечивает высокую энергоэффективность, наряду с 
энергонезависимостью, высокими скоростями, практически неограниченным чис-
лом циклов записи/чтения, длительным временем хранения, а также стойкостью 
к воздействию специальных факторов. Однако, обладая высоким потенциалом, 
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К 100-летию открытия сегнетоэлектричества
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сегнетоэлектрическая память все еще не заняла значительной доли рынка энер-
гонезависимых запоминающих устройств в связи с проблемами достижения вы-
соких уровней интеграции. В работе представлен анализ современного состояния 
производства FRAM. Исследована структура сегнетоэлектрических конденсаторов 
и ячеек памяти основных производителей коммерчески доступных FRAM – компа-
ний Texas Instruments, Cypress Semiconductor, Fujitsu и Lapis Semiconductor, прове-
дено сравнение полученных результатов с данными производителей. Все ячейки 
памяти используют сегнетоэлектрический конденсатор на основе слоя циркона-
та-титаната свинца PZT толщиной около 70 нм и электродов из IrOx/Ir или Pt. Пере-
довым технологическим процессом производства FRAM устройств остается 130 нм 
КМОП процесс, используемый на фабах Texas Instruments. Обсуждаются возможные 
пути преодоления проблем скейлинга и дальнейшего развития технологии сегне-
тоэлектрических устройств, включая ALD-технологии создания бинарных сегнето-
электриков, пьезоэлектронные транзисторы, структуры на основе двумерных по-
лупроводников и пр. Удастся ли FRAM технологии расширить область применений и 
разрешить одно из основных противоречий современных вычислительных устройств 
между быстродействующим процессором и относительно медленной памятью, зави-
сит от решения вопросов интеграции новых технологических решений.

Ключевые слова: энергонезависимая память, сегнетоэлектрические запоминаю-
щие устройства, интегральная схема, ячейка памяти, цирконат-титанат свинца, оксид 
гафния.
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Semiconductor industry calls for emerging memory, demonstrating high speed (like 
SRAM or DRAM), nonvolatility (like Flash NAND), high endurance and density, good 
scalability, reduced energy consumption and reasonable cost. Ferroelectric memory 
FRAM has been considered as one of the emerging memory technologies for over 20 years. 
FRAM uses polarization switching that provides low power consumption, nonvolatility, 
high speed and endurance, robust data retention, and resistance to data corruption via 
electric, magnetic fields and radiation. Despite the advantages, market share held by 
FRAM manufacturers is insignificant due to scaling challenges. State-of-the-art FRAM 
manufacturing is studied in this paper. Ferroelectric capacitors and memory cells made by 
main commercial FRAM manufactures (Texas Instruments, Cypress Semiconductor, Fujitsu 
и Lapis Semiconductor) are explored. All memory cells are based on the lead zirconate 
titanate PZT capacitor with the thickness of about 70 nm and IrOx/Ir or Pt electrodes. 
The leading FRAM technology remains the 130 nm node CMOS process developed at 
Texas Instruments fabs. New approaches to further scaling and new devices based on 
ferroelectrics are reviewed, including binary ferroelectrics deposited by ALD techniques, 
piezoelectronic transistors, ferroelectric/2D-semiconductor transistor structures, and 
others. Whether FRAM technology will be able to resolve one of the main contradictions 
between a high-speed processor and a relatively slow nonvolatile memory depends on the 
success of the new technologies integration.

Keywords: non-volatile memory, ferroelectric memory, integrated circuit, memory 
cell, lead zirconate titanate, hafnium oxide.
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Введение

Сегнетоэлектрические запоминающие устройства (FRAM или FeRAM – Ferroelectric 
Random Access Memory, т.е. сегнетоэлектрическая память с произвольной выборкой) рас-
сматриваются микроэлектронной индустрией в качестве одного из перспективных видов 
энергонезависимых запоминающих устройств (ЗУ), которые могут сменить Flash память, 
обладающую недостаточной скоростью и ресурсом. Такая универсальная память должна 
сочетать в себе быстроту динамической памяти DRAM (Dynamic RAM) и энергонеза-
висимость Flash памяти, обладая при этом высокой информационной емкостью, низким 
энергопотреблением, должна быть дешевой и иметь хорошие предпосылки к скейлин-
гу. Другими рассматриваемыми кандидатами являются резистивная память (RRAM или 
ReRAM – Resistive RAM), память на основе фазового перехода (PRAM – Phase-change 
RAM), магниторезистивная память (MRAM – Magnetoresistive RAM), в том числе на 
переносе спинового момента (STT-RAM – Spin-transfer torque RAM). Основные техни-
ческие параметры, физические, технологические и конструктивные особенности пер-
спективных энергонезависимых ЗУ, в сравнении с занимающими основную долю рынка 
DRAM и Flash NAND, представлены в таблице [1–12]. Все они (FRAM, MRAM, RRAM, 
PRAM) отличаются энергонезависимостью, высокими скоростями записи/считывания и 
длительным временем хранения информации, однако находятся на различных стадиях 
освоения промышленного производства.
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Большинству требований, предъявляемых к универсальной памяти, соответствует 
технология FRAM. Отличительной особенностью FRAM является зарядовый принцип 
записи, основанный на переключении поляризации в сегнетоэлектрическом конденса-
торе, что обеспечивает энергонезависимость наряду с высокой энергоэффективностью, 
скоростями чтения/записи, большим числом циклов перезаписи (1012 – 1015) и длитель-
ным временем хранения (~10 лет) [3–5]. Сегнетоэлектрические материалы отличаются 
также высокой стойкостью к воздействию специальных факторов, что определяет пер-
спективы их применения в особых условиях эксплуатации [13–15].

Материалы и конструкции

Сегнетоэлектриками называют класс кристаллических диэлектриков, в которых воз-
никает спонтанная поляризация, существующая независимо от наличия внешнего элек-
трического поля и меняющая свое направление при изменении направления внешнего 
поля [16]. Именно этот факт существования устойчивого состояния спонтанной поля-
ризации и ее переключения внешним электрическим полем используется для записи и 
хранения информации.

Идея использования сегнетоэлектриков для записи информации появилась еще в 50-е 
годы прошлого столетия, когда делались попытки использования объёмных кристаллов [17], а 
в 70-е годы был предложен элемент памяти на основе сегнетоэлектрического транзисто-
ра [18]. Эти исследования не привели к созданию промышленных технологий сегнетоэ-
лектрической памяти в силу недостаточной стабильности наблюдаемых эффектов.

Промышленный бум освоения данной технологии приходится на начало 2000-х гг. 
Интеграцией сегнетоэлектрических материалов занимались ведущие компании и иссле-
довательские центры [2, 19]. Для интеграции использовались классические кислородно-
октаэдрические сегнетоэлектрики, среди которых особую роль играют перовскиты [16, 20]. 
Классическими примерами таких материалов являются твердые растворы цирконата-ти-
таната свинца (PZT – PbZr1–xTixO3) и титаната бария-стронция (BST – BaSr1–xTixO3). PZT 
оказался наиболее востребованным для FRAM применений в силу относительно низкой 
температуры кристаллизации перовскитной фазы (400–700 °C) и высокой величины оста-
точной поляризации (20–50 мкКл/см2), при этом наибольшее распространение 
получили твердые растворы вблизи морфотропной области с примерно равным 
соотношением циркония и титана [21]. PZT обладает также высоким значением 
пьезоэлектрического коэффициента, что обеспечивает его, а также релаксорного 
сегнетоэлектрика (1−x)[Pb(Mg1/3Nb2/3)O3]-xPbTiO3(PMN-PT), доминирующее поло-
жение на рынке пьезоэлектрических микроэлектромеханических систем (MEMS) [22, 
23]. Необходимо отметить, что последнее десятилетие в ряде стран ведется кампания по 
запрету свинецсодержащей керамики в связи с экологическими соображениями, однако, 
до сих пор не удалось найти приемлемую по параметрам замену [24, 25]. К тому же этот 
вопрос не стоит перед микроэлектронной индустрией, которая успешно решает вопросы 
утилизации куда более опасных соединений. Более важным представляется примесное 
загрязнение технологического оборудования, которое приводит к необходимости созда-
ния специализированных участков при изготовлении сегнетоэлектрического конденса-
тора (FRAM модуля), что увеличивает стоимость производства и сроки проведения ис-
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следовательских работ по интеграции. FRAM устройства на основе PZT разрабатывали 
фирмы Ramtron, Samsung, Toshiba, Texas Instruments, Fujitsu, IBM, а также зеленоград-
ский Микрон [2, 3, 9, 10, 14, 19, 21].

После открытия Б.М. Вулом в 1944 году сегнетоэлектрических свойств у титана-
та бария BaTiO3 данный материал служил одним из базовых модельных материалов 
кислородно октаэдрических сегнетоэлектриков и сыграл значительную роль в развитии 
физики сегнетоэлектриков [16]. Несмотря на хорошо изученные свойства, материалы 
на основе титаната бария не нашли применения при создании FRAM, что связано с 
рядом физических и технологических ограничений (наличие в рабочем диапазоне фа-
зовых переходов, высокие температуры кристаллизации и ее особенности и пр.). В то 
же время пленки твердых растворов титаната бария-стронция BST, находящиеся в па-
рафазе, активно исследуются для использования в качестве материалов с высокой диэ-
лектрической проницаемостью, прежде всего для применений в ячейках оперативной 
памяти (DRAM) в качестве high-k диэлектрика [26, 27], а также в СВЧ-устройствах с 
электрически управляемой емкостью [28, 29].

Большой интерес для FRAM применений вызывают так называемые слоистые пе-
ровскиты, прежде всего танталаты и ниобаты висмута-стронция SrBi2Ta2O9 (SBT) и его 
твердых растворов SrBi2(TaxNb1–x)2O9 (SBTN), в которых два перовскитоподобных слоя 
танталата (ниобата) стронция разделены слоем оксида висмута [20]. В данных материа-
лах сегнетоэлектричество было открыто в 1961 г. Г.А. Смоленским [30], а в середине 90-х гг. 
фирма Symetriх анонсировала открытие нового материала (название которого было зашиф-
ровано аббревиатурой Y1), не обладающего эффектом усталости, состав которого впер-
вые был опубликован в результате независимого исследования M. Klee [31]. Разработкой 
FRAM с использованием слоистых перовскитов SBT и SBTN занимались фирмы Symetrix, 
Matsushita, ROHM Semiconductor, а также консорциум IMEC, STMicroelectronics, Applied 
Materials. Несмотря на демонстрации успешной интеграции (например, [32, 33]), одной 
из основных проблем использования слоистых перовскитов явилась более высокая, чем 
у PZT, температура кристаллизации. Другие слоистые перовскиты на основе титаната 
висмута-лантана (Bi1-хLaх)4Ti3O12 (BLT) разрабатывала компания Hynix, которая является 
держателем патентов в данном направлении и производила FRAM объемом до 16 Мб [34].

Наконец в 2011 г. были обнаружены сегнетоэлектрические свойства в ультратон-
ких пленках HfO2, легированных Si, сформированных методом ALD (Atomic Layer 
Deposition) [35], что привело к появлению большого числа исследовательских работ в 
данном направлении. После этого сегнетоэлектрические свойства были обнаружены в 
пленках чистого и легированного HfO2 [36], Hf1–xZrxO2 [37, 38] и ZrO2 [39, 40]. Обычно 
в данных составах реализуются неполярные фазовые состояния, а возникновение сегне-
тоэлектрического состояния связывают с существованием при определенных условиях 
полярной орторомбической фазы Pca21 [28, 41]. Среди причин, вызывающих анизотроп-
ные напряжения, приводящие к стабилизации орторомбической фазы, называют легиро-
вание, влияние поверхности, островковую коалесценцию, рассогласование решеток при 
термическом расширении, влияние кислородных вакансий [42]. Пока материалы на осно-
ве бинарных сегнетоэлектриков не внедрены в промышленное производство, но ведутся 
активные исследования по их интеграции [43].
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Рис. 1. Структура ячеек памяти FRAM 1Т (а) и 1Т1С (б). 
BL – битовая линия; WL – словарная линия; PL – линия подложки.

В процессе развития технологии FRAM было предложено множество конструкций 
ячеек памяти (ЯП) [3]. Наибольший интерес с точки зрения возможности масштабирова-
ния представляет ячейка 1T, т.е. транзистор, в котором в качестве подзатворного диэлек-
трика используется слой сегнетоэлектрика (рис. 1а). Переключение вектора спонтанной 
поляризации приводит к изменению зарядового состояния на границе раздела сегнетоэ-
лектрик-полупроводник и соответствующей модуляции поверхностного потенциала по-
лупроводника [18]. Таким образом, в данном случае операция считывания не требует 
переключения поляризации. Сложностью реализации такой ЯП является необходимость 
максимально близкого расположения сегнетоэлектрика и полупроводника с минимально 
возможной толщиной подслоя между ними и обеспечение высокого качества границы 
раздела диэлектрик (сегнетоэлектрик) – полупроводник, включая низкую плотность по-
верхностных состояний [44]. Данный тип ЯП пока не был реализован в промышленном 
производстве. Поэтому наибольшее распространение получили ЯП, использующие для 
считывания информации регистрацию токового отклика при переключении вектора по-
ляризации в сегнетоэлектрическом конденсаторе. Такие ячейки используют аналогич-
ную DRAM и SRAM (Static RAM) архитектуру и состоят из одного или нескольких тран-
зисторов и конденсаторов: 1Т1С, 2Т2С и 6Т4С. На рис. 1б показана типичная ЯП 1Т1С 
с вертикальным расположением сегнетоэлектрического конденсатора. ЯП 2Т2С и 6Т4С 
являются вариантом коммутации структур 1Т1С. При создании FRAM емкостью 128 Мб 
Toshiba использовала так называемую chain архитектуру, аналогичную NAND [45]. 

Интеграция в полупроводниковые технологии

На рис. 2 показаны прогнозы развития технологии FRAM согласно International 
Technology Roadmap for Semiconductors (ITRS) [46] и уровень реального производства 
коммерческих FRAM. Первоначально отрасль чрезвычайно оптимистично смотрела на 
скейлинг параметров FRAM, как это видно из ITRS редакции 2001–2005 гг. Осознание 
сложностей интеграции произошло в ITRS редакции 2007 г., согласно которой предпо-
лагалось уменьшение топологических норм с 180 нм в 2007 г. до 65 нм к 2019 г. В более 
поздних редакциях доклада ITRS (2009–2013 гг.) прогноз внедрения меньших техноло-
гических норм производства сдвигался на более поздние сроки. Между тем, первые се-
рийные образцы FRAM, выполненные по технологическим нормам 130 нм, появились на 
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рынке в 2007 году, опередив прогноз на 6 лет. На сегодняшний день коммерчески доступ-
ные ИС с FRAM предлагают 4 компании – Texas Instruments (TI), Cypress Semiconductor, 
Fujitsu Limited и Lapis Semiconductor, при этом наименьшие топологические нормы про-
изводства по-прежнему составляют 130 нм, что связано со сложностью освоения 3D тех-
нологии сегнетоэлектрического конденсатора.

Рис. 2. Перспективные планы ITRS развития технологии FRAM и реальный уровень
 освоения проектных норм основными игроками на рынке FRAM 

(Fujitsu, Lapis, TI, Cypress) [3, 6–10, 46–52].

Основным идеологом развития FRAM технологий и держателем патентов являлась 
фирма Ramtron, которая лицензировала технологию FRAM таким крупным компаниям как 
Texas Instruments, Infineon, Fujitsu, Hitachi, Toshiba, Rohm, Samsung, Asahi Chemical, NEC.

Компания Fujitsu тесно сотрудничала с Ramtron, и в 1999 году на заводе в г. Ивата 
(Япония) выпустила серийные образцы 8-битных FRAM микрочипов по технологии 500 
нм с объемом памяти 64 и 256 кб. В 2001 году компании Fujitsu и Ramtron разработа-
ли 350 нм FRAM техпроцесс, что обеспечило Fujitsu на тот момент лидирующие пози-
ции в данной области. Дальнейшее сотрудничество с Ramtron прекратилось и 180 нм 
FRAM-техпроцесс фирма разрабатывала совместно с Seiko Epson, запуск производства 
предполагался в 2006–2007 гг., однако первые упоминания о старте продаж приходятся 
на 2011 год. В настоящее время Fujitsu предлагает 50 8-битных микрочипов входящих в 
6 семейств ИС с FRAM памятью объёмом от 4 кб до 8 Мб. 

Компания TI начала активную работу в области FRAM в 2001 году после заключения 
соглашения с Ramtron. В 2004 году Ramtron и TI представили прототип 4 Мб FRAM, вы-
полненную по технологии 130 нм, серийное производство кристаллов началось в 2007 
году, значительно опередив, как уже отмечалось выше, планы отрасли. В настоящее вре-
мя фирма TI обладает двумя специализированными фабами DMOS5 и DMOS6 в Далласе 
(США), реализующими 130 нм КМОП процесс с 5-ти уровневой медной металлизацией 
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и изолирующим диэлектриком из фторсиликатного стекла. Компания предлагает 4 се-
мейства из 138 наименований FRAM объемом от 0.5 кб до 256 кб с архитектурой 1Т1С.

В 2012 году компания Cypress Semiconductor поглотила фирму Ramtron с пере-
ходом прав производства на мощностях TI. На сегодняшний день компания Cypress 
Semiconductor занимает лидирующие позиции среди производителей FRAM и предла-
гает 244 наименования ИС объемом от 4 кб до 4 Мб с различной организацией памяти и 
интерфейсами, в том числе с 2017 г. – с архитектурой ЯП 2Т2С.

Lapis Semiconductor, являющаяся дочерней компанией ROHM Semiconductor, за-
нимает особую нишу на рынке микрочипов для смарт-карт, RFID (Radio Frequency 
IDentification) и UHF (ultra high frequency) меток благодаря малому энергопотреблению 
FRAM. Компания производит 10 ИС объемом от 32 кб до 1 Мб с рабочими частотами от 
3.4 до 40 МГц. Отметим, что в группе компаний ROHM разработкой FRAM технологий 
занималась компания Oki Electric Industry, которая совместно с Symetrix разрабатывала 
FRAM память на SBT и анонсировала производство в 2011 году [2]. 

Анализ современного производства FRAM

Анализ современного производственного уровня проводился на примере коммерче-
ски доступных схем различных производителей. Исследование вертикальных сечений 
выполняли методами растровой ионной (РИМ, Quanta 200 3D фирмы FEI) и электрон-
ной (РЭМ) микроскопии (Nova NanoSEM 230 фирмы FEI), просвечивающей растровой 
электронной микроскопии (ПРЭМ) с использованием локального рентгеноспектрально-
го анализа (ЛРСА) – Titan Themis 200 фирмы FEI.

Для исследования конструктивно-технологического строения FRAM памяти компании 
Fujitsu был выбран программируемый микроконтроллер (МК) MB85R4M2T. На рис. 3а 
приведено РЭМ изображение вертикального сечения кристалла в области расположения 
ЯП FRAM, а на рис. 3б – изображение сегнетоэлектрических конденсаторов после удале-
ния вышележащих слоёв проводников и диэлектрика. На них хорошо различимы сегнетоэ-
лектрические конденсаторы (FCap), контактные столбики (plug) от транзисторов и верхних 
обкладок конденсаторов (top electrode) к вышележащим слоям проводников (M1).

а б

Рис. 3. РЭМ изображения вертикального сечения (а) и слоя сегнетоэлектрических 
конденсаторов (б) кристалла МК MB85R4M2T компании Fujitsu в области ЯП FRAM.
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Рис. 4. ПРЭМ изображение структуры (а) и результаты ЛРСА (б) области 
сегнетоэлектрического конденсатора ИС MB85R4M2T компании Fujitsu.

ЯП FRAM выполнены по архитектуре 1Т1С и имеют планарную структуру, в которой 
конденсатор смещен в сторону относительно транзистора и коммутирует с ним через 
первый уровень проводников (М1) (рис. 3а). Подобное расположение элементов соот-
ветствует технологическим процессам с топологическими нормами 500 и 350 нм [7]. Но 
учитывая результаты проведенных исследований (рис. 3), можно утверждать, что данная 
конструкция была распространена на нормы 180 нм, используемые в производстве ИС 
MB85R4M2T. 

На рис. 4 приведены ПРЭМ изображение и результаты ЛРСА с распределением эле-
ментов в области расположения сегнетоэлектрического конденсатора. Нижний электрод 
выполнен в виде сплошной платиновой (Pt) балки с нанесенным на неё слоем PZT. В 
качестве верхней обкладки конденсатора используется слой IrOx, а для диффузионно-ба-
рьерного слоя – оксид алюминия, покрывающий весь конденсатор и препятствующий 
диффузии свинца и водорода.

На рис. 5 приведены РИМ и РЭМ изображения ортогональных вертикальных сечений 
кристалла ИС MSP430FR5988 фирмы TI в области расположения ЯП FRAM, созданных 
по архитектуре 1Т1С с вертикальной конструкцией ячейки. На рис. 6 показаны ПРЭМ 
изображение и результаты ЛРСА, демонстрирующие структуру и размеры сегнетоэлек-
трического конденсатора. Конденсатор имеет многослойную структуру и выполнен в 
форме усеченной пирамиды. Результаты ЛРСА (рис. 6б) соответствуют приведенным в 
литературе данным о его строении [3, 6, 49].

Производство кристаллов ИС с FRAM компании TI основано на стандартной 130 нм 
медной КМОП-технологии, а создание слоя сегнетоэлектрических конденсаторов тре-
бует дополнительного использования двух масок – для создания конденсатора и межу-
ровневых контактов. После создания переходных вольфрамовых (W) контактов от тран-
зисторов на поверхности кристалла создается диффузионно-барьерный слой из TiAlN и 
осаждаются Ir электроды. Далее методом металлорганического химического осаждения 
из газовой фазы создается сегнетоэлектрический слой PZT толщиной 70 нм, позволяю-
щий работать при низких напряжениях и токах переключения [6]. Пленка формируется 
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в поликристаллическом состоянии со столбчатой структурой зерен перовскита размером 
~80 нм. Затем на сегнетоэлектрик осаждаются слои верхнего электрода IrOx/Ir и слой 
TiAlN в качестве барьера и жесткой маски. Для создания нижнего барьера TiAlN, ниж-
него Ir электрода, PZT, верхнего IrOx/Ir электрода и жесткой маски TiAlN используется 
одна литографическая маска. Конечная толщина всей структуры сегнетоэлектрического 
конденсатора составляет 250 нм. Боковые стенки конденсатора покрываются барьерным 
слоем AlOx, препятствующим диффузии водорода в ходе последующих технологических 
операций. Завершающими операциями являются нанесение стоп-слоя SixNу и межслой-
ного SiO2. Дальнейшие операции проводят по стандартной технологии медной (Cu) ме-
таллизации [6, 49, 53]. Технология производства FRAM микрочипов под маркой компа-
нии Cypress не отличается от рассмотренной выше.

а

а

б

б

Рис. 5. РИМ (а) и РЭМ (б) изображения ортогональных вертикальных сечений 
кристалла ИС MSP430FR5988 фирмы TI в области ЯП FRAM 

(cs – поправка измерений на угол наклона образца). 
Si – кремниевая подложка; plug – контактные столбики; 

FCap – сегнетоэлектрические конденсаторы; М1 – М5 – слои проводников.

Рис. 6. ПРЭМ изображение структуры (а) и результаты ЛРСА (б) 
области сегнетоэлектрического конденсатора ИС MSP430FR5988 фирмы TI.
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Рис. 7. РЭМ изображение структуры сегнетоэлектрического конденсатора (а) 
ИС MR45V256A компании Lapis (cs – поправка измерений на угол наклона образца), 

результаты ЛРСА сегнетоэлектрического конденсатора (б).

Для исследования конструктивно-технологического строения FRAM кристаллов 
компании Lapis был выбран программируемый МК MR45V256A. На рис. 7 приведены 
РЭМ и ПРЭМ изображения с результатами ЛРСА, показывающие структуру сегнетоэлек-
трического конденсатора и применяемые материалы.

ИС MR45V256A c FRAM произведена с технологическими нормами 180 нм, ЯП вы-
полнена по архитектуре 1Т1С с вертикальной конструкцией. Сегнетоэлектрические кон-
денсаторы имеют многослойную структуру, схожую со строением конденсаторов произ-
водства TI с характерной формой усеченной пирамиды, свидетельствующей о процессе 
травления с использованием одной маски [54]. В качестве сегнетоэлектрика, как и у боль-
шинства остальных производителей, используется PZT, что опровергает имеющуюся в 
литературе информацию о возможном использовании SBT. В отличие от TI, многослой-
ная структура конденсаторов Lapis включает слои IrxTay и IrxTayOz.

Исследования

С точки зрения современного уровня производства устройств памяти (NAND и DRAM) 
основной проблемой технологии FRAM является большой размер ЯП (>20 F2) [10, 12, 52]. 
Проблема масштабируемости связана с уменьшением токового сигнала (переключаемо-
го заряда) при уменьшении площади сегнетоэлектрического конденсатора. Переход на 
технологические нормы 90 нм и ниже связан с необходимостью использования 3D кон-
струкций ЯП [3, 4, 46, 52, 54–56]. Одним из вариантов может стать технология создания 
щелевых конденсаторов по типу DRAM: в этом случае в слое диэлектрика, расположен-
ного над транзисторными структурами, создаются отверстия (щели), на стенках которого 
послойным нанесением создаётся структура конденсатора с электродами и сегнетоэлек-
триком между ними, как это показано на рис. 8а [52]. На рис. 8б приведено ПРЭМ изо-
бражение щелевого конденсатора диаметром 180 нм с сегнетоэлектрическим слоем PZT 
(60 нм) и обкладками из иридия (20 нм). При данных параметрах конденсатора размер 
FRAM ЯП составит 8 F2 и позволит использовать технологические нормы производства 
90 нм, а при увеличении глубины щели можно добиться минимального значения диа-
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метра конденсатора (~100 нм) и достичь размера ЯП 6 F2 при технологических нормах 
производства 65 нм [52, 55, 56].

Сложностью осаждения тонкого сегнетоэлектрического слоя является не только кон-
формность осаждения, но и обеспечение однородной кристаллической структуры. Так 
MOCVD слоев PZT зачастую приводит к потере столбчатой структуры перовскитных 
зерен на боковых стенках и проблемам роста слоя верхнего Ir электрода на поверхности 
поликристаллической пленки [54]. Интересным вариантом получения высокотекстури-
рованных пленок на 3D рельефе может стать технология гидротермального синтеза, про-
демонстрированная недавно для титаната бария [57].

Однако наибольшим потенциалом скейлинга могут обладать упомянутые выше би-
нарные сегнетоэлектрики на основе оксида гафния. Технология ALD обеспечивает рост 
тонких нанометровых пленок с возможностью осаждения на рельефы с высоким аспект-
ным соотношением, при этом технологии формирования оксидов гафния и циркония уже 
много лет используются в FEOL процессе. 

Müller и др. продемонстрировали возможность формирования 3D конденсаторных 
структур в 1T1C FRAM ячейках путем осаждения 10 нм пленок HfO2, легированных Al, в 
щели с аспектным соотношением 13:1 [58–60] (рис. 8в). Важным обстоятельством явля-
ется также то, что в качестве материала электродов используется хорошо отработанный в 
массовом производстве TiN [60, 61]. Компания IMEC продемонстрировала первые резуль-
таты по созданию вертикально интегрированных структур с пленками HfO2:Al для созда-
ния энергонезависимых массивов c аналогичной NAND архитектурой [62, 63] (рис. 8г).

Совместимость ALD процесса осаждения оксида гафния с FEOL транзисторным 
цик-лом открыла возможность создания 1T ЯП. GlobalFoundries, FMC, NaMLab и 
Fraunhofer продемонстрировали интеграцию сегнетоэлектрического транзистора по 
технологии 28 нм [60, 64, 65].

Несмотря на отличный потенциал к скейлингу и 3D-интеграции, технология создания 
FRAM памяти на основе бинарных сегнетоэлектриков пока находится на стадии иссле-
дований и перспективы ее внедрения зависят от решения вопросов надежного долговре-
менного хранения информации в таких ЯП. Если FRAM на PZT обеспечивает практи-
чески неограниченное число циклов переключений 1016, то переключение поляризации 
в HfO2-сегнетоэлектриках ограничено ~109 циклами [66]. При этом процесс переключе-
ния имеет ряд особенностей, в частности он сопровождается эффектами «пробуждения» 
(wake-up) – увеличения переключаемой поляризации на начальных циклах переключе-
ний, усталости (fatigue) – деградации поляризации при увеличении числа циклов пере-
ключений, «запечатления» (imprint) – наличия «встроенного» поля, не переключаемого 
внешним полем [66–68]. В отличии от PZT, HfO2-сегнетоэлектрики обладают на порядок 
более высоким коэрцитивным полем (~1 МВ/см), поэтому переключение поляризации 
происходит при напряжениях близких к пробивному, что может приводить к его деграда-
ции и пробою [66, 69]. В работе Черниковой и др. [70] продемонстрирована возможность 
увеличения числа циклов до 1011 при легировании HfZrO2 лантаном, однако проблема 
флуктуации переключаемого заряда остается.

Среди возможных причин нестабильности называют существование на границах раз-
дела повышенной концентрации несегнетоэлектрической тетрагональной фазы (пассив-
ный deadlayer, вызывающий перераспределение поля внутри конденсаторной структуры), 
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Рис. 8. 3D конструкции сегнетоэлектрического конденсатора в 1Т1С ЯП FRAM: 

на основе MOCVD PZTслоя – конструкция ЯП (а) и ПРЭМ изображение щелевого конденсатора (б) [52]; 
щелевой конденсатор на основе ALD HfO2:Al (в) [58], 

вертикально интегрированная структура IMEC (г) [62].

неравномерное распределение дефектов и кислородных вакансий, проводимость по гра-
ницам зерен кристаллитов и пр. (см. напр. [68]). 

Вместе с этим продолжаются работы по поиску новых путей интеграции классиче-
ских сегнетоэлектриков. Так, в работе [71] продемонстрирован новый способ кристалли-
зации PZT с использованием подслоя с дефицитом свинца, формирование перовскитных 
зерен с практически единственной текстурой в направлении (111), оптимальном для ЯП 
FRAM. Большой интерес представляют работы по созданию ячеек с 1T архитектурой. 
Так, в работах [72, 73] была продемонстрирована мультибитовая ЯП на основе полевого 
транзистора с квазиэпитаксиальным слоем PZT в качестве подзатворного диэлектрика. 
Авторами был предложен метод обратной кристаллизации: на поверхности кремния фор-
мировали барьерный слой ZrTiO4 толщиной 2 нм, на который наносили аморфный слой 
PZT и верхний Pt электрод, который служил затравкой в процессе кристаллизации сег-
нетоэлектрика. Изменения локальной поляризации обеспечивают различные пороговые 
напряжения, что позволяет хранить до 5 бит информации в одной ЯП. В связи с этим ин-
терес представляют работы группы В.М. Мухортова по возможности осаждения сегнето-
электрических пленок непосредственно на кремниевые подложки при особых режимах 
плазменного разряда в рабочей камере [74, 75].
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Другим активно развивающимся направлением является использование пьезоэлек-
трических свойств сегнетоэлектрика для индуцирования изменения свойств прилежа-
щих слоёв, например, намагниченности или проводимости (см. напр. [76, 77]). Особый 
интерес вызывает проект создания пьезоэлектронного транзистора PET (PiezoElectronic 
Transistor), продвигаемого фирмой IBM и проект создания соответствующих устройств 
пьезоэлектронной памяти PETMEM (Piezoelectronic Transduction Memory Device), выпол-
няемый консорциумом европейских университетов и компаний при участии исследова-
тельских отделов IBM в рамках европейской программы Horizon 2020 [77–82]. Принцип 
действия устройств основан на использовании фазового перехода диэлектрик-металл в 
пьезорезисторе в результате давления, создаваемого пьезоэлектриком. В качестве пье-
зоэлектрика используются сегнетоэлектрические материалы, обладающие наибольшим 
пьезкоэффициентом: PZT или релаксор PMN-PT, в качестве пьезорезистора могут быть 
использованы редкоземельные халькогениды типа моносульфида самария SmS [83], 
сплавы Гейслера типа LiMnAs [84], испытывающие фазовый переход при малых величи-
нах внешнего давления. Расширение пьезоэлектрического слоя приводит к немедленной 
модуляции проводимости канала транзистора (рис. 9а). По оценкам при технологических 
нормах 5 нм PET обеспечит в 20 раз меньшее энергопотребление при напряжении 
VDD = 0.14 В и в 50 раз меньшее – при VDD = 0.1 В по сравнению с FinFET, работающим 
при напряжении 0.8 В [85]. Интеграция PET была продемонстрирована IBM с исполь-
зованием PZT в качестве сегнетоэлектрика и SmSe в качестве пьезорезистора, при этом 
конструкция прибора подразумевает формирование воздушного зазора между ними 
(рис. 9б) [78]. Устройства памяти PETMEN и схемы обработки на PET являются, по мне-
нию IBM, перспективным потенциальным решением в области создания нового поколе-
ния элементной базы с низким энергопотреблением и высоким быстродействием [82].

а б
Рис. 9. Пьезоэлектронный транзистор IBM(а) [81] и пример технологической реализации (б) [78].

PE – пьезоэлектрик, PR – пьезорезистор

В последние годы получили развитие решения на основе интеграции сегнетоэлектри-
ческого слоя и двумерных полупроводников. Первые работы были выполнены с исполь-
зованием органического сегнетоэлектрика и графена [86, 87]. Ясно, что использование 
органических сегнетоэлектриков и методов эксфолиации для осаждения 2D-полупрово-
дника способно продемонстрировать лишь основные физические принципы работы мо-
дельного устройства и достаточно далеки от реальной интеграции. Однако впоследствии 
для создания гетероструктур сегнетоэлектрик/2D-полупроводник были исследованы раз-
личные комбинации неорганических сегнетоэлектриков на основе перовскитов и окси-
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да гафния с использованием графена, черного фосфора (BP), дихалькогенидов металлов 
(см. напр. [88–91]). Примером такого решения является фотоэлектрическая память (с ак-
тивацией считывания облучением), которую рассматривают в качестве элементов опти-
ческих систем, основанная на многослойной конструкции с использованием оксидного 
проводника LaNiO3, выращенного на нем слоя PZT и нескольких монослоев черного фосфора 
(BP, метод эксфолиации) [88]. В работе [89] при создании гетероструктуры HfZrOx/MoS2 для 
формирования наноразмерного слоя дихалькогенида применен CVD метод. 

Интересно отметить, что подобная гетероструктура была использована для успеш-
ной демонстрации эффекта отрицательной емкости (NC-FET) [90]. Это явление активно 
обсуждается в последние годы в качестве возможного преодоления физических ограни-
чений на пути скейлинга транзисторных элементов (так называемая «Больцмановская 
тирания» – ограничение переключения тепловым пределом) [91]. Экспериментальные 
работы по созданию подзатворных структур диэлектрик-сегнетоэлектрик выполнены с ис-
пользованием различных материалов: титаната бария [92], PZT [93, 94], P(VDF-TrFE) [95], 
HfO [65, 96]. Исследование эффекта отрицательной емкости является интересной фи-
зической задачей, однако возможность приборной реализации данного явления остает-
ся предметом дискуссий [91]. 

Как уже отмечалось выше, важным параметром ЗУ является возможность реализации 
мультибитовой ячейки. Примером такой структуры может являться мультибитовая ячей-
ка FRAM на основе PZT с использованием промежуточных слоев CoFeO4 [97]. Отметим 
также совершенно неожиданную идею построения памяти на основе обратимого растре-
скивания в MnPt/PMN-PT гетероструктурах [98]. Эффект многоуровневого энергонезави-
симого хранения информации позволяет рассматривать сегнетоэлектрические материалы 
в качестве кандидатов для создания синаптических элементов искусственных нейронных 
сетей [99]. Согласно известной модели переключения Ishibashi [100], приложение импуль-
са с длительностью меньшей, чем время полного переключения домена, приводит к его 
частичному переключению. Основываясь на этом факте, Ishiwara исследовал процессы ча-
стичного переключения PZT в терминах адаптивного машинного обучения [101]. В насто-
ящее время продемонстрирована реализация синаптических элементов с использованием 
как однобитовых элементов памяти, так и многобитовых ячеек на основе конденсаторных 
или транзисторных FRAM структур (см. напр. [102–104]). При этом показана возмож-
ность реализации процессов, регулирующих степень соединения, основываясь на отно-
сительной синхронизации выходных и входных потенциалов конкретного нейрона (STDP 
– spiketiming-dependent plasticity – биологический процесс, который регулирует силу свя-
зей между нейронами в мозге) [105]. Однако, как и в случае традиционных FRAM-приме-
нений, существующие в настоящее время ограничения связаны с проблемами трехмерной 
интеграции сегнетоэлектрических элементов при надежном хранении информации. 

Помимо отмеченных выше потенциальных решений в области устройств памяти 
на сегнетоэлектриках, которые могут явиться магистральными для IT–индустрии, су-
ществует множество нишевых применений для решения определенного класса задач. В 
данной статье мы не рассматривали другие известные области применения интегриро-
ванных сегнетоэлектриков, такие как пьезоэлектрические МЭМС, устройства энергосбе-
режения, пироприемники, фазовращатели, фильтры и другие устройства СВЧ диапазона, 
оптоэлектронные устройства, и многие другие, в основе которых лежит многообразие 
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нелинейных свойств этих материалов [3, 22, 23]. Так или иначе, активные диэлектрики 
все еще продолжают искать пути интеграции с технологиями микро- и наноэлектроники.

Заключение

Сегнетоэлектрическая память FRAM использует зарядовый принцип записи, что 
обеспечивает высокую энергоэффективность, наряду с энергонезависимостью, высоки-
ми скоростями, большим числом циклов перезаписи (1012–1015), длительным временем 
хранения (~10 лет), а также стойкостью к воздействию специальных факторов. Однако 
обладая высоким потенциалом, сегнетоэлектрическая память все еще не заняла значи-
тельной доли рынка энергонезависимых запоминающих устройств в связи с проблемами 
достижения высоких уровней интеграции. 

На сегодняшний день коммерчески доступные FRAM микрочипы предлагают ком-
пании Texas Instruments, Cypress Semiconductor, Fujitsu Limited и Lapis Semiconductor. 
При этом компания Cypress производит свои FRAM на мощностях Texas Instruments, 
что подтверждается анализом литературы и конструктивно-технологического строения 
ИС данных производителей. ЯП FRAM всех производителей выполнены по архитекту-
ре 1Т1С, при этом Futjitsu использует конструкцию с планарным расположением сегне-
тоэлектрического конденсатора, а остальные производители реализуют более прогрес-
сивную вертикальную структуру. Сам конденсатор представляет из себя многослойную 
структуру, в которой используется сегнетоэлектрический слой на основе PZT с толщиной 
около 70 нм, а электроды выполнены из IrOx/Ir или Pt (нижний электрод у ИС Fujitsu). 
Передовым технологическим процессом производства FRAM устройств пока остается 
130 нм КМОП процесс с пятиуровневой медной металлизацией, используемый на фабах 
Texas Instruments.

Для увеличения степени интеграции необходимо использование 3D–конструкций 
сегнетоэлектрического конденсатора. Большой потенциальный интерес представля-
ют решения на основе бинарных сегнетоэлектриков в связи с возможностью осажде-
ния сверхтонких слоев на рельефы с высоким аспектным соотношением методом ALD. 
Первые результаты по созданию вертикально интегрированных структур с пленками 
HfO2:Al для создания энергонезависимых NAND массивов продемонстрированы IMEC, 
а GlobalFoundries использовала конструкцию, в которой сегнетоэлектрик является под-
затворным диэлектриком. Несмотря на хороший потенциал к скейлингу, технология соз-
дания FRAM памяти на основе оксида гафния пока не коммерциализирована в связи с 
нерешенными проблемами надежного хранения информации.

Среди новых направлений интеграции классических сегнетоэлектрических перов-
скитов необходимо отметить работы по созданию мультибитовой ЯП на основе полевого 
транзистора с квазиэпитаксиальным слоем PZT в качестве подзатворного диэлектрика, 
а также проект IBM по созданию пьезоэлектронного транзистора PET и устройств пье-
зоэлектронной памяти PETMEM, в которых пьезоэлектрик оказывает давление на ка-
нал транзистора, выполненного из материала, испытывающего фазовый переход диэлек-
трикметалл. Такое решение позволило бы повысить энергоэффективность до 50 раз по 
сравнению с 5 нм FinFET технологией. Реализация устройств памяти PETMEN и схем 
обработки на PET является потенциальным решением по созданию новой элементной 
базы с низким энергопотреблением и высоким быстродействием.
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Среди поисковых работ, которые могли бы обеспечить прорывные FEOL-решения в 
эпоху пост-Мура, следует отметить работы по интеграции сегнетоэлектриков и двумер-
ных полупроводников, а также исследование эффекта отрицательной емкости. Ячейки 
сегнетоэлектрических ЗУ могут быть использованы для создания синаптических элемен-
тов искусственных нейронных сетей, однако для этого предстоит преодолеть существую-
щие ограничения их трехмерной интеграции и надежного хранения информации.

Так или иначе, прогресс в области исследований новых материалов и конструкций 
покажет, способна ли сегнетоэлектрическая память стать той универсальной памятью, 
поиск которой активно ведет IT–индустрия, стремящаяся преодолеть существующий ба-
рьер, обусловленный различиями в производительности быстрого процессора и относи-
тельно медленной памяти.
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Методы эффективной среды как оптимальные 
методы моделирования физических свойств 

наноструктур
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1МИРЭА – Российский технологический университет, Москва 119454, Россия
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В работе рассматриваются различные методы эффективной среды в качестве 
инструмента для исследования как оптических, так и магнитооптических свойств 
разных наноструктур, в первую очередь магнитных. В явном виде были получе-
ны формулы для нахождения диагональных и недиагональных компонент тензора 
диэлектрической проницаемости для всех основных приближений эффективной 
среды. Данные формулы справедливы как для нанокомпозитов, так и для грану-
лированных сплавов. Обсуждается возможность прогнозирования различных оп-
тических и магнитооптических свойств подобных структур на примере экватори-
ального эффекта Керра, как перспективного бесконтактного метода исследования 
наноструктур для ферромагнитного нанокомпозита (CoFeZr)x(MgF2)100-x. Обсужда-
ется возможное применение полученных формул. Различные методы эффектив-
ной среды открывают перспективы изучать наноструктуры в широкой области 
значений концентрации металлической (магнитной) компоненты X. В работе от-
мечается и обсуждается вклад различных механизмов, влияющих на физические 
свойства подобных структур, особенно в ИК области спектра, где наиболее ярко 
проявляется квазиклассический размерный эффект. Одним из таких вкладов мо-
жет служить учёт форм-фактора частиц нанокомпозита и средний размер частиц. 
В рамках модели Друде-Лоренца анализируется вклад квазиклассического размер-
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ного эффекта в диагональные и недиагональные компоненты тензора диэлектри-
ческой проницаемости структуры. Решаемая в этой работе задача актуальна, так 
как в магнитных наноструктурах наблюдаются интересные и важные эффекты, 
такие как: эффект Керра, аномальное поглощение, гигантское магнетосопротив-
ление, туннельное магнетосопротивление и многие другие. Эти эффекты играют 
важную роль в устройствах современной электроники, что делает данную работу 
особенно актуальной.

Ключевые слова: нанокомпозиты, гранулированные сплавы, методы эффектив-
ной среды, квазиклассическое приближение, экваториальный эффект Керра, тензор 
диэлектрической проницаемости.

Для цитирования: Юрасов А.Н., Яшин М.М. Методы эффективной среды как оптимальные методы 
моделирования физических свойств наноструктур. Российский технологический журнал. 2020;8(5):68-77. 
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Methods of effective media as optimal methods 
for modeling the physical properties of nanostructures
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This paper considers various methods of effective media as a tool for studying both 
optical and magneto-optical properties of various nanostructures, primarily magnetic 
nanostructures. Formulas for finding diagonal and non-diagonal components of the 
permittivity tensor for all basic approximations of the effective medium were obtained 
explicitly. These formulas are valid for both nanocomposites and granular alloys. 
The possibility of predicting various optical and magneto-optical properties of such 
structures is discussed using the example of the transverse Kerr effect as a promising 
non-contact method for studying nanostructures for a ferromagnetic nanocomposite 
(CoFeZr)x(MgF2)100-x. A possible application of the obtained formulas is discussed. Various 
methods of effective media make it possible to study nanostructures in a wide range of 
values of the concentration of the metal (magnetic) component Х. The paper notes and 
discusses the contribution of various mechanisms that affect the physical properties of 
such structures, especially in the IR region of the spectrum, where the quasi-classical 
dimensional effect is most pronounced. The form factor of nanocomposite particles 
and the average particle size are such contributions that can be taken into account. The 
contribution of the quasi-classical dimensional effect to the diagonal and non-diagonal 
components of the structure's permittivity tensor is analyzed within the framework 
of the Drude-Lorentz model. The problem being solved in this work is relevant, since 
interesting and important effects are observed in magnetic nanostructures, such as the 
Kerr effect, anomalous absorption, giant magnetoresistance, tunnel magnetoresistance, 
and many others. These effects play an important role in modern electronic devices, 
which makes this work particularly relevant. 
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Введение

В настоящее время в электронике и наноэлектронике актуальными являются иссле-
дования в области наноразмерных структур [1–3]. Двумя важными примерами та-

ких перспективных структур являются гранулированные сплавы (металлические грану-
лы помещены в металлическую матрицу) и нанокомпозиты (металлическая компонента 
помещена в полупроводниковую или диэлектрическую матрицу). Наибольший интерес 
представляют структуры со слабо магнитной матрицей (диамагнетики или парамагне-
тики), в которую помещены магнитные (ферромагнетики) гранулы с заданной концен-
трацией Х, так как они могут иметь интересные и важные приложения [4]. Необходимо 
отметить, что рассматриваемые в этой работе подходы являются общими для любых по-
добных структур. В наноструктурах наблюдаются различные оптические и магнитоопти-
ческие эффекты, например, такие как эффект Керра, аномальное поглощение, гигантское 
магнетосопротивление, туннельное магнетосопротивление и др. Эти эффекты играют 
важную роль в устройствах современной электроники, что делает данную работу осо-
бенно актуальной [5, 6].

Расчётная часть

Для описания оптических, электронных и магнитных свойств наноструктур удобно 
использовать теорию эффективной среды. Данная теория сводится к тому, что среда с 
диэлектрической проницаемостью заменяется эффективной средой с диэлектрической 
проницаемостью εeff ,  которая характеризует эту среду в целом. Исходя из этого, для 
получения уравнений эффективной среды воспользуемся уравнением непрерывности из 
теории электромагнетизма [7, 8]:

                                           (1)

Тогда для сферических частиц справедливо выражение:
 

 
 

где I – сила электрического тока; j – плотность тока, S – площадь поверхности сферы; Ein и 
Eout – напряженность электрического поля внутри и вне сферы соответственно;  – вектор по-
ляризации; σi – удельная проводимость i-ой компоненты и σeff  – эффективная проводимость.
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При этом важно отметить, что в приближении среднего поля (эффективной среды) 
средняя поляризация равна нулю .

Таким образом, 

 

где  
Следовательно,

 

Отметим, что для диэлектрической проницаемости можно написать аналогичное со-
отношение:

                                               (2)

где  

Полученное выражение справедливо при средних значениях концентраций (0.3 ≤ X ≥ 0.7), 
данное приближение было названо приближением Бруггемана (EMA), при этом εeff ≡ εEMA  
Таким образом, данное уравнение можно привести к квадратному:

 

решая которое, получаем: 

                      (3)

Рассматривая диэлектрическую проницаемость в виде  получаем однознач-
ный выбор корня уравнения (3), с учётом того, что  где n – индекс рефрак-
ции, k – индекс экстинкции. 

Всё вышеизложенное решение справедливо для сферических частиц. Аналогично 
можно рассмотреть эллипсоидальные частицы. В этом случае формула для эффективной 
диэлектрической проницаемости в приближении Бруггемана имеет вид:

                             (4)

где Lj – форм-фактор (мера эллиптичности частиц). По аналогии с предыдущими вычис-
лениями (2)–(3), получаем новое квадратное уравнение:
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решением которого является:

     (5)

Далее рассмотрим случай, когда X → 0 (т.е. концентрация мала). При этом выражение 
(2) будет иметь вид:

                                                          (6)

Полученное выражение названо приближением Максвелла-Гарнетта (МГ), которое 
справедливо для относительно низкой концентрации металлических частиц в объёме на-
нокомпозита, при этом εeff = εMG. В явном виде:

                                         (7)

Тогда для эллипсоидальных частиц (6) принимает вид [24]:

                                           (8)

в явном виде εMG выражается следующим образом:

                                                 (9)

Формулы (2) и (8) способны описывать различные свойства наноструктур лишь в 
определенном диапазоне значений Х: (2) – в диапазоне 0.3 < Х < 0.7, а (8) – при Х ≤ 0.2. 
Важной задачей в исследовании нанокомпозитов является изучение перколяционного 
перехода [9, 10], который наблюдается при такой концентрации Х, при которой в нано-
композите происходит переход: «диэлектрик (полупроводник) → металл». Для описа-
ния оптических и электрических свойств в широком диапазоне концентраций магнитной 
компоненты используют симметризованное приближение Максвелла-Гарнетта (СМГ), 
опирающееся на вероятностную модель. При этом в данном приближении возможны два 
типа эллипсоидальных частиц (рис. 1). 

Тогда, полагая вместо объемной концентрации вероятностные характеристики εeff ≡ εPS, 
получаем:

 

и для диэлектрической проницаемости:
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                           (10)

где pА и pБ – вероятности присутствия частиц типа (А) и типа (Б) [11]: 

 

Аналогично с учётом форм-фактора частиц Lj для двух типов частиц имеем:

                 (11)

и полученное уравнение преобразуется в квадратное:

                                                        (12)

При этом

 

В общем случае с учётом анизотропии диэлектрическая проницаемость является тен-
зорной величиной. Тензор диэлектрической проницаемости (ТДП) эффективной среды 
представляется в виде:

 

 

Рис. 1. Виды (А и Б) эллипсоидальных металлических (1) частиц и неметаллических 
частиц (0) при описании нанокомпозитов в рамках теории эффективной среды.
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Выше мы определили диагональные компоненты ТДП, которые отвечают за оптиче-
ские и электрические свойства среды. Аналогично предыдущим вычислениям, недиаго-
нальные компоненты γ ТДП, которые отвечают за магнитооптические свойства, опреде-
ляются как:

  (13) 

                                      (14)

  (15)

Таким образом, в рамках различных методов эффективной среды были рассмотре-
ны и получены в явном виде выражения для компонент тензора диэлектрической про-
ницаемости, отвечающие за оптические и магнитооптические свойства наноструктур 
в приближениях МГ, Бруггемана и СМГ. Стоит отметить, что все вышеперечисленные 
методы эффективной среды хорошо работают для широкого класса наноструктур – это 
и нанокомпозиты, и гранулированные сплавы. Часто важно учитывать размеры частиц. 
Это удобно сделать в рамках модели Друде-Лоренца. Тогда вклад квазиклассического 
размерного эффекта в диагональные и недиагональные компоненты ТДП определяется 
как [12, 13]:

                                        (16)

                           (17)

Таким образом, с использованием полученных формул (5)–(17) возможно описывать 
различные свойства нанокомпозитных структур в широкой области значений концентра-
ции металлической компоненты Х с учётом размера частиц. 

Проиллюстрируем результат для экваториального эффекта Керра (ЭЭК). В качестве 
исследуемого нанокомпозита был выбран (CoFeZr)x(MgF2)100-x. Для различных методов 
эффективной среды с использованием полученных ранее выражений для данного нано-
композита были построены модельные спектральные зависимости ЭЭК (рис. 2) по сле-
дующим формулам:

                                       (18)
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где φ – угол падения света,   – 
диагональные и недиагональные компоненты тензора диэлектрической проницаемости, 
соответственно. 

Расчёты проводились с учётом размерного эффекта по формулам (5)–(18). Величина 
объёмной концентрации была взята выше (Х = 0.47) и ниже (Х = 0.2) порога перколяции, 
который составляет X = 0.4. Были получены спектральные зависимости ЭЭК с использо-
ванием всех рассмотренных нами приближений (рис. 2). При этом полагалось Li = 0.33, а 
средний размер частиц в каждом случае составлял 2 нм, что соответствует литературным 
данным [10]. Стоит отметить, что лучшее согласие достигается с [10] с помощью при-
ближения СМГ, как при Х = 0.47, так и при Х = 0.2. Данное наблюдение и качественное 
сравнение модельных кривых с экспериментальными данными планируется обсудить в 
наших следующих работах. Полученные результаты открывают возможность прогнози-
ровать различные оптические и магнитооптические свойства в разных наноструктурах.

Рис. 2. Модельные спектральные зависимости экваториального эффекта Керра 
для нанокомпозитов (Co45Fe45Zr10)x(MgF2)100-x при различной концентрации Х: 

выше (пунктирные линии – точки) и ниже (штриховые линии) порога перколяции 
(при Х = 0.47 – звездочки (приближение ЕМА), треугольники (приближение СМГ); 

при Х = 0.2 – кружки (приближение МГ) и квадратики (приближение СМГ).

Заключение

В данной работе в явном виде были получены формулы для нахождения диагональ-
ных и недиагональных компонент тензора диэлектрической проницаемости в рамках 
различных приближений эффективной среды. Данные формулы справедливы как для 
нанокомпозитных структур, так и для гранулированных сплавов. При этом открывает-
ся возможность прогнозирования различных оптических и магнитооптических свойств 
подобных структур в зависимости от концентрации компонент и размеров частиц нано-
композита. Полученные формулы могут применяться в широкой области значений кон-
центрации магнитной компоненты Х, что важно для поиска перспективных материалов в 
современной электронике. Планируется сравнить экспериментальные данные с полученными 
модельными расчётами экваториального эффекта Керра, представленными на рис. 2, что яв-
ляется, несомненно, важным для изучения материалов с заданными свойствами. Таким 
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образом, полученные в работе результаты представляют как фундаментальный, так и 
практический интерес в широкой области применения [14, 15].
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Статья посвящена исследованию работы уплотнений неподвижных соединений. Рас-
смотрены механизмы возникновения утечки при разных значениях шероховатости и дав-
ления на поверхностях стыка с учетом реальной площади контакта. Проведена оценка 
деформаций и усилий в зоне контакта с учетом профиля поверхностей, предельных откло-
нений формы и расположения поверхностей, а также физико-механических свойств ма-
териалов герметизируемого стыка. Получены теоретические зависимости, позволяющие 
оценить герметичность неподвижного соединения в зависимости от основных параме-
тров уплотнения – шероховатости и погрешностей изготовления, а также расположения 
поверхностей стыка, их физико-механических свойств, характеристик герметизируемой 
жидкости, в том числе, внешнего перепада давления, и номинального давления в стыке. 
Применен новый закон распределения плотности вероятности для более адекватного 
описания рассматриваемых граничных условий. Проведена вероятностная оценка пло-
щади контакта и величины сближения поверхностей уплотнения с учетом физико-ме-
ханических свойств материала. Для оценки фактической площади контакта и величины 
относительного смещения поверхностей получены инженерные зависимости. Проведено 
моделирование процесса возникновения утечки в зависимости от указанных условий. По-
казано, что полная герметичность жестких стыков недостаточна даже при низкой шеро-
ховатости, обеспечиваемой финишными способами обработки, и отсутствии отклонений 
формы поверхностей стыка. Проведенное сравнение экспериментальных данных с полу-
ченными теоретическими результатами показало, что предложенные инженерные зави-
симости обеспечивают хорошее совпадение с опытными данными.
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The article is devoted to the study of the seals of fixed joints.  The mechanisms of leakage 
occurrence at different values of roughness and pressure on the joint surfaces are considered 
taking into account the real contact area. The estimation of deformations and forces in the contact 
zone was carried out taking into account the profile of surfaces, limit deviations of shape and 
location of surfaces, as well as physical and mechanical properties of materials of the sealed joint. 
The obtained theoretical dependence allows to evaluate the tightness of the fixed connection 
depending on the main parameters of the seal roughness, manufacturing errors and the location 
of the interfaces, their physical and mechanical properties and characteristics of sealed liquid, 
including differential pressure and the nominal pressure in the joint. A new law of probability 
density distribution is proposed, which more adequately describes the considered boundary 
conditions of the experiment. Relations for the probabilistic evaluation of the contact area and 
surface deformations taking into account the characteristics of the material are obtained. Simple 
engineering relations for the estimation of probability of contact of the projections and offset 
surfaces for the two profiles are obtained. The simulation of the process of leakage depending on 
these conditions is carried out. It is shown that the complete tightness of rigid joints is insufficient 
even with low roughness provided by the finishing methods of processing and in the absence 
of deviations in the shape of the joint surfaces. The comparison of experimental data with the 
obtained theoretical results showed that the proposed engineering dependences provide a good 
match with the experimental data.

Keywords: modeling, tightness, fixed connection, leakage, roughness, pressure.
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Проблема герметизации подвижных и неподвижных соединений деталей машин 
является крайне актуальной для всех отраслей техники, в которых присутствуют 

жидкие или газообразные фракции. Это и гидравлические машины, и подводные и надво-
дные корабли, и химические и космические аппараты. Несмотря на общие задачи, только 
в недавнее время начала формироваться наука, изучающая механизмы возникновения 
и предотвращения утечек – герметология. Например, почти до конца ХХ века ученые и 
практики не могли объяснить механизм попадания загрязнений внутрь шпиндельного 
узла станка при отсутствии перепада давления на уплотнении, как в статике, так и в ди-
намике [1, 2].

Исследованию процессов герметизации посвящено большое количество экспери-
ментальных и теоретических работ, однако большинство из них связано с уплотнениями 
вращательного или поступательного движения [3–5]. При этом вопросы герметизации 
неподвижных соединений изучены недостаточно. 
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В качестве теоретической базы для описания рабочего процесса обычно принимают 
работы Дарси, Жуковского и других исследователей. Однако, в большей степени рассма-
триваемые проблемы относятся к теории фильтрации грунтовых вод, движению газа и 
нефти в пористой среде и т.п. [6].

Существенную роль в процессах герметизации уплотнений неподвижных соедине-
ний играет фактическая площадь контакта, которая существенно отличается от номи-
нальной (до нескольких порядков) [7]. Трудности решения данной задачи определяются 
также наличием упругих и пластических деформаций, неравномерным распределением 
материала по высоте шероховатого слоя, температурой в зоне контакта и другими слу-
чайными факторами [8]. Этим объясняется тот факт, что наиболее часто в большинстве 
работ учитывают только наиболее высокие выступы, а не весь спектр профиля поверхно-
сти, что существенно снижает достоверность полученных результатов.

Для оценки степени герметичности применяют разные методики, например, метод 
электрогидравлической аналогии (ЭГДА) [9]. Однако данный метод не дает точной кар-
тины течения вследствие того, что в сечениях рассматриваются, как правило, осреднен-
ные скорости. В отличие от течения жидкости или газа в трубопроводе, ток принимают 
постоянным по всему сечению проводника, что может внести существенную погреш-
ность вычислений. Метод ЭГДА не учитывает также местные потери, например, при пе-
реходе от меньшего сечения к большему, повороты трубопровода и т.п. 

Для описания течения жидкой среды в неподвижном стыке воспользуемся тео-
рией Козени-Кармана (J. Kozeny, P.C. Carman), согласно которой рассматриваемая 
среда имеет пористую структуру и представляет собой набор капиллярных трубок 
равной длины и произвольного сечения [10]. Такой метод позволяет провести ана-
литические исследования герметичности реальной герметичности устройства путем 
использования апробированных соотношений из механики жидкости. Так как ско-
рости течения жидкости при фильтрации обычно невелики, следует предположить, 
что режим течения в стыке будет ламинарным. В этом случае для получения модели 
можно воспользоваться системой уравнений Навье – Стокса для вязких сред, за-
висимостями Бернулли или Дарси. Нетрудно показать, что для принятого набора 
капиллярных трубок и условий работы (пьезометрические высоты пренебрежимо 
малы по сравнению с пьезометрическим напором на уплотнении, местные потери на 
несколько порядков меньше потерь по длине) полученное решение не будет зависеть 
от первоначального выбора системы уравнений. Для принятых условий выражение 
для утечки (в системе СИ) можно представить (без учета эффектов облитерации, по-
верхностного натяжения и упругопластичных свойств жидкости) в следующем виде:

                                          (1)

где Q – величина утечки через уплотнение; Δр – перепад давления на уплотнении; ρ – 
плотность жидкости; ν – кинематический коэффициент вязкости; l – длина капиллярных 
трубок;  – гидравлический диаметр щелевого зазора; FK – площадь капил-
лярной трубки; PS – смоченный периметр.
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Уравнение 1 может быть использовано для сечений произвольной формы (круглой, 
прямоугольной, овальной, треугольной и т.д.).

В рассматриваемом случае сечения стыкуемых поверхностей образуются как сово-
купность микронеровностей, которые могут быть описаны эквивалентным параметром 
шероховатости, называемым высотой неровностей профиля по десяти точкам RZ. В пред-
положении, что микронеровности имеют треугольную форму, из уравнения (1), с учетом 
дополнительных отклонений зазора вследствие технологических погрешностей изготов-
ления и расположения (монтажа) поверхностей, получаем выражение для оценки герме-
тичности стыка:

                                          (2)

где k – коэффициент извилистости; L – длина щели уплотнения; RZ – высота неровностей 
профиля по десяти точкам; hT – технологическая погрешность изготовления поверхно-
стей стыка; hS – погрешность расположения поверхностей стыка; δ – относительное сме-
щение поверхностей под действием усилия сжатия.

Полученное уравнение показывает, что величина утечки пропорциональна прило-
женному к уплотнению перепаду давления, обратно пропорциональна вязкости жидко-
сти, а также длине и извилистости щели уплотнения. При этом герметичность уплотне-
ния существенно зависит от шероховатости и погрешности поверхностей, а также от их 
смещения под действием силы сжатия, приложенной к контактирующей паре.

Так как в общем виде задача не имеет решения, для оценки величины смещения по-
верхностей контакта необходимо сделать ряд дополнительных допущений. Примем, что 
отклонения сопрягаемых профилей относительно базовой линии BL как в направлении 
выступов yв, так и в направлении впадин yн близко к нормальному закону распределения 
(рис. 1).

Рис. 1. Профили поверхностей уплотнения.

Применительно к поверхностям 1, 2 для нормального закона распределения будут 
справедливы следующие выражения, описывающие распределение плотностей вероят-
ности:

                             (3)
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где f1(z), f2(z)  – плотности распределения вероятности для первой и второй поверхностей, 
соответственно; σ – средняя квадратическая ошибка; z = y/ymax – относительное отклоне-
ние профиля; y – текущее отклонение профиля относительно базовой линии; ymax  – мак-
симальные значения отклонения профиля относительно базовой линии; z0 = y0/ymax  – от-
носительное расстояние между базовыми линиями двух поверхностей; y0 – расстояние 
между базовыми линиями двух поверхностей.  

Для оценки деформаций и усилий в зоне контакта воспользуемся соотношени-
ями [11]. В качестве допущения примем, что контакт осуществляется по полусфериче-
ским поверхностям радиуса R

                 (4)

где pср – среднее давление на площадке контакта; p0 – давление в центре площадки кон-
такта; F – сила сжатия, приложенная к контактирующей паре; E – приведенный модуль 
упругости материала уплотнения; R – приведенный радиус, δ – суммарное сближение 
поверхностей.

Так как деформации и усилия в зоне контакта могут быть весьма велики, необходимо 
оценить условия прочности. Опасные напряжения возникают как на поверхности, так и 
внутри материала. Расчетные напряжения для этих случаев [11]

                                                      (5)

где σp1 – расчетные напряжения в опасной точке на поверхности контактирующих мате-
риалов; σp2 – расчетные напряжения в опасной точке внутри материала.

Из выражений (5) следует, что более опасными являются напряжения не на поверх-
ности, а внутри материала. Очевидно, что средние (pср) и максимальные давления (дав-
ления в центре площадки р0) на разных площадках контакта будут неодинаковыми. При 
этом по мере сближения полусфер контактные давления (средние и максимальные) будут 
возрастать. Предельным случаем будет максимальное давление, соответствующее преде-
лу текучести материала. С учетом связи опасных напряжений в материале контактиру-
ющих полусфер с величиной максимального давления на площадке контакта σр = 0.6р0,  
получаем выражение для предельного случая σТ = 0.6р0max откуда следует

                                                         (6)

Таким образом, область изменения давлений в центре площадки контакта ограниче-
на нижним и верхним пределами. Нижний предел – нулевое давление (так как отрица-
тельные давления при сжатии материала отсутствуют). Верхний предел, как следует из 
выражения (6), обусловлен пределом текучести материала и также является конечной 
величиной. 

В отличие от распределения величины зазора в уплотнении, давления на площадках 
контакта имеют, таким образом, четкие границы (нижний и верхний пределы), что об-
уславливает применение закона равномерного, а не нормального распределения. Плот-
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ность распределения вероятности давлений в центре площадки (с учетом нормирования) 
в этом случае описывается, как

                                          (7)

где φ(р0) – плотность распределения вероятностей изменения давления в центре площа-
док контакта.

Совместное решение уравнений (4), и (7) позволяет получить зависимость давления 
в центре площадки контакта от величины сближения поверхностей 

                                           (8)

 

Математическое ожидание давления в центре по всем площадкам контакта с учетом (8):

 

откуда получаем приближенное соотношение

                                                     (9)

где < p0 > – математическое ожидание давления в центре по всем площадкам контакта. 
Приближенное выражение для ожидаемого среднего давления на всех площадках 

контакта следует из (4) и (9)

                                        (10)

Зная среднее значение давления на площадках контакта, можно найти выражение для 
суммарной силы, приложенной ко всем поверхностям 

                                         (11)

где pн – номинальное давление; Sн – номинальная площадь поверхности; SK – проекция 
суммарной площади контакта; PK – вероятность контакта поверхностей рассматривае-
мых профилей.

Вероятность контакта поверхностей рассматриваемых профилей определим на основе 
вероятностей выхода профилей за общую границу по теореме о независимых событиях:
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где P1, P2 – вероятность выхода выступов профиля за установленную границу для первой 
и второй поверхностей, соответственно.

Пусть поверхности прижимаются друг к другу под действием приложенной к об-
разцам силы, действующей на номинальную площадь. В этом случае из выражения (11) 
следует

                                                       (12)

Полученное выражение (12) позволяет рассчитать связь силовых факторов и дефор-
маций контактирующих поверхностей.

Найдем площадь соприкосновения поверхностей для случая первоначального кон-
такта, когда поверхности соприкасаются по верхним границам выступов, то есть при 
условии 

 

Вероятность выхода выступов профиля за установленную границу z0/2 (то есть вы-
полнение условия для обеих поверхностей одинаково и может быть рассчитана путем 
интегрирования выражений (3) в пределах от верхней границы до бесконечности, либо 
по табличным значениям интеграла вероятности 

                                            (13)

где P(z) – вероятность выхода выступов профиля за установленную границу; t = z/σ. 
Заданной границе с 98%-ой доверительной вероятностью соответствует табличное 

значение аргумента интеграла вероятности t = 2.327. Для границы участка z = 1 значение 
средней квадратической ошибки будет составлять 

Таким образом, получаем:

  

Данное выражение показывает, что при нормальном законе распределения погреш-
ности 1.0% выступов профиля поверхности могут иметь высоту, превышающую макси-
мальное значение ymax 

Вероятность контакта поверхностей рассматриваемых профилей определим на основе 
вероятностей выхода профилей за общую границу по теореме о независимых событиях:

 

Таким образом, площадь первоначального контакта двух поверхностей, располо-
женных друг относительно друга на расстоянии максимальных выступов, ожидается на 
уровне 10-2% от полной проекции площади поверхности. Это приводит к тому, что рас-
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четная величина давления на поверхностях, выполненных, например, из Стали 50С2 (для 
которой предел текучести σT = 1200 МПа), должна равняться

 

Для этих начальных условий силы, приложенные к герметизируемым поверхностям 
(имеющим номинальную площадь поверхности контакта SH = 0.1 м2) теоретически могут 
быть весьма существенными

  

Здесь наблюдается явное противоречие, так как при первоначальном соприкоснове-
нии поверхностей (при отсутствии сжимающих напряжений) сила в уплотнении должна 
быть равна нулю.  

Это противоречие можно объяснить следующим образом.
Дело в том, что при нормальном законе распределения профиль всегда может иметь 

отклонение, большее чем ymax. Это приводит к тому, что величина давления при началь-
ных условиях контакта (z = 1) теоретически больше нуля. Однако, при начальных услови-
ях точка первоначального контакта всегда соответствует условию z = 1, при котором сила 
равна нулю, что также следует из выражений (4) и (7).

Для того чтобы устранить это противоречие, найдем новый закон распределения ве-
роятности, лишенный этого недостатка. В качестве граничных условий рассмотрим сле-
дующие соотношения:

  

Условие нормирования вероятности

 

Данным условиям соответствуют:
– плотность распределения

                                             (14)

– интеграл вероятности

                                                    (15)

При относительном смещении поверхностей на величину δ вероятность контакта 
участков поверхности рассчитывается как

                                       (16)

где 
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Таким образом, решая систему уравнений (12), (15) и (16), можно получить искомые 
величины площади контакта SK и смещения поверхностей δ. Для удобства вычислений 
в системе Matlab-Simulink разработана программа, позволяющая провести расчет при 
различных законах распределения плотности вероятностей.

Для расчета в качестве исходных данных возьмем данные из работы [7] (табл. 1).

Таблица 1. Исходные данные для расчета

Наименование Обозначение Величина

Номинальное давление, МПа pн 1

Номинальная площадь поверхностей, мм2 Sн 100

Высота выступов, мкм ymax 0.5

Материал образцов марка стали сталь

Так как марка стали в примере не указана, то рассмотрим два граничных варианта: 
Сталь 5 и Сталь 60. Для этих марок сталей при отсутствии дополнительной термообра-
ботки (закалки) пределы текучести материалов составляют σT = 270 ... 350 МПа [11].

Расчеты относительного сближения поверхностей для принятых марок стали при-
менительно к нормальному закону распределения плотности вероятности показывают 
ошибку – расчетная величина начального сближения получается меньше нуля, что не 
соответствует условиям эксперимента, так как отрицательные значения сближения соот-
ветствуют гарантированному зазору между поверхностями. В рассматриваемых же ус-
ловиях при отсутствии нагрузки имеет место первоначальный контакт поверхностей, то 
есть величина первоначального сближения всегда равна нулю.  

В предлагаемой методике данное противоречие отсутствует.
Расчет с использованием распределения (14, 15), близкого к нормальному, дает для 

Сталей 5 … 60 следующие значения (табл. 2).

Таблица 2. Результаты сравнительного расчета

Наименование Обозначение Расчет по 
методике [7]

Расчет по предлагаемой 
методике

Сталь 5 Сталь 60
Величина сближения поверхностей, мкм δ 0.177 0.190 0.170

Вероятность контакта PK – 0.0074 0.0054

Площадь контакта, мм2 SK 0.079 0.740 0.540

Из табл. 2 следует, что расчеты величин сближения поверхностей по обеим методи-
кам дают близкие результаты. Однако площадь фактического контакта, рассчитанная по 
методике, описанной в работе [7], оказывается меньше в 7–9 раз.

Оценим достоверность полученных расчетных данных. По величине номинального 
давления в уплотнении рассчитаем среднее давление на площадках контакта. Примени-
тельно к расчетным данным, полученным по методике Н.Б. Демкина [7], имеем:
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Как показывает анализ, данное расчетное значение выше предела прочности марок 
сталей Сталь 5 … 60, что физически невозможно. 

Расчетные значения, определенные по предлагаемой методике, составляют

 

что вполне возможно, так как давление находится в допустимых пределах и не превыша-
ет предела прочности рассматриваемых материалов.

Для упрощенных расчетов можно принять гипотезу о равномерном распределении 
плотности вероятности. В этом случае, с учетом условия нормирования вероятности, 
следует

                                       (17)

  

Примем в качестве параметра стандартное выражение для высоты неровностей про-
филя по десяти точкам

                                           (18)

С учетом уравнений (15), (17), (18) получаем простое инженерное выражение для 
оценки величины относительного сближения поверхностей уплотнения

                                                       (19)

где pн = F/Sн– величина номинального давления, Па.
Сопоставим полученный результат с известными данными. Теоретическая зависи-

мость (19) хорошо соотносится с опытными данными [12], согласно которым смещение 
поверхностей контакта рассчитывается по формуле

                                                                     (20)

где δ – величина относительного сближения поверхностей, мкм, с – поправочный коэф-
фициент, зависящий от единиц измерения и способа обработки.

Так, для шлифованных поверхностей

 с = 0.15–0.2 – при [pн] = кгс/см2; с = (0.47–0.63)·10-3 – при [pн] = Па.

Рассчитаем величины относительного сближения поверхностей уплотнения по 
двум зависимостям (19), и (20) для шлифованных поверхностей (параметр шероховато-
сти RZ = 6.3 мкм) стальных (Сталь 40ХНВ, σТ = 1720 МПа) закаленных деталей (табл. 3). 

Результаты расчета, как следует из табл. 3, показали хорошую сходимость опытных 
данных и предложенной зависимости инженерных характеристик.
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Таблица 3. Относительное смещение поверхностей в зависимости 
от номинальных давлений в зоне контакта

pн, даН/см2 0.1 0.5 1 5 10

δ, мкм, (опытные данные) 0.05–0.06 0.11–0.14 0.15–0.2 0.34–0.45 0.47–0.63

δ, мкм, (расчетные данные) 0.055 0.124 0.175 0.391 0.553

Проведение расчетов осложняется случайным характером изменения величины зазо-
ра в уплотнении (шероховатости поверхностей), поэтому для получения частных решений 
в системе Matlab-Simulink была разработана имитационная модель уплотнения (рис. 2).

Рис. 2. Модель герметичности неподвижного соединения.

Особенностью модели является использование генератора случайных чисел, имити-
рующего вариацию значений параметра шероховатости поверхности. Результаты моде-
лирования (без учета погрешностей изготовления и расположения поверхностей стыка) 
представлены на рис. 3 и 4.

Рис. 3. Утечка Q (мл/с) через уплотнение 
в зависимости от шероховатости 

поверхностей RZ (мкм).

Рис. 4. Утечка Q (мл/с) через уплотнение в 
зависимости от контактного 

давления pK (МПа).

Графики зависимости, представленные на рис. 3, построены при нескольких значе-
ниях контактного давления pK в стыке (таблица 4),  а на рис. 4 показана кривая зависимо-
сти от контактного давления для значения шероховатости RZ = 0.32 мкм.
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Таблица 4. Расчетные значения контактного давления

Позиция 1 2 3 4 5 6
Давление, МПа 0 0.5 1 2 4 10 

Исходя из полученных результатов, следует, что даже при низкой шероховатости 
обработанных поверхностей неподвижное соединение не может обеспечить высокую 
герметичность. Следовательно, для герметизации разъемных неподвижных соединений 
можно рекомендовать, кроме нагружения поверхностей стыка и точной пригонки кон-
тактирующих поверхностей уплотнения, обеспечивающих минимальные зазоры в соеди-
нении, использовать электромагнитные поля, взаимодействующие со средами в зазорах 
уплотнения, генерировать инерционные и вихревые поля для повышения герметичности 
стыка, создавать гидравлические затворы с избыточным давлением, использовать эффект 
сорбции (для поглощения жидкости/газа уплотняемой средой), применять дренажные 
системы внутри уплотнения для отвода утечек. 

Выводы

1. Получены теоретические зависимости, позволяющие оценить герметичность не-
подвижного соединения в зависимости от основных параметров уплотнения – шерохова-
тости и погрешностей изготовления и расположения поверхностей стыка, их физико-ме-
ханических свойств, характеристик герметизируемой жидкости, в том числе перепада 
давления, а также номинального давления в стыке.

2. На герметичность уплотнения существенное значение влияют шероховатости, по-
грешности изготовления и расположения поверхностей стыка, а также величина смеще-
ния, создаваемая за счет номинального давления в стыке.

3. Разработана методика оценки площади контакта и величины относительного сме-
щения поверхностей с учетом характеристик материала. 

4. Предложенные зависимости инженерных характеристик обеспечивают хорошее 
совпадение (корреляцию) с опытными данными.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

MATHEMATICAL MODELING

Оптимизационные процедуры в задаче маркетинга 
образовательных услуг на этапе формирования 

политики набора абитуриентов в вузы

В.А. Рогова, 
Р.В. Шамин@

МИРЭА – Российский технологический университет, Москва 119454, Россия
@Автор для переписки, e-mail: shamin@mirea.ru

В статье рассмотрены оптимизационные процедуры в маркетинге образовательных 
услуг при формировании маркетинговой стратегии нового набора в вузе. Рассмотрена 
математическая модель для формализации целевой функции при оценке результатов но-
вого набора в вузе, которая является основой для создания оптимизационных процедур. 
Результаты нового набора характеризуются количественными и качественными показа-
телями, которые включают в себя численность абитуриентов, а также средний балл ЕГЭ. 

Предложена экономико-математическая модель для оптимального определения пара-
метров нового набора, обеспечивающая сбалансированную политику его осуществления. 
При этом показана важность минимального порога баллов ЕГЭ, которые должен набрать 
абитуриент для зачисления в вуз. Увеличение этого параметра способствует тому, что уве-
личивается средний балл ЕГЭ у зачисленных студентов, но при этом уменьшается коли-
чество студентов, зачисленных на места с полным возмещением затрат. Рассмотрена оп-
тимизационная задача, с помощью которой возможно вычислить оптимальное значение 
этого параметра.

Предложена теоретико-игровая математическая модель для моделирования влияния 
маркетинговых мероприятий и случайных факторов на результат нового набора, с помо-
щью которой можно формировать ранжированный перечень мероприятий и оптимальное 
распределение ресурсов. Использование теоретико-игрового подхода позволяет эффек-
тивно учитывать факторы неопределенности, которые влияют на результаты нового на-
бора. При этом предложен максиминный подход, с помощью которого определяется опти-
мальная стратегия маркетинговых мероприятий при организации нового набора в вузе. 
Предложена общая схема использования оптимизационной модели и приведен алгоритм, 
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с помощью которого получается оптимальная маркетинговая стратегия нового набора и 
оптимальное распределение ресурсов на обеспечение этих мероприятий.

Ключевые слова: маркетинг образовательных услуг, оптимизационная задача, новый 
набор, теоретико-игровая модель, оптимальная стратегия, оптимальное распределение 
ресурсов.
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The article discusses the optimization procedures in the marketing of educational services 

in the formation of a marketing strategy for a new recruitment in a university. A mathematical 
model for formalizing the objective function when evaluating the results of a new recruitment at 
a university is considered, which is the basis for creating optimization procedures. The results of 
the new recruitment are characterized by quantitative and qualitative indicators, which include 
the number of applicants, as well as the average USE score.

An economic and mathematical model is proposed for the optimal determination of the 
parameters of a new set, which provides a balanced policy for implementing a new set. At the 
same time, the importance of the minimum threshold of USE scores that an applicant must collect 
for admission to a university is shown. An increase in this parameter contributes to the fact that 
the average USE score of enrolled students increases, but at the same time the number of students 
enrolled in places with full cost recovery decreases. An optimization problem is considered, with 
the help of which it is possible to calculate the optimal value of this parameter.

A game-theoretic mathematical model is proposed for modeling the influence of marketing 
activities and random factors on the result of a new set, with the help of which it is possible to 
form a ranked list of activities and the optimal allocation of resources. Using the game-theoretic 
approach allows you to effectively take into account the uncertainties that affect the results of the 
new set. At the same time, a maximin approach is proposed, with the help of which we calculate 
the optimal strategy of marketing activities when organizing a new recruitment at a university. At 
the same time, a general scheme for using the optimization model is proposed and an algorithm 
is presented with the help of which we obtain a calculated optimal marketing strategy for 
implementing a new recruitment at a university and an optimal allocation of resources to ensure 
these activities.

Keywords: marketing of educational services, optimization problem, new set, game-theoretic 
model, optimal strategy, optimal resource allocation.
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Введение

Для большинства образовательных организаций высшего образования России в со-
временных условиях их функционирования все большую значимость приобретает 

вопрос результативного проведения кампании нового набора и формирования контин-
гента первокурсников, отвечающего целям развития самой образовательной организа-
ции. Поэтому успешно проведенный новый набор – это залог возможности осущест-
вления образовательной деятельности не только в краткосрочной, но и в среднесрочной 
перспективе.

Однако практика показывает, что с каждым годом решать задачи нового набора ву-
зам становится все труднее. Среди основных внешних (относительно системы высшего 
образования) факторов справедливо выделяется ухудшающаяся демографическая ситуа-
ция. По данным демографической статистики, за период с 2015 г. по 2019 г. численность 
населения страны в референтной возрастной группе (18 – 25 лет) сократилась на 19.5% [1]. 
Среди внутрисистемных факторов следует выделить сокращение количества бюджетных 
мест, а также повышающуюся ежегодно нормативную стоимость обучения, которая не-
посредственно влияет на устанавливаемую вузами стоимость обучения, и в силу невы-
сокого уровня и тенденции снижения реальных доходов населения делает недоступным 
получение высшего образования на платной основе для определенной части молодых 
людей. В результате, динамика приема имеет тенденцию снижения: численность при-
ема в вузы за период 2015 – 2019 гг. сократилась на 7.6%; прием на бюджетные места 
в государственных вузах за рассматриваемый период сократился на 2.8%, а на места с 
полным возмещением затрат – на 1.5% [2]. Если принять во внимание появление в си-
стеме высшего образования образовательных организаций, обладающих определенным 
статусом (федеральные университеты, национальные исследовательские университеты 
и, конечно, МГУ и СПбГУ, обладающие особым узаконенным статусом), становится со-
вершенно очевидной тенденция дифференциации вузов, которая в совокупности с ука-
занными выше факторами приводит к усилению конкуренции между образовательными 
организациями за привлечение абитуриентов.  

Организуя новый набор, вузы стремятся не только к тому, чтобы привлечь как мож-
но больше абитуриентов, но и к тому, чтобы эти абитуриенты обладали высокими «ка-
чественными» характеристиками: средний балл ЕГЭ, высокий балл по профильному 
предмету, наличие индивидуальных достижений и пр.  И дело не только в том, что бо-
лее подготовленные абитуриенты – это в последующем фактор повышения качества об-
разовательного процесса, но и в том, что показатели качества нового набора являются 
показателями мониторинга деятельности вузов и используются в различных оценочных 
процедурах, по результатам которых принимаются многие важные для вузов решения, в 
том числе, выделение контрольных цифр приема.

Таким образом, современные условия функционирования образовательных органи-
заций высшего образования требуют от вузов, с одной стороны, усилий по увеличению 
количества принятых на первый курс обучающихся; с другой стороны, желательно, что-
бы это количество было достаточно высокого качества [3]. 

В своем стремлении повысить результативность нового набора образовательные 
организации все активнее используют маркетинговые инструменты, способствую-
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щие информированию абитуриентов, повышению их интереса к вузу, продвижению 
образовательных программ, реализуемых вузом, воздействию на увлеченность аби-
туриентов определенной профессиональной деятельностью. Организуя маркетинго-
вую деятельность, образовательная организация должна четко понимать, в рамках 
какой стратегии нового набора она собирается действовать, какие из задач нового 
набора являются приоритетными. От этого зависит планирование маркетинговых 
мероприятий, их направленность, выбор соответствующих маркетинговых инстру-
ментов. Предлагаемая статья – это попытка привлечь для решения обозначенных за-
дач математический инструментарий, позволяющий формализовать целевую функ-
цию нового набора, наложить на нее существующие ограничения (условия приема и 
интересы образовательной организации) и сформулировать оптимизационную зада-
чу в соответствии с заданными критериями.

1. Математическая оптимизационная модель

Рассмотрим математическую модель для формализации целевой функции для оцен-
ки результатов нового набора в вузе, которая кладется в основу создания оптимизацион-
ных процедур.

Результаты нового набора характеризуется количественными и качественными пока-
зателями, основными из которых являются:

- численность абитуриентов, зачисленных на бюджетные места;
- численность абитуриентов, зачисленных на места с полным возмещением затрат;
- средний балл ЕГЭ.
Достижение определенных значений в финансово-экономическом отношении дает 

доход вуза в виде субсидии на выполнение государственного задания и доход от вне-
бюджетной образовательной деятельности в части основных образовательных программ 
высшего образования.

Рассмотрим математическую модель целевой функции нового набора. В результа-
те нового набора, без разделения уровней образования1, осуществляется зачисление на 
бюджетные и платные места. Пусть количество бюджетных студентов равно N, а коли-
чество студентов, зачисленных на места с полным возмещением затрат, равно M. Введем 
обозначения: bn – суммарное количество баллов ЕГЭ у студента с номером n, где n = 1, 2, 
…, N. Соответственно, cm – суммарное количество баллов ЕГЭ у студента, зачисленного 
на место с полным возмещением затрат, с номером m, где m = 1, 2, ..., M.

Каждый студент, зачисленный на бюджетное место, приносит доход, который мы 
обозначим через rn для студента с номером n, в зависимости от выбранного направле-
ния подготовки или специальности. При этом студент, зачисленный на место с полным 
возмещением затрат, приносит доход, который мы обозначим через qm для студента с 
номером m.

Таким образом, экономический результат нового набора выражается с помощью 
функции

 F(B, C) = r1 + r2 + … + rN + q1 + q2 + … + qM,
1 Модель целевой функции нового набора рассматривается применительно к приему на основные образователь-
ные программы бакалавриата и специалитета ввиду отсутствия при поступлении на образовательные програм-
мы магистратуры учета баллов ЕГЭ.
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где через C и B обозначены множества студентов, зачисленных на бюджетные места и 
места с полным возмещением расходов. 

С другой стороны, результат нового набора может быть оценен с помощью среднего 
балла ЕГЭ у поступивших на первый курс студентов. Для этого введем функцию 

 G(B, C) = (b1 + b2 + … + bN + c1 + c2 + … + cM)/(N + M).

В итоге мы получаем следующую целевую функцию

 H(B, C) = α · F(B, C) + β · G(B, C), 

где α и β суть положительные коэффициенты, с помощью которых мы приводим слагае-
мые, включающие значения функций F и G, к безразмерному виду. Другая роль этих ко-
эффициентов состоит в том, чтобы указать приоритет задачи при оптимизации функций 
F и G.

Итоговая оптимизационная задача может быть сформулирована в следующем виде

 H(B, C) → max,                                                    (1)

где максимум берется по множествам B и С. С задачей (1) необходимо связать ограничения:

 N ≤ K, M ≤ P,                                                    (2)

где K – это количество бюджетных мест, выделенных вузу в рамках контрольных цифр 
приема (КЦП), а P – это максимальное количество студентов, которые могут быть зачис-
лены в рамках платного набора.

2. Анализ оптимизационной задачи

С математической точки зрения оптимизационная задача (1), (2) имеет тривиальное 
решение, когда N = K и M = P. Однако вуз не в полной мере может управлять числами N и 
M, а также множествами B и C, поскольку эти величины представляют собой случайные 
множества.

Маркетинговые мероприятия, реализуемые в рамках приемной компании вуза, могут 
изменить статистические характеристики этих случайных параметров. 

В реальности, как правило, для нормально функционирующих вузов, имеет место 
равенство N = K, что означает, что на все бюджетные места произведен 100% набор сту-
дентов. Однако ситуация M = P в технических вузах бывает крайне редкой. 

Для множества B принципиальное значение имеет решение оптимизационной задачи 

 bn → max, n = 1, 2, …, N. 

Заметим, что эта задача имеет ограничение – суммарный балл не может быть более 
310, но для ее математической постановки это не существенно.

Величины bn определяются конкурсом на соответствующие специальности, который 
в свою очередь определяет проходной балл, т.е. минимальное значение для величин bn. 

Для множества C принципиальное значение имеет величина M, которая определяет 
количество студентов, обучающихся на платных местах. При этом величины cm определя-
ются минимальным количеством баллов, при котором абитуриент может быть зачислен 
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на первый курс. Эта величина определяется руководством вуза с учетом минимальных 
баллов, установленных нормативными документами. Обозначим эту величину через γ, 
тогда мы можем следующим образом конкретизировать условия для оптимизационной 
задачи:

 cm ≥ γ, m = 1, 2, …, M.

Величина γ играет принципиально важную роль при формировании приемной поли-
тики в вузе.

Имеют место следующие зависимости функций B и C от значения γ при прочих рав-
ных условиях

 F(C(γ')) > F(C(γ'')), если γ' < γ'' 

и

 G(B(γ'), C(γ')) < G(B(γ''), C(γ'')), если γ' < γ''.

Из этих соотношений мы видим, что функция F является убывающей, а функция 
G возрастающей в зависимости от параметра γ. Если предположить, что имеет место 
непрерывная зависимость этих функций относительно параметра γ, то тогда должно су-
ществовать значение γ*, которое будет оптимальным для следующей оптимизационной 
задачи

 H(B(γ), C(γ)) → max,

где максимум берется по величине γ. Таким образом, оптимальная величина определяет-
ся из следующего соотношения

 max{ H(B(γ), C(γ)) : γ } = H(B(γ*), C(γ*)).

Проблема при определении величины γ* связана с тем, что на значения функции H 
большое влияние оказывают многие факторы, которые могут быть разделены на следу-
ющие группы:

- фундаментальные факторы;
- факторы управления;
- конъюнктурные факторы;
- случайные факторы.
Фундаментальные факторы определяются собственно образовательными програм-

мами вуза и качеством образовательных услуг, но главным образом – имиджем вуза в 
глазах абитуриентов и традиционным отношением к вузу. 

Факторы управления – это те факторы, которые определяются действием вуза в рам-
ках разворачивающейся приемной компании, рекламными действиями, а также различ-
ными мероприятиями, проводимыми вузом в рамках привлечения абитуриентов.

Конъюнктурные факторы – это факторы, которые связаны с конкретной ситуацией, 
возникающей в рамках данной приемной компании. Например, резкое падение или по-
вышение спроса на определенные образовательные программы, социальные и экономи-
ческие факторы, влияющие на ход приемной компании и т.д.
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Наконец, случайные факторы – это факторы, которые складываются в результате раз-
личных факторов неопределенности, присущих любым социальным и экономическим 
процессам [4].

3. Математическая модель оптимизации маркетинговой стратегии

Для решения поставленных задач перед новым набором студентов вузы могут ис-
пользовать различные маркетинговые стратегии в зависимости от поставленных целей. 
Маркетинговую стратегию можно представить как набор маркетинговых мероприятий. 
При этом разнообразные маркетинговые мероприятия могут быть направлены на дости-
жение различных целей, которые ставятся перед новым набором.

Мы рассмотрим математическую модель для ранжирования маркетинговых меро-
приятий с целью оптимизации результатов нового набора и выработки оптимальной мар-
кетинговой стратегии [5]. 

Пусть мы рассматриваем K различных маркетинговых мероприятий. Тогда через век-
тор X = (x1, x2, …, xK) обозначим приоритеты каждого мероприятия, которые будем выра-
жать следующими значениями:

 xk  [0, 1], k = 1, 2, …, K,

 x1 + x2 + … + xK = 1.

При этом полагаем, что нулевое значение величины xk означает неприменимость дан-
ного мероприятия. Заметим, что если какое-либо значение xk = 1, то это будет означать, 
что мы применяем только данное мероприятие. Разумеется, что случаи, когда xk  {0, 1}, 
являются вырожденными. 

При моделировании процессов нового набора мы должны учитывать не только при-
меняемые вузом маркетинговые мероприятия, но и случайные факторы. Обозначим через Y 
набор реализовавшихся случайных факторов, а все возможные случайные факторы  – через 
Ω, поэтому будем писать Y  Ω. 

Сохраняя обозначения п. 1, запишем целевую функцию следующим образом

 H(X, Y) = H(B(X), C(Y)) = α · F(B(X), C(Y)) + β · G(B(X), C(Y)),

где рассматриваем, что результат нового набора B и C зависит от маркетинговых меро-
приятий X, а также от случайных факторов Y, поэтому в итоге мы рассматриваем только 
зависимость от переменных X, Y.

Оптимизационная задача состоит в максимизации значения функции H(X, Y), но в 
отличие от ситуации п. 2, когда рассматривалась зависимость целевой функции только 
от результатов набора, сейчас мы имеем дело с ситуацией, когда контролируется только 
переменная X. В зависимости от реализации случайных факторов Y оптимальный «ответ» – 
выбор стратегии маркетинга X – будет различной. Однако рассматривая процесс нового 
набора, мы не можем выбрать значение вектора X по результатам случайных факторов Y, 
поскольку выбор маркетинговой стратегии необходимо делать до того, как будет реали-
зовываться новый набор.

Если нам известны вероятности реализации случайных факторов P(Y), то можно све-
сти стохастическую оптимизационную задачу к классической задаче математического 
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программирования с помощью процедуры усреднения, используя математическое ожи-
дание

 EY[H(X, Y)] = ∑ H(X, Y) · P(Y) → max,

где суммирование ведется по всем реализациям Y (в случае, когда Y – не дискретная ве-
личина, вместо суммы следует записать интеграл Лебега).

Однако при практическом использовании данной модели вероятности случайных 
факторов никогда не могут быть известны. При этом исторические данные набора пре-
дыдущих лет, вообще говоря, не в полной мере могут быть использованы в виду неста-
ционарности случайных процессов, которые определяют реализацию Y [6].

Для решения оптимизационной задачи рассмотрим теоретико-игровую трактовку оп-
тимизационной процедуры. Следуя подходу, развитому в теоретической математической 
статистике, мы будем рассматривать двух игроков: вуз и «природу». При этом у вуза 
есть стратегии X, а у «природы» – Y. Задача вуза состоит в том, чтобы максимизировать 
значение функции H(X, Y), которая в теории игр называется функцией выигрыша, а за-
дача «природы» – минимизировать значение этой функции [7]. Разумеется, что у нас нет 
оснований полагать, что «природа» имеет какие-либо цели, но для выбора оптимальной 
стратегии следует предполагать наихудший вариант развития событий [8].

Таким образом, мы имеем теоретико-игровую задачу с двумя игроками с противо-
положными функциями выигрыша. Такие игры называются антагонистичным играми. 
Хорошо известно, что антагонистичные игры имеют решения в смешанных стратегиях 
[9, 10]. Смешанными стратегиями называются распределения вероятностей среди воз-
можных стратегий, когда стратегия выбирается случайным образом на основании вы-
бранного распределения. Пара смешанных стратегий X* и Y* называется равновесными 
стратегиями, если для любых X и Y имеет место

 H(X, Y*) ≤ H(X*, Y*) ≤ H(X*, Y).

Поиск равновесных смешанных стратегий представляет собой сложную вычисли-
тельную процедуру, поэтому на практике следует использовать максиминную процедуру 
для нахождения максиминного решения. Максиминное решение X* – это такая страте-
гия, которая удовлетворяет следующему условию

 max(X) min(Y) H(X, Y) = min(Y) H(X*, Y).

При этом величина 

 V = min(Y) H(X*, Y)

называется ценой игры. Величина цены игры показывает теоретический минимум, кото-
рый будет достигнут при любой реализации случайных факторов.

Выбор максиминной стратегии – это довольно осторожная линия поведения, но в 
случае планирования маркетинговой стратегии нового набора использование максимин-
ных стратегий является разумным, поскольку позволяет минимизировать риски, связан-
ные с негативным воздействием случайных факторов [11, 12].
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4. Интерпретация теоретико-игровой модели оптимизации

В предыдущем пункте мы построили теоретико-игровую модель поиска оптималь-
ной стратегии выбора маркетинговых мероприятий с учетом случайных факторов, кото-
рые влияют на результат нового набора. Рассмотрим, каким образом следует интерпре-
тировать полученный результат. Пусть в результате вычисления максиминной стратегии 
в рассматриваемой модели мы получили оптимальную стратегию 

 .

Поскольку компоненты вектора X* – это числа из отрезка [0, 1], то можно получить 
упорядоченный набор компонент этого вектора по убыванию

 ,

где номера i1, i2, …, iK соответствуют ранжированному перечню маркетинговых меропри-
ятий для достижения целей нового набора. 

Кроме того, полученный результат представляет собой не только ранжированный пе-
речень маркетинговых мероприятий, но и дает возможность оптимального распределе-
ния ресурсов для обеспечения соответствующих маркетинговых мероприятий. Пусть на 
обеспечение маркетинговых мероприятий в вузе выделены ресурсы (финансовые, мате-
риальные, кадровые, организационные), которые мы будем измерять величиной R. Тогда 
для обеспечения k-го мероприятия целесообразно выделить ресурс

 rk = xk · R, k = 1, 2, …, K.

При этом имеет место полное распределение ресурсов

 r1 + r2 + … + rK = R.

Разумеется, что план распределения ресурсов, который получается в результате рас-
четов по предложенной модели, является лишь примерным, поскольку при реальном рас-
пределении ресурсов для обеспечения маркетинговых мероприятий, необходимо учиты-
вать различные ограничения, связанные с ресурсным обеспечением нового набора.

5. Схема использования оптимизационной модели

Предложенная теоретико-игровая модель расчета оптимальной стратегии маркетин-
говых мероприятий для достижения заданных целей нового набора позволяет получать 
ранжированный перечень маркетинговых мероприятий и оптимальное распределение 
ресурсов. На практике для использования этой модели в вузах при оптимизации мар-
кетинговых ресурсов, следует использовать схему, которую мы приводим на рисунке.

Приведем методику применения этой оптимизационной модели для проведения рас-
четов в виде алгоритма, состоящего из 9 шагов.

Шаг 1. 
Определение списка возможных маркетинговых мероприятий. Примерный список 

этих мероприятий:
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- создание/модернизация образовательных программ с целью приближения их к популяр-
ным направлениям подготовки;

- выбор постоянных предприятий-партнеров; 
- создание «интересных» лабораторий для студентов;
- проведение дополнительных занятий со школьниками (университетские субботы, 

инженерные каникулы, инженерные классы, программы Технопарка);
- система скидок;
- целевые места;
- реклама (стендовая, бумажная, интернет, ТВ и радио, популярные блогеры, соци-

альные сети);
- PR и создание имиджа;
- «сарафанное радио»;
- реклама через студентов;
- создание отдельных технопарков;
- работа со школьниками в школах;
- организация летних каникул со школьниками.
Шаг 2.
Определение возможных случайных факторов, влияющих на новый набор. Эти фак-

торы могут включать в себя:
- популярность различных направлений и специальностей подготовки;
- общий уровень баллов ЕГЭ;
- случайные социально-экономические факторы (инфляция, рост безработицы, 

форс-мажорные обстоятельства: стихийные бедствия, пандемия заболеваний и т.д.);
- изменение числа бюджетных мест;
- изменение нормативной и правовой базы.
Шаг 3.
Построение функциональной зависимости количества и качества (с точки зрения 

баллов ЕГЭ) студентов, обучающихся на бюджетной основе и с условием полного воз-

Рисунок. Схема применения оптимизационной модели.
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мещения расходов на обучение, от примененных маркетинговых мероприятий и оценки 
случайных факторов.

Шаг 4.
Определение эмпирических коэффициентов α, β, которые задаются, исходя из поли-

тики вуза в отношении к целевым параметрам набора.
Шаг 5.
Расчет оптимального значения минимального порога баллов ЕГЭ для поступления в 

вуз величины γ*.
Шаг 6.
На основании шагов 3–5 построение целевой функции (функции выигрыша) H(X, Y).
Шаг 7.
Нахождение максиминного решения игровой задачи, определение оптимального век-

тора X* и цены V.
Шаг 8.
Ранжирование перечня маркетинговых мероприятий по приоритетному влиянию на 

целевые показатели нового набора.
Шаг 9.
Расчет оптимального распределения ресурсов по ранжированному перечню меро-

приятий.
В результате применения этой схемы получаем рассчитанную оптимальную марке-

тинговую стратегию для осуществления нового набора в вузе и оптимальное распреде-
ление ресурсов.

Заключение

В статье предложена новая экономико-математическая модель для оптимизации мар-
кетинговой стратегии вузов при проведении нового набора абитуриентов с учетом воз-
можных случайных факторов, влияющих на результат набора.

Предложенная оптимизационная модель позволяет сформировать ранжированный 
перечень маркетинговых мероприятий по степени их влияния на целевые показатели 
планируемого нового набора, а также оптимальное распределение ресурсов для обеспе-
чения маркетинговых мероприятий.

Дано теоретическое обоснование теоретико-игровой модели, а также приведены 
практическая схема и алгоритм для использования этой модели на практике.

Предложенный подход может быть использован при формировании маркетинговой 
стратегии и политики проведения нового набора вузами в современных условиях с уче-
том различных факторов неопределенности.
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Разработан математический аппарат, позволивший сформулировать и обосновать но-
вый подход к математической постановке задачи синтеза полосовых слоистых диэлектри-
ческих фильтров (СДФ). Для произвольных диэлектрических систем с кусочно-непрерыв-
ными физическими параметрами среды, определяемыми функциями диэлектрической и 
магнитной проницаемости материала слоистой системы в зависимости от координаты, из-
меряемой вдоль направления нормали к слоям, с фиксированными точками разрыва хотя 
бы одной из указанных функций в отдельных точках, доказано важное тождество сохране-
ния разности квадратов модулей амплитуд плоских волн, распространяющихся в данной 
слоистой среде влево и вправо, которое порождает традиционную запись закона сохране-
ния энергии для слоистых сред. Указанное тождество позволяет перейти от постановок 
задач синтеза для дробно-рациональных энергетических коэффициентов отражения или 
пропускания слоистых систем к эквивалентным постановкам задач для вводимых в ра-
боте профилирующих функций, представляющих только числитель или только знамена-
тель обычно рассматриваемых при синтезе величин. Введено новое понятие правильного 
идеала для энергетических коэффициентов отражения и пропускания слоистых систем. 
Показано, что правильность энергетических коэффициентов отражения и пропускания 
слоистых систем эквивалентна правильности профилирующих функций подобных систем, 
что в совокупности с основным тождеством позволяет существенно изменить подход 
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Использование профилирующих функций для постановки задач синтеза слоистых 
диэлектрических фильтров

к задачам синтеза СДФ. Указано правило для пересчета идеала коэффициента отражения 
или пропускания в идеал профилирующей функции. Предлагаемая в работе постановка 
задачи синтеза приводит к значительно более экономным вычислительным процедурам.
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Profiling functions application for layered dielectric 
filter synthesys problem statement
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A novel mathematical apparatus allowing formulation and justification of a new approach 
towards the setting of the mathematical problem of band-pass layered dielectric filters (LDF) 
synthesis is developed. Аrbitrary layered dielectric systems with piecewise continuous physical 
media parameters given by the functions of dielectric permittivity and of magnetic permeability, 
both depending on the coordinate along the normal to the layer pile, with fixed discontinuity 
points of at least one of the mentioned functions are examined. For such systems, an important 
conservation law for the difference of the squares of absolute amplitude values of plane waves 
propagating left and right in given layered medium is stated, which further leads to the traditional 
energy conservation law in lossless layered media. This new identity law allows turning from 
synthesis problems in terms of fractional rational energy reflectivity and transmittance of layered 
systems to equivalent tasks for profiling functions introduced in the work, representing only the 
numerator or only the denominator of the expressions usually considered in the synthesis. A new 
concept of the feasible ideal is introduced for the energy coefficients of reflection and transmission 
of layered systems. It is shown that the feasibility of the energy coefficients of reflection and 
transmission of layered systems is equivalent to the feasibility of the profiling functions of such 
systems, which together with the main identity allows a significant change of the existing LDF 
synthesis approach. The rule for converting the ideal of the reflection or transmission coefficient 
into the ideal of the profiling function is given. The proposed synthesis problem statement leads 
to considerably less intensive computational procedures.

Keywords: layered dielectric systems, band-pass dielectric filters, reflectivity and 
transmittance, optimal Chebyshev synthesis, piecewise continuous system parameters.
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Введение

Построению слоистых диэлектрических фильтров (СДФ) посвящена обширная лите-
ратура, например, [1–12]. В тех работах, где приводится математическая постановка за-
дачи синтеза, обычно используется сильно нелинейный по основным параметрам задачи 
функционал качества синтезируемой системы:

 

где  – волновое число,  и  – энергетические коэффициенты, соответствен-
но, отражения и пропускания слоистой диэлектрической системы (СДС), реализующей 
фильтр. Желаемое поведение энергетического коэффициента отражения или пропуска-
ния в заданной полосе волновых чисел задаётся спектральными характеристика-
ми1  этого фильтра  и  Качество проектируемой системы оценивается величиной 
разности между функциями  и  [  и ] по норме линейного нормирован-
ного пространства .

В данной работе в качестве пространства сравнения с идеальными спектральными 
характеристиками фильтра ·  выбрано пространство  всех непрерыв-
ных на фиксированном отрезке  функций с нормой  

Математическая постановка задачи оптимального синтеза СДФ в смысле Чебышёва 
состоит в том, чтобы для заданного интервала волновых чисел  и заданного идеа-
ла энергетического коэффициента отражения  минимизировать функционал:

                                           (1)

по электрическим толщинам и импедансам всех слоёв СДС.
Определение. Идеал фильтра будем называть правильным на заданном интервале 

волновых чисел , если он может быть на этом интервале сколь угодно точно рав-
номерно приближен ·  реализуемыми СДС в классе рассматриваемых2.

Тогда, как будет показано ниже, вычислительная сложность функционала качества 
определяется дробно-рациональной структурой энергетического коэффициента отра-
жения от любой СДС данного класса и может быть существенно уменьшена при помощи 
эффективной процедуры построения идеала не для сложных коэффициентов отражения 
или пропускания ·  а для квадратичных профилирующих функций, введён-
ных в [13–16], что существенно упрощает анализ и решение соответствующих оптими-
зационных задач.

Проведён представляющий самостоятельный интерес анализ прямой задачи об опи-
сании всех возможных в СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами пло-

1 Функции типа   в данной работе будем называть идеалами для соответствующих физически реализу-
емых конкретным фильтром спектральных характеристик.
2 Это естественное требование корректности идеальных характеристик формализуется в виде предположения 
о том, что ·[ ] принадлежит замыканию в метрике множества всех возможных коэффициентов 
отражения (пропускания) СДС рассматриваемого класса: для идеальной характеристики ·[ ] существу-
ет последовательность СДС данного класса, коэффициенты отражения (пропускания) которых  ·  
сходятся при  к идеальным характеристикам ·[ ]  в метрике .
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ских электромагнитных полей с плоскостями постоянной фазы, параллельными слоям 
СДС3.

В этой части работы особенно важен факт доказательства основного энергетического 
тождества для СДС без потерь [13, 15], в отличие от обычно постулируемой формы зако-
на сохранения энергии4:

                                                       (2)

1. Постановка прямой задачи

Пусть часть пространства между двумя параллельными плоскостями π и π', рассто-
яние между которыми d, d > 0, заполнена диэлектрической средой,  параметры  которой – ди-
электрическая и магнитная проницаемости – являются кусочно-непрерывными функциями 
от координаты x оси OX декартовой системы координат, направленной по нормали от π к 
π'. Начало координат находится на плоскости π: ε = ε(x) и μ = μ(x), 0 ≤ x ≤ d с конечным, об-
щим для обеих функций, числом точек разрыва первого рода, которые будем обозначать

 не заботясь о том, какая из двух функций ε(x) или терпит разрыв в 
точке aj. Интервалы непрерывности обеих функций ε(x) и μ(x) будем обозначать 

 .
Пусть полупространство  слева от π заполнено однородной средой с диэлектри-

ческой и магнитной проницаемостями, соответственно, ε– и μ–, а полупространство   
справа от π' – однородной средой с проницаемостями ε+ и μ+. 

Прямая задача о распространении плоских электромагнитных волн в пространстве
, заполненном слоистым диэлектриком, состоит в описании класса всех возможных 

плоских электромагнитных полей в определённой выше СДС.
Требуется, во-первых, указать количество свободных параметров, определяющих все 

возможные в указанной системе электромагнитные поля, и, во-вторых, определить коэф-
фициенты отражения и пропускания от СДС [0,d] слева и справа от неё.

Известно (см., например, [5]), что комплексные амплитуды векторов электрической    

и магнитной  напряжённостей плоского электромагнитного поля 
(зависимость от времени – exp(–iωt) с волновым вектором , параллельным оси OX  вну-
три каждого интервала непрерывности Δj функций ε(x) и μ(x) удовлетворяют системе 
дифференциальных уравнений:

                                          (3)

которые получаются для плоских волн из общих уравнений Максвелла. Уравнения (3) в 
матричной записи имеют вид:

 

3Ранее в [13–16] подобный анализ был проведен только для сред с кусочно-постоянными параметрами.
4Распространение результатов данной работы на анализ, например, «наклонного» распространения плоских 
волн в СДС, как в [14], не представляет трудностей.
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Кроме (3), на каждой плоскости  из разрыва коэффициентов ε(x) или μ(x) 
должны выполняться вытекающие из уравнений Максвелла электродинамические гра-
ничные условия, которые в нашем случае совпадают с условиями непрерывности ампли-
туд электрического и магнитного полей: 

                             (4)

где (aj – 0) и (aj + 0) – пределы слева и справа в точках разрыва , коэффи-
циентов ε(x) или μ(x) уравнений (3).

Всевозможные плоские электромагнитные поля рассматриваемого выше типа слева 
и справа от СДС [d, 0] (в полупространствах ) определяются уравнением (3) с посто-
янными коэффициентами ε–, μ–  слева от плоскости π и ε+, μ+ – справа от π'. 

Поэтому в полупространствах  общее решение системы (3) имеет вид:

 

где величины, помеченные индексами «–» и «0», относятся к плоской волне, распро-
страняющейся в  к плоскости π, а с индексами «–» и «1» относятся к плоской волне, 
распространяющейся в  от плоскости π5.

Аналогично этому в (3) все величины, помеченные индексами «+» и «0», относятся к 
плоской волне, распространяющейся в  от плоскости π' а с индексами «+» и «1» отно-
сятся к плоской волне, распространяющейся в  к плоскости π'.

Замечание. Вектор Пойнтинга  для волны в , распространяющейся к 
плоскости π равен , а для распространяющейся от π равен . Ана-
логично, вектор Пойнтинга для волны в , распространяющейся к плоскости π' равен 

, а для распространяющейся от π' равен .
Общее решение уравнений (3) в  в векторно-матричной записи имеет вид:

                                (5)

где далее будет принято . При этом:

                             (6)

Величины, использованные в (5) и (6):  – собственные значения и  – 
собст венные векторы матриц  для полупространств , имеют вид:

5 В физической и технической литературе для волны, распространяющейся к какой-либо плоскости, обычно 
применяется термин «падающая» (на эту плоскость) волна, а для волны, распространяющейся от плоскости – 
термин «отраженная» (от этой плоскости) волна.
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где  Таким образом, в соответствии с (4) на плоскостях   и   име-

ют место равенства: 

 

2. Основные свойства прямой задачи

Лемма. Матрицы  обладают свойством:

  – матрицы Паули.                 (7)

Доказательство леммы проводится перемножением нужных матриц. Для произ-
вольного решения (3) рассмотрим квадратичную форму:

                              (8)

Лемма (основная). Для произвольного решения  системы уравнений (3) на вся-
ком интервале непрерывности её коэффициентов  квадратичная форма (8) 
сохраняет постоянное значение:

  где  – матрица Паули.                                 (9)

Доказательство. Производная от квадратичной формы (8) с учётом уравнений (3) 
тождественно равна нулю на всяком интервале непрерывности Δj коэффициентов систе-
мы уравнений (3) в силу тождества: 

3. Амплитудная параметризация прямой задачи

Для решения прямой задачи используем представление решения (3) с начальным ус-
ловием  на всяком интервале  

                                                     (10)

где  – фундаментальная матрица (3), столбцы которой  и   

образуют фундаментальную систему решений (3) на Δj;  – постоянный на  

 вектор коэффициентов – комплексных амплитуд «волн»  и .
Чтобы получить представление (10), достаточно решить матричное дифференциаль-

ное уравнение:

                                                      (11)
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 с начальным условием:

                                          (12)

Далее будем рассматривать два разных представления фундаментальных матриц 
 в (11), , отвечающих разным начальным условиям (12). Во-первых, 

будем говорить про «тригонометрическое» представление (t-представление)6, когда

  где – единичная матрица,

и, во-вторых, про «экспоненциальное» представление (e-представление), когда

  где                                 (13)

а pj(aj) – величина импеданса в правом конце .
В силу тождества (9) и нужного начального условия (12) на интервале Δj: 

  (14)

Из этих тождеств следует невырожденность матриц  для всякого x из 
, а также выражения для постоянных векторов :

                                            (15)

Представления (14) аналогичны представлению (7) для всякого x из Δj.
Используя первое из тождеств (12) и непрерывность электромагнитного поля в ка-

ждой точке разрыва коэффициентов уравнений (3), получаем основное энергетическое 
тождество, показывающее сохранение направления и величины потока энергии элек-
тромагнитного поля слева от СДС [0,d]  и справа от неё:

                                          (16)

Последнее тождество показывает, что решение прямой задачи для  зависит от двух 
произвольных постоянных, в качестве которых можно взять  или  

При интерпретации решения прямой задачи, как задачи о распространении плоской 
электромагнитной волны через слоистую систему  слева направо, удобно выбрать 
произвольные постоянные в виде:

                                                        (17)

6 Фундаментальная матрица для t-представления была названа Абеле [5, с. 85] характеристической матрицей 
j-го слоя.
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где второе условие – отсутствие отражения на +∞, а первое – нормировка «по прохожде-
нию» волны, прошедшей через СДС [0,d] с кусочно-непрерывными параметрами.

С учётом указанного выбора свободных параметров тождество (16) примет вид:

                                                                              (18)

из которого вытекает ряд важных следствий для рассматриваемых полей:   
т.е. оценка величины  снизу: , в силу которой для всех  обязательна ко-
нечность энергетических коэффициентов отражения слева от СДС и пропускания справа 
от СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами:

                                          (19)

и, как следствие этого и (16), оказывается обоснованным тождество (2).
Подстановка решений (11) в условия непрерывности (4) приводит к основной систе-

ме уравнений [13–16] относительно амплитуд прямой и обратной волн  в j-ом 
слое 

 

где j = 0 отвечает индексу «–», а j = N + 1 – индексу «+» в предыдущем тексте работы.
Определение. При распространении волны слева направо будем называть профили-

рующими функциями следующие функции7 от волнового числа :  и 
 .

Тогда, в силу (16), будет справедливо тождество:

 

Замечание. При интерпретации решения прямой задачи как задачи о распростране-
нии плоской электромагнитной волны через слоистую систему справа налево удобно 
выбрать произвольные постоянные в (13) в виде  где первое условие оз-
начает отсутствие отражения на –∞, а второе – нормировку «по прохождению» волны, 
прошедшей через кусочно-непрерывную СДС.

С учётом указанного выбора свободных параметров и изменения знаков тождество 
(16) примет вид:

                                                      (20)

из которого, как и выше, вытекает ряд следствий для рассматриваемых полей: 
 т.е. оценка величины  снизу:  в силу которой для 

всех  следует конечность энергетических коэффициентов отражения справа от СДС и 

7 Эти функции, а также аналогичные им при распространении волны справа налево, являются функционалами 
от кусочно-непрерывных параметров СДС [0, d].
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пропускания слева от СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами:

 

и, как следствие этих обозначений и (16), обосновано тождество (2), которое позволяет 
для правильных идеалов для коэффициентов отражения (пропускания) обосновать пе-
реход от стандартных постановок задач синтеза к их эффективным постановкам.

4. Обоснование перехода к эффективным постановкам задач синтеза

Лемма. Если идеальные спектральные характеристики  и связаны между 
собой соотношением  то оба идеала могут быть правильными только од-
новременно.

Доказательство. В силу (17) имеет место представление: 
Покажем, что из правильности идеала  вытекает правильность . Если по-

следовательность коэффициентов отражения различных СДС  равномерно на за-
данном интервале  сходится к заданному идеалу  то в силу тождества (2) 
последовательность коэффициентов пропускания тех же СДС  будет 
равномерно на интервале  сходиться к идеалу  Аналогично доказы-
вается, что из правильности идеала  вытекает правильность идеала . 

Если же какой-то из идеалов  или  не является правильным, то и другой 
идеал не будет правильным.

Лемма. Если хотя бы один из идеалов  или  имеет представление:

  

где  – идеал для профилирующей функции  а  – идеал для профилиру-
ющей функции  то правильность любого из идеалов  или  
влечёт правильность остальных идеалов из перечисленных.

Доказательство. Прежде всего, ввиду тождества (15) из правильности идеала  
очевидно, вытекает правильность идеала  и наоборот. Покажем, что из правильно-
сти идеала  вытекает правильность .

Если  – последовательность коэффициентов пропускания различных СДС, рав-
номерно на заданном интервале  сходящаяся к заданному идеалу  то в силу 
представления (16) для коэффициента пропускания  (19), последовательность 
профилирующих функций тех же СДС  будет равномерно сходиться к 
идеалу  на интервале  Идея доказательства остальной части утверждения 
леммы – та же самая.

Приведём теперь формулы пересчёта идеала для стандартного коэффициента отра-
жения  в идеалы для профилирующих функций  и .

                                           (21)
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Из первой формулы следует:  и, подставляя это соотношение во вто-

рую формулу, получим:  и 

В приведённых формулах для оценки точности замены на интервале  исходно-
го неравенства  на  нужно использовать модуль непре-
рывности положительной выпуклой во всём интервале её определения (0, +∞) функции  

, производная которой в указанном интервале монотонно спадает от  до 

нуля, с заменой её аргумента x на  а её значений y – на 

5. Формальная запись постановки задачи синтеза СДФ

Задача оптимального синтеза СДФ в смысле Чебышёва (1) для энергетического коэф-
фициента отражения в силу тождества (2) полностью эквивалентна такой же задаче для 
энергетического коэффициента пропускания, если 

Аналогично в силу (13) эквивалентны между собой задачи оптимального синтеза для 
каждой из профилирующих функций 

Тождество

                            (22)

позволяет дать простую двухстороннюю оценку для функционала задачи (1) через анало-
гичные функционалы для профилирующих функций:

                             (23)

где  , что позволяет говорить об эквивалентности (1) и суще-
ственно более простой задачи:

 

Аналогичный переход от (22) к аналогу (23):

 

где   – фиксированная весовая функция для равномерной метрики, позволяет 

говорить об асимптотической (при n → +∞) эквивалентности задачи (1) аналогичной «ве-
совой» задаче для профилирующей функции 
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Выводы
1. Проведён анализ прямой задачи о распространении плоских электромагнитных 

волн в слоистой среде в  являющийся единственно надёжной основой для постановки 
и решения всех возможных оптимизационных и обратных задач, связанных с этой тема-
тикой. Получены основные для всей теории слоистых сред тождества (18) и (20).

2. Получены явные формулы пересчёта для «идеалов» энергетических коэффициен-
тов отражения и пропускания в «идеалы» для профилирующих функций.

3. Обоснована эквивалентность традиционных постановок задач синтеза слоистых 
диэлектрических фильтров по их «желаемым» спектральным характеристикам типа 
энергетических коэффициентов отражения и пропускания, названных в работе «идеала-
ми» для соответствующих спектральных характеристик, значительно более простым по 
структуре функционалам – задачам синтеза по «идеалу» для профилирующих функций.
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