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• �Information systems. Computer 
sciences. Issues of information  
security

• �Multiple robots (robotic centers)  
and systems. Remote sensing  
and nondestructive testing 

• �Modern radio engineering  
and telecommunication systems 

• �Micro- and nanoelectronics. Condensed 
matter physics

• �Analytical instrument engineering  
and technology

• �Mathematical modeling 
• �Economics of knowledge-intensive  

and high-tech enterprises and industries. 
Management in organizational systems

• �Product quality management. 
Standardization

• �Philosophical foundations of technology 
and society
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• �Информационные системы. 
Информатика. Проблемы 
информационной безопасности

• �Роботизированные комплексы и системы.  
Технологии дистанционного зондирова-
ния и неразрушающего контроля

• �Современные радиотехнические 
и телекоммуникационные системы

• �Микро- и наноэлектроника. Физика 
конденсированного состояния

• �Аналитическое приборостроение  
и технологии

• �Математическое моделирование
• �Экономика наукоемких и высокотехно

логичных предприятий и производств. 
Управление в организационных системах

• �Управление качеством продукции. 
Стандартизация

• �Мировоззренческие основы  
технологии и общества

РОССИЙСКИЙ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ 
ЖУРНАЛ
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Резюме
Цели. Актуальной является задача совершенствования функциональной архитектуры кластерных вычисли-
тельных систем за счет внедрения методологий создания программного обеспечения прикладного и проме-
жуточного уровней на основе формализованных спецификаций. Одна из таких методологий основана на ис-
пользовании автоматных спецификаций программного обеспечения вычислительных систем. Сложность 
решения задачи вызвана разветвленностью построенных алгоритмов, а также наличием циклических участ-
ков. Время выполнения разветвленных участков программы и число проходимых циклов зависят от вида вво-
димых условий и на практике могут быть определены при помощи детальной имитационной модели и ана-
лиза созданной на ее основе управляющей программы. Цель работы – нахождение подходов к определению 
функциональной архитектуры, которые возможно применять практически на основных уровнях предметной 
ориентации кластерных вычислительных систем.
Методы. Предлагаемые и  использованные методы основаны на  концепции организации и  исследования 
вычислительных систем кластерного типа с функциональной архитектурой, определяемой исполнимыми ав-
томатными моделями.
Результаты. Предложены методы построения автоматных и  логико-вероятностных моделей кластерных 
вычислительных систем и создания на этой основе программных средств. Вводится понятие логико-веро-
ятностной модели «темпоральная вероятностная система канонических уравнений», которая позволит по-
лучить наглядную формализацию и реализацию автоматных моделей и рабочих программ, характерных для 
кластерных и других приложений, и в существенной степени сократить число «инкрементных» сложений при 
перечислении моментов дискретного времени. Главной особенностью новой логико-вероятностной модели 
является сохранение в ее основе исходной системы канонических уравнений.
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Выводы. Сделан вывод о том, что выбор системной и функциональной архитектуры вычислительного класте-
ра должен определяться не столько указанными производителем пиковыми характеристиками коммуника-
ционной аппаратуры, сколько реальными показателями, достигаемыми на уровне приложений пользовате-
лей и режимов использования кластера. Показано, что исполнимые автоматные модели могут применяться 
практически на всех уровнях предметной ориентации кластерных вычислительных систем.

Ключевые слова: вычислительная система кластерного типа, приложение промежуточного уровня, функ-
циональная архитектура, логико-вероятностная модель, логико-алгебраическая модель, режимы обработки за-
просов, результаты моделирования
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Organization and study of cluster computing systems 
with functional architecture determined 

by executable models. Automata executable models 
of information processing
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Abstract
Objectives. An urgent task is to improve the functional architecture of cluster computing systems by introducing 
methodologies for creating software at the applied and intermediate levels based on formalized specifications. One 
such methodology is based on the use of automatic specifications for computer systems software. The complexity 
of resolving the problem is caused by the branching of the algorithms built, as well as the presence of cyclic sections. 
The execution time of  the branched sections of  the program and the number of cycles run depends on  the type 
of conditions entered. In practice it can be determined using a detailed simulation model and analysis of the control 
program created on its basis. The aim of the work is to find approaches to the definition of functional architecture 
which can be applied practically at the main levels of the subject orientation of cluster computing systems.
Methods. The methods proposed and used are based on the concept of organization and research of cluster-type 
computing systems with a functional architecture as defined by executable automatic models.
Results. The paper proposes methods of  constructing automatic and logical-probabilistic models of  cluster 
computing systems and creating software tools based on  them. The concept of  the logical-probabilistic model 
“temporal probabilistic system of  canonical equations  (CES)” is  introduced. This enables a  visual formalization 
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ВВЕДЕНИЕ

Кластеризация  – одно из  самых современных 
направлений в  области создания вычислительных 
систем. Появление кластерных вычислительных 
систем обусловлено прогрессом в  области сетевых 
технологий, чаще всего локальных. При соединении 
машин в кластер объединение компьютеров произво-
дится при помощи сетевых технологий на базе шин-
ной архитектуры или коммутатора, что обусловило 
увеличение числа приобретенных или арендован-
ных в качестве облачных сервисов вычислительных 
кластеров  [1]. По  прогнозам ряда маркетинговых 
компаний ожидается, что рынок кластерных вычис-
лений к 2032 г. вырастет до 102.4 млрд долларов1.

Постоянно расширяется сфера применения кла-
стеров при организации информационных и  пред-
метно ориентированных систем, используемых 
для сбора, обработки и  последующего анализа ин-
формации. Вместе с  тем ограниченность простых 
однородных систем кластеров усложняет создание 
систем, обеспечивающих высокий уровень струк-
турно-функциональной динамики и  эффективную 
проблемную ориентацию на основе разработки про-
граммного обеспечения промежуточного уровня 
middleware.

Интенсивное развитие приложений на  основе 
машинного обучения и  искусственного интеллекта 
определило необходимость обучения большого ко-
личества моделей. В настоящее время одним из са-
мых мощных в  мире является суперкомпьютерный 
кластер Colossus на  базе графических процессоров 
Nvidia (Nvidia Corporation, США). Этот кластер те-
оретически может достичь производительности 

1  Cluster Computing Market Overview. https://www.
marketresearchfuture.com/reports/cluster-computing-market-1746. 
Дата обращения 02.06.2025. / Accessed June 02, 2025.

около 497.9 экзафлопс (497900000 терафлопс), уста-
навливая новые стандарты в  суперкомпьютерной 
мощности. Целью компании xAI  (США) является 
увеличение числа графических ускорителей (GPU – 
graphics processing unit) в  Colossus до  1  миллиона 
в  ближайшие годы2. В  настоящее время суперкла-
стер xAI начал работать в  режиме обучения систе-
мы искусственного интеллекта большой языковой 
модели (LLM – large language model) с использова-
нием более двухсот тысяч графических процессоров 
Nvidia H100, H200 и GB200, оптимизированных для 
решения задач глубокого обучения нейронных сетей. 
Сеть кластера основана на  высокоскоростном ком-
мутаторе Nvidia  Spectrum-X  Ethernet с  пропускной 
способностью до 800 Гбит/с3.

Функциональная архитектура вычислительных 
кластеров основана на  согласованной работе сле-
дующих компонент: система управления потоком 
работ; система мониторинга кластера; библиотеки 
для параллельной работы; средства для управле-
ния кластером; глобальное пространство процесса, 
связывающего воедино все узлы кластера; система 
управления ресурсами; сетевая  (возможно, парал-
лельная) файловая система; сетевые, в т.ч. облачные 
сервисы, обеспечивающие доступ к кластеру многих 

2  Tyson M. Elon Musk fires up “the most powerful AI cluster 
in the world” to create the “world’s most powerful AI” by December – 
system uses 100000 Nvidia H100 GPUs on a single fabric. Published 
July  22, 2024. https://www.tomshardware.com/pc-components/
gpus/elon-musk-fires-up-the-most-powerful-ai-training-cluster-in-
the-world-uses-100000-nvidia-h100-gpus-on-a-single-fabric. Дата 
обращения 02.06.2025. / Accessed June 02, 2025.

3  Полмиллиона GPU за  4  месяца: как Маск строит са-
мый мощный кластер в  мире. https://www.braintools.ru/
article/18041. Дата обращения 02.06.2025. [Half a million GPUs 
in four months: how Musk is building the world’s most powerful 
cluster. https://www.braintools.ru/article/18041. Accessed June 02, 
2025 (in Russ.).]

to  be obtained, as  well as  implementation of  automatic models and work programs typical for cluster and other 
applications. It also significantly reduced the number of “incremental” additions when enumerating discrete time 
moments. The main feature of the new logical-probabilistic model is the preservation of the original CES in its basis.
Conclusions. The work concludes that the choice of the system and functional architecture of a computing cluster 
should be determined not so much by the peak characteristics of the communication equipment specified by the 
manufacturer, as by the actual indicators achieved at the level of user applications and cluster usage modes. It is 
also shown that executable automatic models can be  applied at  almost all levels of  cluster computing systems 
subject orientation.

Keywords: cluster computing system, intermediate level application, functional architecture, finite automaton 
models, logical-probabilistic model, logical-algebraic model, query processing modes, simulation results

For citation: Petushkov G.V. Organization and study of  cluster computing systems with functional architecture 
determined by  executable models. Automata executable models of  information processing. Russian Technological 
Journal. 2025;13(6):7−24. https://doi.org/10.32362/2500-316X-2025-13-6-7-24, https://www.elibrary.ru/WGZAHH
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пользователей  [1]. Предполагается, что текущие 
проблемы в  области высокопроизводительных вы-
числений сохранят свою актуальность и в будущем: 
потребность в  дальнейшем значительном увеличе-
нии параллелизма и скорости передачи данных; раз-
витие архитектуры и технологии высокопроизводи-
тельных вычислений; тенденция к  выходу рабочих 
процессов и  вариантов использования за  пределы 
центров обработки данных; существование множе-
ства мощных научных и промышленных факторов; 
переход от  высокопроизводительных вычислений 
как изолированных систем к высокопроизводитель-
ным инфраструктурам [2].

Важный шаг в развитии науки и промышленно-
сти связан с разработкой и внедрением суперкомпью-
тера с AI-способностями «ELBJUWEL» (AI – artificial 
intelligence, искусственный интеллект)4. Усилия 
разработчиков направлены на создание уникальной 
инновационной платформы, которая объединит экс-
пертизу в  области  AI и  высокопроизводительных 
вычислений. Описанию потребностей в высокопро-
изводительных вычислениях при решении задач ма-
шинного обучения посвящены работы [3–5].

Следующей проблемой, с  которой сталкивают-
ся суперкомпьютерные центры, является неэффек-
тивное использование ресурсов для высокопроиз-
водительных вычислений при решении некоторых 
вычислительных задач. Такие задачи могут блокиро-
вать ценные вычислительные ресурсы и  замедлять 
вычисления других пользователей. Для решения 
этой проблемы в Национальном исследовательском 
университете «Высшая школа экономики» для вы-
сокопроизводительного вычислительного класте-
ра  «cHARISMa» разработана система мониторинга 
задач, автоматически формирующая выводы об  их 
производительности [6]. Этим университетом нако-
плен богатый опыт использования суперкомпьютер-
ного комплекса на  базе кластера  «cHARISMa» при 
решении задач различными категориями пользовате-
лей. Среди этих задач, например, задачи поиска, ана-
лиза и  прогнозирования данных в  социальных се-
тях [7], исследование моделей машинного обучения 
для прогнозирования рисков основных сердечно-
сосудистых событий у пациентов с инфарктом мио-
карда и различными генотипами [8] и многие другие.

Дополнительные сведения о  существующих 
программных пакетах в кластерных системах приве-
дены в работах [9–11].

К российским кластерным проектам от-
носятся суперкомпьютер  МВС-100К, уста-
новленный в  Межведомственном суперком-
пьютерном центре  Российской академии наук, 

4  ParTec AG: A  More Efficient Supercomputer for the 
AI Revolution. Frankfurt, Bloomberg; 2024. 43 p.

и  суперкомпьютер  «Ломоносов», установлен-
ный в  Научно-исследовательском вычислитель-
ном центре Московского государственного уни-
верситета имени М.В.  Ломоносова в  рамках 
проекта СКИФ5. Суперкомпьютеры «Червоненкис», 
«Галушкин» и  «Ляпунов», созданные компани-
ей  «Яндекс», также имеют кластерную архитек-
туру6. Они работают на  графических ускорите-
лях  Nvidia  A100  (GPU Nvidia A100  с тензорными 
ядрами) с системой связи InfiniBand на базе комму-
таторов Mellanox (Израиль)7.

Многие вопросы, связанные с  вычислительны-
ми ресурсами, необходимыми рядовым пользовате-
лям и организациям, возникают в связи с организа-
цией и использованием вычислительных кластеров. 
Поэтому обзор литературы необходимо дополнить 
анализом некоторых характерных зарубежных 
источников. В работах [12, 13] отмечаются недостат-
ки кластерных вычислительных систем. Некоторые 
из этих недостатков находятся в противоречии с пре-
имуществами, что объясняется спецификой пред-
приятий и пользователей: кластерами трудно управ-
лять без опыта; при большом размере кластера будет 
трудно обнаружить неисправность.

Проблема при поиске неисправности возникает, 
поскольку потребитель имеет дело с  единой сущ-
ностью, и при обнаружении неисправности неясно, 
с каким из компонентов связана проблема.

К недостаткам кластерных вычислительных си-
стем вычислений может быть также отнесено сле-
дующее обстоятельство [14]: не всем потребителям 
кластеры подходят для коммерческого и  бизнес-
использования, поскольку требуют специальных 
навыков программирования, знания систем и языков 
программирования, которые не используются широ-
ко в  коммерческих целях. От  персонала требуется 
обладание специальными техническими навыками 
для работы и администрирования.

5  Центр коллективного пользования сверхвысокопро-
изводительными вычислительными ресурсами МГУ имени 
М.В. Ломоносова. https://parallel.ru/cluster. Дата обращения 
02.06.2025. [Center for Collective Use of Ultra-High-Performance 
Computing Resources at  Lomonosov Moscow State University. 
https://parallel.ru/cluster. Accessed June 02, 2025 (in Russ.).]

6  Чернявцева В. Яндекс создал три мощнейших 
в  России суперкомпьютера. https://nplus1.ru/news/2021/11/15/
chervonenkis. Дата обращения 02.06.2025.  [Chernyavtseva V. 
Yandex has created three of Russia’s most powerful supercomputers. 
https://nplus1.ru/news/2021/11/15/chervonenkis. Accessed June 02, 
2025 (in Russ.).]

7  Россия внезапно ворвалась в мировой топ самых мощ-
ных суперкомпьютеров. https://www.cnews.ru/news/top/2021-
11-16_rossijskie_superkompyutery. Дата обращения 02.06.2025.  
[Russia suddenly burst into the world’s top most powerful 
supercomputers. https://www.cnews.ru/news/top/2021-11-16_
rossijskie_superkompyutery. Accessed June 02, 2025 (in Russ.).]
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Большое число рассмотренных вычислитель-
ных кластеров средней и низкой стоимости созда-
ется на  основе разного рода коммутаторов, в  т.ч. 
коммутаторов Infiniband и Ethernet. В представлен-
ном на рис. 1 примере организации вычислитель-
ного кластера и его инфраструктуры трафики раз-
личных локальных сетей могут пересекаться, если 
это не  затрудняет выполнение основной функции 
узлов кластера. Узлы кластера N1–N16 обрабатыва-
ют пользовательскую нагрузку; U1, U2 – управляю-
щие узлы, отслеживающие состояние аппаратного 
и программного обеспечения кластера и принима-
ющие действия по его перенастройке в связи с ка-
ким-либо событием, происходящим в  кластере; 
M1, M2 – общие резервные хранилища, в которых 
хранится информация, доступная всем узлам кла-
стера и  используемая ими для доступа к  общим 
данным, в т.ч. к данным о вышедшем из строя узле, 
которыми может воспользоваться резервный узел; 
S1,  S2  – серверы, доступные по  общедоступной 
и  клиентской сетям. Коммутатор уровня  L2  част-
ной сети осуществляет обмен данными между узла-
ми кластера, используя аппаратные MAC8-адреса. 
По  частной сети передаются командные сообще-
ния, используемые узлами для проверки работо-
способности, перенастройки и синхронизации кла-
стера.

Коммутатор уровня  L3  общедоступной сети 
осуществляет обмен данными, используя межсе-
тевые  IP9 или аппаратные МАС-адреса. На  уров-
не общедоступной сети виртуализируется доступ 
к  кластеру, как к  единой системе. Локальная сеть, 
построенная на  основе коммутатора уровня  L2+ 
с  добавленными функциями, обеспечивает доступ 
клиентов к кластеру. Наличие в инфраструктуре вы-
числительного кластера нескольких сетевых комму-
таторов позволяет использовать три основных вида 
сетей: коммуникационный, транспортный и сервис-
ный [15].

Для решения поставленных в настоящей работе 
актуальных задач – организации эффективной функ-
циональной архитектуры кластеров за счет создания 
нового обеспечения прикладного класса и  класса 
middleware важно ориентироваться на  имеющееся 
развитое обеспечение: сервисы обработки сообще-
ний – message-oriented middleware, сервисы, обеспе-
чивающие аналитику больших данных и подключе-
ние к хранилищу данных – data warehousing and big 
data analytics и протоколы и продукты, обеспечива-
ющие межпроцессные взаимодействия – interprocess 
communications [15].

8  Media access control – контроль доступа к среде.
9  Internet protocol address – уникальный числовой иден-

тификатор устройства.

1. АВТОМАТНЫЕ МОДЕЛИ КЛАСТЕРНЫХ 
ПРИЛОЖЕНИЙ ПРОМЕЖУТОЧНОГО УРОВНЯ

Вычислительная система в  работе  [1] опреде-
ляется на абстрактном уровне как совокупность ра-
ботающих во  времени функциональных устройств. 
При оценке качества работы предлагается абстра-
гироваться от  содержательной части выполняемых 
операций и  учитывать работу функциональных 
устройств в системе отсчета времени. Поэтому для 
анализа функционирования вычислительных кла-
стеров будет полезно строить формальные модели. 
Кроме того, как следует из курса «Вычислительное 
дело и  кластерные системы»  [15], «на практике 
не столько важны указанные производителем пико-
вые характеристики коммуникационной аппаратуры, 
сколько реальные показатели, достигаемые на уров-
не приложений пользователей». Из  этого высказы-
вания следует, что выбор системной и функциональ-
ной архитектуры вычислительного кластера должен 

Рис. 1. Вариант организации вычислительного 
кластера и его инфраструктуры
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определяться в  основном приложениями и  режи-
мами использования кластера, в  т.ч. реализуемыми 
на промежуточном уровне middleware. Поэтому ус-
ловно можно считать часть прикладного программ-
ного обеспечения и  программного обеспечения 
промежуточного уровня системным программным 
обеспечением, определяющим функциональность 
всего кластера компьютеров.

Главным эффектом от  интерпретации предла-
гаемых моделей является возможность их исполь-
зования в  качестве формализованных специфика-
ций при описании распараллеленных процессов 
в  кластерных вычислительных системах и  сетях 
на уровне задач, данных, алгоритмов и машинных 
инструкций, т.е. на  основных уровнях абстрак-
ции – от концептуального представления до дета-
лей реализации. Выбор приведенных далее при-
меров моделей, основанных на  схемах программ, 
базируется на  соблюдении высокого уровня общ-
ности: алгоритмы должны содержать все базовые 
алгоритмические конструкции, позволяющие реа-
лизовывать последовательности, ветвления и  ци-
клы; должна быть предусмотрена возможность 
переинтерпретации видов распараллеливания  – 
на уровне задач, на уровне данных, на уровне ал-
горитмов и  на уровне команд машинного уровня 
с  возможностью чередования последовательных 
однопотоковых частей программы с многопотоко-
выми параллельными участками.

Однако исследовать реальную работу прило-
жений можно только на  работающем кластере. 
Разрешить проблему на  предварительных этапах 
с меньшими затратами усилий и средств возможно 
при помощи использования исполнимых формаль-
ных моделей, на основе которых следует построить 
имитационные модели работы кластера. Указанные 
модели могут включать характерные или упрощен-
ные фрагменты реальных приложений.

На данном этапе построения моделей не  рас-
сматривается семантика данных и  операций, т.е. 
для сохранения общности моделей значения пе-
ременных и  символов операций не  интерпретиро-
ваны. Предполагается, что методы создания и  ин-
терпретации моделей можно далее использовать 
при создании действующих интерпретированных 
приложений в  случае, когда кластер будет введен 
в эксплуатацию. В этом случае формальные модели 
могли бы играть роль формализованных специфи-
каций.

Удобными моделями для последующего ис-
пользования в этих целях являются: язык граф-схем 
алгоритмов  (ГСА), конечные автоматы и  логико-
алгебраические модели на  основе логики преди-
катов первого порядка. В  настоящем подразде-
ле предлагается использовать модель конечного 

частичного автомата Мура10 [16]. Эта модель также 
хорошо известна по  работам в  области микропро-
граммирования  [17,  18]. На  рис.  2  и  3  представле-
ны выбранные для иллюстрации создания моделей 
приложения примеры ГСА: ГСА1 и ГСА2. Основные 
критерии для выбора  – обычные требования кор-
ректности ГСА и  наличие последовательностей 
операторов и  ветвлений. ГСА1  (рис.  2) содержит 
операторные вершины  (далее просто операторы) 
A0,  A1,  A2,  …,  A16,  A27,  AK. Кроме того, ГСА1  со-
держит параллельные фрагменты, представленные 
структурированными  операторами C1,  C2,  …,  C8, 
каждому из которых соответствует «внутренняя» ко-
пия ГСА2 (рис. 3); каждая копия, или клон, содержит 
локальные операторы A17, A18, A19, …, A25, A26.

Обе ГСА содержат условные вершины  (далее  – 
просто логические условия) x1,  x2,  …,  x5  (ГСА1) 
и x6, x7, …, x10 (ГСА2). Символы условий рассматри-
ваются как имена унарных предикатов. Значения ло-
гических условий – 0 (истина, true) или 1 (ложь, false) 
вычисляются по завершении выполнения операторов, 
в т.ч. операторов ввода входных условий (входных сиг-
налов, или входных символов, частичного автомата).
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Рис. 2. Граф-схема алгоритма ГСА1 работы 
приложения для кластера

10  Гуренко В.В. Введение в теорию автоматов. М.: МГТУ 
им. Н.Э. Баумана, 2013. https://rusist.info/book/10028635?ysclid=
mf5p2z07v616437010. Дата обращения 02.06.2025. [Gurenko V.V. 
Introduction to Automata Theory. Moscow: Bauman Moscow State 
Technical University; 2013. https://rusist.info/book/10028635?ysclid
=mf5p2z07v616437010. Accessed June 02, 2025 (in Russ.).]

https://rusist.info/book/10028635?ysclid=mf5p2z07v616437010
https://rusist.info/book/10028635?ysclid=mf5p2z07v616437010
https://rusist.info/book/10028635?ysclid=mf5p2z07v616437010
https://rusist.info/book/10028635?ysclid=mf5p2z07v616437010
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Построение и  исследование автоматных моделей 
будут проведены для методов SPMD (Single Program, 
Multiple Data  – одиночная  («клонируемая») програм-
ма, множественный поток данных). В  дальнейших 
подразделах будут построены другие исполнимые 
модели на  основе логико-алгебраического подхода: 
MPMD (Multiple Programs, Multiple Data – множествен-
ный поток программ, множественный поток данных) 
и MPSD (Multiple Programs, Single Data – множествен-
ный поток программ, одиночный поток данных)  [1]. 
Последний метод больше всего подходит к конвейер-
ной обработке данных. Все эти методы используются 
для достижения параллелизма. Существует ряд вари-
антов реализации перечисленных методов, используе-
мых в вычислительных кластерах.
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Рис. 3. Граф-схема алгоритма ГСА2 для одной копии 
параллельного участка приложения для кластера

В качестве начального языка для задания ча-
стичных автоматов выбраны системы канонических 
уравнений  (СКУ)  [18,  19], которыми описываются 
переходы из одних состояний в другие. Допускаемые 
параллельные переходы соответствуют, например, 
представлению параллельных участков в модифици-
рованных логических схемах алгоритмов, известно-
му из работ по микропрограммированию [20]. В этих 
схемах параллельные участки считаются частны-
ми  логическими схемами алгоритмов и  допускают 
простую переинтерпретацию в  графическую фор-
му ГСА. Языки параллельных ГСА использовались 

также в работах [21, 22]. Структуризация состояний 
иерархических автоматов была предложена ранее 
в ряде работ [23–25].

В предлагаемых далее автоматных СКУ-моделях 
использованы следующие понятия. Операторам 
поставлены во  взаимно однозначное соответствие 
так называемые частные события, представленные 
унарными предикатами вида Ai(t), определенны-
ми на  множестве значений дискретного времени  t. 
Частичные входные переменные, или входные усло-
вия, представлены унарными предикатами вида xj(t), 
также определенными на множестве значений дис-
кретного времени t. Введены также унарные преди-
каты вида zk(t), которые могут принимать истинные 
значения только после того, как соответствующие 
им события вида Ak(t) уже произошли, что соответ-
ствует тому факту, что оператор  Ak завершил свою 
работу. Таким образом, при zk(t)  =  0  (ложь) собы-
тие Ak(t) сохраняется, а при zk(t) = 1 (истина) – не со-
храняется. Первое условие для события Ak(t) позво-
ляет продлить его выполнение, а  при выполнении 
второго, противоположного условия, событие  Ak(t) 
завершается. Условию зарождения события соответ-
ствует переход из  предшествующего ему события. 
Остальные особенности построения СКУ удобно 
пояснить на примерах перехода от ГСА к СКУ.

На рис. 4 представлен граф переходов состояний 
автоматной модели последовательного приложения, 
построенный путем перехода от ГСА1 и ГСА2; вы-
делен участок  С0, предназначенный для последую-
щего клонирования при переходе к моделированию 
приложения, соответствующего режиму работы кла-
стера SPMD. Данный граф, как потребуется в даль-
нейшем, может также рассматриваться как последо-
вательная композиция двух частичных автоматов: 
первому автомату соответствуют состояния  1–16, 
а второму – 17–27.

На рис. 2  и 3  использованы общепринятые 
для ГСА обозначения для логических условий: 
x1,  x2,  …,  x10, также рассматриваемые в  языке на-
чального уровня  СКУ для задания частичных ко-
нечных автоматов как имена унарных предикатов. 
На рис. 4 и далее на рис. 5 использованы другие име-
на для трех входных переменных, также удобные 
в  дальнейшем при тестировании приложений при 
помощи анализа частичных автоматов: х  (значение 
х =  true после окончания работы любого оператора 
без вычисления или без ввода значения условия), 
nx (значение nx = true, если после окончания работы 
оператора вычислено или введено ложное значение 
условия, в противном случае nx =  false), yx  (значе-
ние yx =  true, если после окончания работы опера-
тора вычислено или введено истинное значение 
условия, в противном случае yx = false). Места вы-
числения и  проверки этих переменных однозначно 
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определяются местом оператора, что при необхо-
димости может быть использовано для обычной 
нумерации логических условий  x1,  x2, …,  x10 и ис-
пользовано далее при составлении СКУ и  логико-
алгебраических выражений. На рис. 4 первое состо-
яние обозначено как начальное, стартовое  (Start), 
а 28-е – как конечное, завершающее (End).
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Рис. 4. Граф переходов состояний автоматной 
модели последовательного приложения; выделен 
участок С0, предназначенный для последующего 

клонирования при переходе к режиму SPMD

Систему канонических уравнений возможно 
считать системой продукционных правил, предна-
значенной для представления знаний в  автоматных 
моделях. Продукции возможно использовать для 
представления знаний, которые могут принимать 
формы правил вида «посылка →  заключение, усло-
вие  →  действие». Левая часть правила называется 
антецедентом, правая – консеквентом. Антецедент – 
это посылка правила  (условная часть), состоит 
из элементарных высказываний, использующих ло-
гические символы И, ИЛИ, НЕ; консеквент (заклю-
чение) включает одно или несколько предложений, 
которые выражают либо некоторый факт, либо ука-
зание на определенное действие, подлежащее испол-
нению [26–28]. Набор продукций образует продукци-
онную систему, для которой задаются специальные 
процедуры выбора продукций и выполнение той или 
иной продукции из числа выбранных.

Отличительной особенностью СКУ, рассматри-
ваемой в  качестве разновидности продукционной 
системы, является размещение условной части (ан-
тецедента) справа, а действия, или заключения (кон-
секвента)  – слева и, следовательно, направление 
вывода  – справа налево. Это по  большей части 
связано с  теорией и  практикой синтеза микропро-
граммных автоматов и  с представлением наряду 
с  каноническими уравнениями функций возбужде-
ния элементарных автоматов (D-триггеров, или эле-
ментов задержек) при унитарном кодировании со-
стояний конечного частичного автомата [17, 18, 29]. 

В  дальнейшем понятие «продукция» будет исполь-
зовано также и при построении логико-алгебраиче-
ских моделей систем кластерного типа.

2. АВТОМАТНАЯ СКУ-МОДЕЛЬ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ЧАСТИ ПРИЛОЖЕНИЯ

На рис. 4 представлен граф переходов состояний 
автоматной модели последовательного приложения. 
Часть состояний a1, a2, …, a16, a28 получена путем 
разметки состояний автомата Мура на  ГСА1, пред-
ставленной на  рис.  2. Остальная часть состояний 
a17, a18, …, a27 принадлежит подграфу C0, который 
построен путем разметки состояний автомата Мура 
на ГСА2.

На данном этапе рекуррентные предикатные 
уравнения СКУ SPSeq для ГСА1 составлены без уче-
та структурированных операторов C1, C2, …, C8 и, 
соответственно, без структурированных состояний 
a17, a18, …, a27 автомата, т.е. модель пока охватывает 
только операторы A0, A1, …, A16:

A0(t + 1) = A0(t) & ¬x0(t) ∨ xbegin(t);
A1(t + 1) = A0(t) & x0(t) ∨ A1(t) & ¬z1(t);
A2(t + 1) = A1(t) & z1(t) ∨ A2(t) & ¬z2(t);
A3(t + 1) = A2(t) & z2(t) & ¬x1(t) ∨ A3(t) & ¬z3(t);
A4(t + 1) = A2(t) & z2(t) & x1(t) ∨ A4(t) & ¬z4(t);
A5(t + 1) = A3(t) & z3(t) ∨ A4(t) & z4(t) ∨ A5(t) & ¬z5(t);
A6(t + 1) = A5(t) & z4(t) ∨ A6(t) & ¬z6(t);
A7(t + 1) = A6(t) & z6(t) & ¬x2(t) ∨ A7(t) & ¬z7(t);
A8(t + 1) = A6(t) & z6(t) & x2(t) ∨ A8(t) & ¬z8(t);
A9(t + 1) = A7(t) & z7(t) & ¬x3(t) ∨ A9(t) & ¬z9(t);
A10(t + 1) = A7(t) & z7(t) & x3(t) ∨ A10(t) & ¬z10(t);
A11(t + 1) = A8(t) & z8(t) & ¬x4(t) ∨ A11(t) & ¬z11(t);
A12(t + 1) = A8(t) & z8(t) & x4(t) ∨ A12(t) & ¬z12(t);
A13(t + 1) = A9(t) & z9(t) ∨ A10(t) & z10(t) ∨ A11(t) &

& z11(t)∨ A12(t) & z12(t) ∨ A13(t) & ¬z13(t);
A14(t + 1) = A13(t) & z13(t) & x5(t) ∨ A14(t) & ¬z14(t);
A15(t + 1) = A13(t) & z13(t) & ¬x5(t) ∨ A15(t) & ¬z15(t);
A16(t + 1) = A14(t) & z14(t) ∨ A15(t) & z15(t) ∨ A16(t) & ¬z16(t),

где xbegin(t) – входная переменная («сигнал»).
Копии (или клоны) модуля приложения, составлен-

ного по СКУ SPSeq для ГСА1, загружаются на все вы-
числительные узлы кластера и выполняются в парал-
лельном режиме, обрабатывая одни и те же данные или 
осуществляют ввод однотипных данных. Автоматная 
модель предполагает различные времена исполнения 
событий, соответствующих операторам приложения. 
При дальнейшем описании уравнений СКУ термины 
«событие» и  «состояние» для сокращения описания 
будут рассматриваться как синонимы.
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Ниже приведены описания некоторых ключевых 
уравнений из приведенной СКУ. Начальное уравне-
ние имеет следующий вид:

A0(t + 1) = A0(t) & ¬x0(t) ∨ xbegin(t).

В соответствии с  этим уравнением при по-
явлении истинного значения входной перемен-
ной xbegin(t) = true в автомате в следующем такте уста-
навливается начальное событие A0(t  +  1) =  true, что 
соответствует его зарождению. Это событие сохраня-
ется до тех пор, пока истинно условие его сохранения 
A0(t) & ¬x0(t) при A0(t + 1) = true и x0(t) = false. Далее, 
при поступлении входного сигнала x0(t) = true в авто-
мате формируется истинное условие A0(t) & x0(t) за-
рождения нового события A1(t + 1):

A1(t + 1) = A0(t) & x0(t) ∨ A1(t) & ¬z1(t).

Это событие сохраняется до  тех пор, пока ис-
тинно условие A1(t)  &  ¬z1(t) его сохранения. Оно 
завершится  (A1(t  +  1)  =  false, т.е. это высказывание 
станет ложным) при выработке оператором  A1  при-
знака  z1(t)  =  true окончания своей работы. Как вид-
но из  рекуррентных предикатных уравнений дан-
ной  СКУ  SPSeq, событие установления истинности 
антецедента  (правого высказывания) происходит 
в фиксированный момент времени  t, а событие уста-
новления истинности консеквента (левого высказыва-
ния) происходит в следующий момент времени (t +  1).

3. АВТОМАТНАЯ СКУ-МОДЕЛЬ 
РАБОТЫ ОДНОГО ИЗ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 

УЧАСТКОВ (КЛОНОВ) ПРИЛОЖЕНИЯ

На рис. 4 представлен граф переходов состояний 
автоматной модели последовательного приложения; 
выделен участок С0, предназначенный для последу-
ющего клонирования при переходе к режиму SPMD.

Рекуррентные предикатные уравнения СКУ MDClon 
для ГСА2:

A17(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ A17(t) & ¬z17(t);
A18(t + 1) = A17(t) & z17(t) & x6(t) ∨ A20(t) &

& z20(t) ∨ A23(t) & z23(t) ∨ A18(t) & ¬z18(t);
A19(t + 1) = A18(t) & z18(t) & x7(t) ∨ A19(t) & ¬z19(t);
A20(t + 1) = A19(t) & z19(t) & x8(t) ∨ A20(t) & ¬z20(t);
A21(t + 1) = A17(t) & z17(t) & ¬x6(t) ∨ A21(t) & ¬z21(t); 
A22(t + 1) = A18(t) & z18(t) & ¬x7(t) ∨ A22(t) & ¬z22(t);
A23(t + 1) = A22(t) & z22(t) & ¬x9(t) ∨ A23(t) & ¬z23(t);
A24(t + 1) = A19(t) & z19(t) & ¬x8(t) ∨ A22(t) & z22(t) &

& x9(t) ∨ A21(t) & ¬z21(t) ∨ A24(t) & ¬z24(t);
A25(t + 1) = A24(t) & z24(t) & ¬x10(t) ∨ A25(t) & ¬z25(t);

A26(t + 1) = A24(t) & z24(t) & x10(t) ∨ A26(t) & ¬z26(t);
A27(t + 1) = A25(t) & z25(t) ∨ A26(t) & z26(t) ∨ A27(t) &

& ¬z27(t).

Совместно используемые автоматная СКУ-мо
дель SPSeq и  одна копия СКУ-модели MDClon, взя-
тые вместе, задают единую автоматную модель, 
обозначенную как SPSeq  *  MDClon, где символ «*» 
обозначает операцию объединения двух СКУ в одну 
общую. Граф переходов состояний для этой модели 
представлен на  рис.  4. Другая интерпретация, как 
было указано ранее, позволяет считать граф пере-
ходов состояний SPSeq  *  MDClon последовательной 
композицией частичных автоматов.

4. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО-ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ 
КОМПОЗИЦИЯ АВТОМАТОВ, 

ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ РАБОТУ 
КОМПЬЮТЕРОВ КЛАСТЕРА

Граф-схема алгоритма ГСА1 на рис. 2 содержит 
параллельные участки, обозначенные сокращенно 
как структурированные операторы  C1,  C2,  …,  C8. 
При полном одноуровневом представлении каждый 
из этих операторов заменяется на ГСА2 на рис. 3 и 
при программной реализации выполняется неза-
висимо от  других на  «своем» компьютере класте-
ра. Полная сетевая СКУ-модель последовательно-
параллельной сети автоматов представлена 
выражением следующего вида: 

SPSeq * (ParReplicate(1..8)MDClon),

где Replicate(1..8)  – включение СКУ в  общую си-
стему 8 раз подряд, Par – указание, что эти реплики 
надо выполнять параллельно.

Граф переходов состояний для данной сети ча-
стичных автоматов со структурированными состоя-
ниями C1–C8 представлен на рис. 5. При построении 
сетевой СКУ-модели необходимо составить урав-
нения, включающие структурированные события. 
Каждое структурированное событие представля-
ет вложенный частичный автомат. Использование  
иерархических конечных автоматов является прин-
ципиально важным способом проектирования про-
граммного обеспечения и  соответствует понятию 
«подпрограмма».

Достоинством метода формализации алгорит-
мов с  использованием СКУ является компактное 
логическое описание функций переходов  [16,  17]. 
Аналогично структурированным состояни-
ям C1–C8 вводятся одноименные структурированные 
события. «Вложением» в  каждое структурирован-
ное событие являются уже составленные автомат-
ные СКУ MDClon.
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Зарождение и продолжение событий С1–С8 (ини-
циирование и  параллельная работа независимых 
друг от друга программных модулей) описываются 
следующей СКУ SC:

С1(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C1(t) & ¬w1(t);
С2(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C2(t) & ¬w2(t);
С3(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C3(t) & ¬w3(t);
С4(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C4(t) & ¬w4(t);
С5(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C5(t) & ¬w5(t);
С6(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C6(t) & ¬w6(t);
С7(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C7(t) & ¬w7(t);
С8(t + 1) = A16(t) & z16(t) ∨ C8(t) & ¬w8(t).

Каждое из событий С1–С8 зарождается при ис-
тинности составного высказывания A16(t)  &  z16(t), 
т.е. является следствием успешного завершения 
события  A16. Каждое из  этих событий  Сi сохраня-
ется, пока не будет выполнено завершающее усло-
вие wi(t), i = 1, 2, …, 8. События С1–С8 начинаются 
одновременно, но  не обязательно заканчиваются 
одновременно, поскольку завершающие условия 
могут не  зависеть друг от  друга. Однако переход 
к  событию  A28  должен произойти только после 
завершения всех событий  С1–С8. Поэтому далее 
в  СКУ-модели должны следовать события, опре-
деляющие барьерную синхронизацию и состоящие 
в  ожидании завершения событий  С1–С8  в каждой 
из  ветвей и  последующего зарождения и  сохране-
ния событий-индикаторов D1–D8 завершения рабо-
ты всех ветвей.
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Рис. 5. Последовательно-параллельная сеть 
автоматов с вложенными состояниями выполнения 
приложения в кластере в режиме обработки SPMD

Система канонических уравнений SD, описыва-
ющая зарождение и сохранение этих событий, имеет 
следующий вид:

D1(t + 1) = C1(t) & w1(t) ∨ D1(t) & ¬D9(t);
D2(t + 1) = C2(t) & w2(t) ∨ D2(t) & ¬D9(t);
D3(t + 1) = C3(t) & w3(t) ∨ D3(t) & ¬D9(t);
D4(t + 1) = C4(t) & w4(t) ∨ D4(t) & ¬D9(t);
D5(t + 1) = C5(t) & w5(t) ∨ D5(t) & ¬D9(t);
D6(t + 1) = C6(t) & w6(t) ∨ D6(t) & ¬D9(t);
D7(t + 1) = C7(t) & w7(t) ∨ D7(t) & ¬D9(t);
D8(t + 1) = C8(t) & w8(t) ∨ D8(t) & ¬D9(t).

Следующее единственное уравнение, обозна-
ченное дополнительно как система СКУ D9, описы-
вает ожидание наступления всех событий-индика-
торов D1–D8 завершения параллельной работы всех 
ветвей:

D9(t + 1) = D1(t) & D2(t) & D3(t) & D4(t) & D5(t) & 
& D6(t) & D7(t) & D8(t) ∨ D9(t) & ¬v9(t).

Уравнения, описывающие переход к  завершаю-
щим событиям A28, A29 и далее – к событию A1 управ-
ляющего модуля, имеют следующий вид: 

A28(t + 1) = D9(t) & v9(t) ∨ A28(t) & ¬z28(t);
A29(t + 1) = A28(t) & z28(t) ∨ A29(t) & ¬z29(t);

A1(t + 1) = A29(t) & z29(t) ∨ A1(t) & ¬z1(t).

В целях использования уравнений для собы-
тий A28 и A29 в объединенном выражении для сети 
частичных автоматов, они обозначены как отдель-
ные СКУ A28 и A29 соответственно.

Для реализации детализированной сетевой 
СКУ-модели выполнения приложения в  кластере 
в  режиме последовательно-параллельной обработ-
ки  SPMD все уравнения необходимо объединить 
в следующей последовательности:

SPMD: SPSeq * SС * SD * D9 * A28 * A29,

причем инициирование описанных ранее параллель-
ных реплик ParReplicate(1..8)MDClon осуществляет-
ся при наступлении событий  С1–С8, определяемых 
подсистемой  СКУ  SС, а  завершение выполнения 
этих реплик происходит при наступлении собы-
тий D1–D8, определяемых подсистемой СКУ SD. При 
работе реплик расширяется диапазон изменения пе-
ременной t, отсчитывающей системное время.

Результирующая общая СКУ-модель сети авто-
матов выполнения приложения в кластере в режиме 
последовательно-параллельной обработки  SPMD 
относится к классу исполнимых моделей. Она легко 
программируется на  алгоритмических языках, со-
держащих операторы передачи сообщений, а также 
на языке ассемблера для микроконтроллеров и языке 
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микропрограммирования. На  ее основе построена 
имитационная модель, позволяющую исследовать 
функционирование кластерной системы на  микро
уровне.

Рассматриваемые в  настоящей работе сети ча-
стичных конечных автоматов состоят из автоматов, 
моделирующих связанные интерфейсом переда-
чи сообщений по  входам и  выходам программные 
модули приложения вычислительного кластера. 
Каждый модуль может принять сообщение на входе, 
передающее управление с данными, обработать его 
и передать управляющее сообщение с данными сле-
дующему модулю. Предполагается, что другие виды 
межмодульного взаимодействия в  кластере не  рас-
сматриваются. Поэтому здесь не  рассматриваются 
вопросы композиции автоматов и  другие способы 
построения сложных автоматов из простых [30].

Автоматное программирование в настоящее вре-
мя предлагается считать одной из технологий, в су-
щественной степени сокращающей сроки составле-
ния программ и упрощающей их тестирование [31]. 
Системы канонических уравнений также позволяют 
создавать на  их основе программы прикладного, 
промежуточного и системного уровней.

Как известно, к  нарушению корректности  ГСА 
приводят следующие и  другие конфигурации: 
взаимная блокировка, неоднозначность, зависа-
ние. Поэтому задачу проверки граф-схемы на  кор-
ректность предлагается решать на  абстрактной 
модели взаимодействий алгоритмов  – на  сетях 
Петри  [32,  33]. Методики перехода от  параллель-
ной ГСА к сети Петри приведены, например, в ра-
ботах [21, 22].

5. ФОРМАЛИЗАЦИЯ 
ЛОГИКО-ВЕРОЯТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ 

СЕТЕЙ ЧАСТИЧНЫХ АВТОМАТОВ, 
СОЗДАВАЕМЫХ НА ОСНОВЕ ЯЗЫКА СКУ

Вводится понятие логико-вероятностной модели 
«темпоральная вероятностная  СКУ»  (ТВСКУ), ко-
торая позволит получить наглядную формализацию 
и  реализацию автоматных моделей и  рабочих про-
грамм, характерных для кластерных и  других при-
ложений, например, с конвейерным параллелизмом, 
и в существенной степени сократить число «инкре-
ментных» сложений при перечислении моментов 
дискретного времени:

ТВСКУ = (СКУ0, S, X, TX, WTX, TZ, WTZ),

где сетевая СКУ0    – исходная, принятая в качестве 
начального языка описания сети конечных автома-
тов СКУ, ограниченная описанием частичных авто-
матов и характерным для кластерных и конвейерных 

вычислительных систем в основном последователь-
ным выполнением событий во  времени; дополни-
тельно допускается только простой параллелизм 
событий без взаимодействия копий ветвей СКУ0, за-
вершающихся барьерной синхронизацией ветвей; S – 
конечное множество событий {S0(t), S1(t), …, Sn(t)}, 
заданных унарными предикатами; X  – конечное 
множество входных событий, заданных унарны-
ми предикатами  {X0(t),  X1(t),  …,  Xm(t)}; TX  – ко-
нечное множество случайных временных ин-
тервалов  {tx0,  tx1,  …,  txm} от  текущих моментов 
до  моментов наступления входных событий  X; 
WTX  – конечное множество функций распределе-
ния вероятностей вида P{txk = i} = pki, i = 0, 1, …, ik, 
случайных временных интервалов из множества TX; 
TZ  – конечное множество случайных временных 
интервалов {tz0,  tz1, …,  tzn} сохранения, т.е. выпол-
нения событий из  множества  S; WTZ  – конечное 
множество функций распределения вероятностей 
вида P{tzr = j} = prj, j = 0, 1, …, jr, случайных времен-
ных интервалов из множества TZ.

Случайные величины  (в  программных реали-
зациях  – псевдослучайные величины)  tx  и  tz при-
нимают только целые неотрицательные значения. 
Рассматриваются только конечные распределения 
вероятностей целочисленных случайных величин. 
Возможно также использование целочисленных кон-
стант в качестве значений величин tXk, k = 0, 1, …, m 
и tzr, r = 0, 1, …, n.

Структура приложения, содержащего последо-
вательные и  независимые параллельные секции, 
образующие сеть автоматов, может допускать более 
глубокий уровень вложенности, что характерно для 
большинства кластерных вычислительных систем.

Исходная неинтерпретируемость модели ТВСКУ 
позволяет применять ее на уровне программ, моду-
лей программ, операторов, вплоть до уровня машин-
ных команд и микропрограмм.

Общий подход к разработке статистической ис-
полнимой модели кластерного приложения состо-
ит в  следующем. Используется метод организации 
последовательности событий, при реализации ко-
торого чередуются периоды зарождения событий 
с периодами сохранения событий. Пусть, например, 
для последовательной секции приложения, форма-
лизованной, например, системой  СКУ  SPSeq, вы-
полняются действия, заданные следующими тремя 
уравнениями:

A2(t + 1) = A1(t) & z1(t) ∨ A2(t) & ¬z2(t);
A3(t + 1) = A2(t) & z2(t) & ¬x1(t) ∨ A3(t) & ¬z3(t);
A4(t + 1) = A2(t) & z2(t) & x1(t) ∨ A4(t) & ¬z4(t).

Как было определено при построении какого-
либо уравнения, зарождение очередного события, 



18

Grigory V. PetushkovOrganization and study of cluster computing systems with functional architecture  
determined by executable models. Automata executable models of information processing

Russian Technological Journal. 2025;13(6):7–24

например, события  A2(t  +  1), происходит в  момент 
времени (t + 1). Для того, чтобы это событие состо-
ялось в  указанный момент времени, необходимо, 
чтобы в предыдущий момент времени t были истин-
ны высказывания A1(t) и z1(t) – т.е. событие A1(t) вы-
полнилось бы  последний раз в  этот момент, на  что 
указывало бы появление истинного значения выска-
зывания  z1(t)  – окончания действия события  A1(t). 
С момента времени (t + 1) начинается действие собы-
тия A2(t + 1), которое сохраняется до тех пор, пока бу-
дет ложно высказывание  z2(t). Появление истинного 
значения высказывания z2(t) приведет к  тому факту, 
что составное высказывание A2(t) & ¬z2(t) станет лож-
ным и условие сохранения события A2(t) выполняться 
не будет. В следующий момент времени событие A2(t) 
состоится последний раз, и  при истинности выска-
зывания  A2(t)  &  z2(t)  &  ¬x1(t) в  следующий момент 
времени  (t  +  1) начнет выполняться  (зародится) со-
бытие A3(t + 1). «Продлить» сохранение события A2(t) 
возможно, перейдя к отметке времени  t =  t +  tz2 его 
окончания, где значение временного интерва-
ла  tz2 определяется при помощи датчика псевдослу-
чайных чисел с  заданным законом распределения. 
Действуя аналогично, можно отсрочить зарождение 
события A3(t + 1), отсрочив действие входной пере-
менной x1(t) на величину интервала времени tx1 путем 
перехода к временной отметке события t = t + tx1, соот-
ветствующего активизации переменной x1(t). Значение 
переменной  tx1  задается датчиком псевдослучайных 
чисел. Составное высказывание A2(t) & z2(t) & ¬x1(t) 
станет истинным, и далее произойдет зарождение со-
бытия A3(t + 1) в следующий момент времени (t + 1). 
Сохранение события  A3, зарождение и  сохранение 
события A4 происходят аналогично. Так, путем пере-
хода от события к событию реализуется логико-веро-
ятностная модель кластерного приложения. 

На рис. 5  представлена сетевая автоматная мо-
дель выполнения приложения в  кластере в режиме 
последовательно-параллельной работы  SPMD. При 
принятом режиме работы независимых параллель-
ных программ в параллельной секции режима SPMD 
возможно при разработке общей сетевой автомат-
ной модели использовать независимые автоматные 
СКУ-модели вида MDClon для представления струк-
турированных событий C1–C8.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ С МОДЕЛЯМИ 

КЛАСТЕРНЫХ СИСТЕМ 
В ПАРАЛЛЕЛЬНО-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОМ 

РЕЖИМЕ SPMD

На основании автоматных вероятностных 
СКУ-моделей построены имитационные статисти-
ческие модели выполнения приложений. В таблице 

представлены численные значения коэффициента 
ускорения выполнения выполняемого приложения 
в  режиме  SPMD на  вычислительном кластере, по-
лученные на  построенной имитационной модели. 
За ускорение, следуя  [1], взято отношение времени 
выполнения приложения на одном узле (tпосл + NtN) 
к сумме (tпосл + tN) времени выполнения того же при-
ложения в  параллельном режиме на  всех N  узлах 
кластера  tN и  времени  tпосл однократного выполне-
ния последовательного участка приложения:

k = (tпосл + NtN) / (tпосл + tN).

Предполагалось, что исполнение параллель-
ных участков происходит независимо друг от  друга. 
Поскольку времена выполнения последовательного 
и  распараллеливаемого участка заранее неизвест-
ны, их  статистические характеристики определяют-
ся путем выполнения статистического эксперимента. 
Поэтому в приведенной формуле tпосл и tN – это оценки 
математических ожиданий этих интервалов времени. 
При моделировании полагалось, что время работа каж-
дого оператора распределено равномерно от 1 до 9 мс. 
Переходы по условиям равновероятны (по 0.5).

Результаты сведены в  таблицу. Записи в  заго-
ловках столбцов означают, что коэффициент уско-
рения  k вычислен при указанном значении време-
ни  T  =  tпосл, выраженном в  единицах модельного 
времени (здесь – в миллисекундах, мс).

Таблица. Оценки коэффициента ускорения 
вычислений k, определенные при помощи 
статистических моделей

N T = 0 T = 10 T = 20 T = 30 T = 40 T = 50

1 1 1 1 1 1 1

2 2 1.98 1.96 1.94 1.92 1.9

4 4 3.88 3.77 3.67 3.57 3.48

8 8 7.46 7.0 6.6 6.25 5.93

16 16 13.8 12.25 11.0 10.0 9.25

32 32 24.2 19.6 16.5 14.3 12.6

Примеры зависимостей коэффициента ускоре-
ния k от числа узлов в кластере иллюстрирует рис. 6.

При T = 0 последовательного участка нет, поэто-
му значения коэффициента ускорения равны числу 
задействованных узлов. С ростом значения T эффект 
от  распараллеливания менее выражен, т.к. на  ре-
зультат вычисления коэффициента ускорения время 
выполнения последовательного участка оказывает 
большее влияние.

Сложность решения задачи вызвана разветвлен-
ностью выбранного алгоритма, а  также наличием 
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циклов. Время выполнения разветвленных участ-
ков программы и число проходимых циклов зависят 
от вида вводимых условий и на практике могут быть 
определены при помощи детальной имитационной 
модели. Как автоматные СКУ-модели, так и модели 
на  основе логико-алгебраических выражений явля-
ются моделями исполнимого типа, потому что для 
исследования свойств и  динамического поведения 
моделируемого объекта нужно модель «выполнить», 
т.е. запустить ее на компьютере и исследовать про-
цессы смены событий.

Вычисление коэффициента ускорения k проводи-
лось на основе результатов статистического модели-
рования. Например, на рис. 7 приведена гистограмма 
распределения времени tвып = tпосл + NtN выполнения 
приложения без распараллеливания при N = 1.
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Рис. 7. Гистограмма распределения времени 
выполнения tвып = tпосл + 32t32 приложения 

при N = 1 без распараллеливания;  
по оси абсцисс указаны границы частотных классов 

для гистограммы, шаг гистограммы – 40 мс; 
по оси ординат указано число попаданий в каждый 

частотный класс при объеме выборки – 10000

Здесь Mean1 = tпосл + 32t32 = 1008.622 мс – оцен-
ка математического ожидания времени выполнения 
приложения без распараллеливания.

На рис. 8 приведена гистограмма распределения 
времени выполнения приложения при N = 32 с после-
довательным участком и распараллеливанием. Здесь 
Mean2 =  tпосл +  t32 = 80.266 мс – оценка математи-
ческого ожидания времени выполнения приложения 
с последовательным участком и распараллеливани-
ем остальной части. Оценка времени выполнения 
последовательного участка определялась в  этом 
же эксперименте и равна tпосл = 49.991 мс.

Тогда k = (tпосл + 32t32)/(tпосл + t32) = 12.58. Такой 
же  результат дает вычисление коэффициента уско-
рения по  известной формуле для второго закона 
Амдала [1]:

k = N / [βN + (1 – β)] = 12.61

при N = 32 с долей последовательных вычислений

β = tпосл / (tпосл + 32t32) = 49.991 / 1008.622 = 0.04957.

Небольшая погрешность вызвана использовани-
ем метода статистического моделирования при оце-
нивании временных параметров в модели вычисли-
тельного кластера.
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Рис. 8. Гистограмма распределения времени 
выполнения tвып = tпосл + t32 приложения при N = 32, 

с последовательным участком и распараллеливанием 
остальной части; по оси абсцисс указаны 

границы частотных классов для гистограммы, шаг 
гистограммы – 5 мс; по оси ординат указано число 
попаданий в каждый частотный класс при объеме 

выборки – 10000

7. ПЕРЕХОД ОТ АВТОМАТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
К АСИНХРОННЫМ ЛОГИКО-АЛГЕБРАИЧЕСКИМ 

МОДЕЛЯМ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ 
КЛАСТЕРНЫХ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ 

НА ПРОМЕЖУТОЧНОМ УРОВНЕ MIDDLEWARE

В основе логико-алгебраических моделей лежат 
логические исчисления и  алгебраические системы. 
К  логическим исчислениям относятся исчисление 
высказываний и исчисление предикатов.

Аппарат логико-алгебраических операционных 
выражений (ЛАОВ), основанный на интеграции ряда 
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Рис. 6. Результаты статистических экспериментов 
с моделями кластера, выполняющего 

последовательно-параллельное приложение 
LSeq * ParReplicate(i = 1..8)Ci
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моделей, описан с позиций различных применений 
и обоснован в работах [34, 35]. Однако на заключи-
тельных этапах тестирования моделей при исследо-
вании их динамики рекомендуется непосредственно 
использовать сети Петри, заменяя или убирая при 
этом «нововведения», касающиеся дополнительного 
использования логики предикатов первого порядка. 
Для сохранения преемственности в названиях моду-
лей кластерного приложения для названий позиций 
выбраны имена операторных вершин в ГСА1 (рис. 2) 
и ГСА2 (рис. 3), а для индексации переходов автомат-
ной сети Петри – сдвоенные индексы. 

На рис. 9  представлены примеры, иллюстриру-
ющие переходы от  ГСА к  СКУ-модели частичного 
автомата и далее – к начальным логико-алгебраиче-
ским выражениям для сети Петри. Для фрагментов 
на рис. 9а и 9б составлены канонические уравнения, 
а для фрагмента на рис. 9в – логико-алгебраические 
выражения.

Система канонических уравнений для примеров 
рис. 9а и 9б имеет следующий вид:

A3(t + 1) = A2(t) & z2(t) ∨ A3(t) & ¬z3(t);
A4(t + 1) = A3(t) & z3(t) & ¬x1(t) ∨ A4(t) & ¬z4(t);
A5(t + 1) = A3(t) & z3(t) & x1(t) ∨ A4(t) & ¬z4(t).

Автоматная СКУ-модель имеет синхронный 
характер, и  при моделировании приходится вести 
отсчет текущего времени выполнения событий, 
что замедляет работу моделирующей программы. 
Согласно введенным ранее обозначениям для вход-
ных переменных в частичных автоматах на рис. 4 и 
рис. 9б x = true, nx = ¬x1 и yx = x1.

Система асинхронных ЛАОВ для примера 
на рис. 9в представлена в следующем виде:

T2, 3: [M(A2)&¬M(A3)]({M(A2) ¬ false, M(A3) ¬ true} ∨ 
∨ Ret);

T3, 4: [M(A3) & ¬M(A4) & ¬X(A3)]({X(A3) ¬ undef, 
M(A3) ¬ false, M(A4) ¬ true} ∨ Ret);

T3, 5: [M(A3) & ¬M(A5) & X(A3)]({X(A3) ¬ undef, 
M(A3) ¬ false, M(A5) ¬ true} ∨ Ret),

где undef  – неопределенное значение логического 
условия.

Приведенные выражения ЛАОВ в  данном 
случае интерпретируются как правила срабаты-
вания переходов логической сети Петри. Здесь 
M  – унарный предикат, или функция разметки по-
зиций, одноименных операторам исходной  ГСА;  
M(Ai) – высказывание, истинность которого соответ-
ствует наличию одной метки в  позиции  Ai, а  лож-
ность  – отсутствию метки; X  – унарный предикат, 
определяющий условия в исходной ГСА; X(Ai) – вы-
сказывание, принимающее истинное, ложное или не-
определенное значения, определяемые по результату 
выполнения оператора  Ai. Оператор  Ret усиливает 
процедурную составляющую ЛАОВ и осуществляет 
переход к его повторному выполнению при ложно-
сти условия, заключенного в квадратные скобки.

Логико-алгебраическая операционная модель, 
очевидно, может быть построена при использовании 
графа переходов состояний  (рис.  9б), послуживше-
го основой для построения сети Петри (рис. 9в), для 
чего необходимо соблюдать правило формирования 
условий операторами, в  т.ч. операторами ввода ус-
ловий.

(a) (б) (в)

Рис. 9. Фрагменты ГСА (а), графа переходов частичного автомата (б) и сети Петри (в)
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Правила срабатывания переходов могут да-
лее модифицироваться или дополняться в  соот-
ветствии с  требованиями предметной области. 
Дополнительные события  – передачи сообщений, 
приема сообщений, квитирования передач, опреде-
ления длительности событий, представляемые опе-
рациями модификации бинарных или тернарных 
предикатов, могут не  соответствовать общеприня-
тым понятиям сетей Петри. Поэтому правила пе-
реходов могут приобрести вид более общих ЛАОВ, 
для чего привлекается другой аппарат, например, ап-
парат систем алгоритмических алгебр [36, 37], сетей 
абстрактных машин  [38], реляционных исчислений 
и алгебр [39].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1.	Основанием, поддерживающим актуальность 
решаемых в  статье задач, является ограничен-
ность простых однородных систем кластеров, 
что усложняет создание систем, обеспечиваю-
щих высокий уровень структурно-функциональ-
ной динамики. Новые подходы к  проектирова-
нию системной и функциональной архитектуры 
вычислительных кластеров могут быть основа-
ны на организации эффективного использования 
и  управления работой кластера за  счет лучшей 
проблемной ориентации путем создания прило-
жений и  программного обеспечения промежу-
точного уровня middleware.

2.	Метод, предлагаемый и использованный в рабо-
те, основан на концепции проектирования архи-
тектуры, определяемой исполнимыми моделями, 
являющейся разновидностью предметно-ориен-
тированного проектирования.

3.	Отличительной особенностью методов, предла-
гаемых в  работе, является использование авто-
матного, сетевого автоматного и, в перспективе, 
логико-алгебраического подходов к  определе-
нию системной и функциональной архитектуры, 
которые применяются практически на всех уров-
нях предметной ориентации кластерных вычис-
лительных систем и  обеспечивают реализацию 
концепции архитектуры, формируемой при соз-
дании модели кластерной системы на различных 
уровнях абстракции – от концептуального пред-
ставления до деталей реализации.

4.	Показано, что главным эффектом от интерпрета-
ции предлагаемых автоматных моделей и методик 
является возможность их  использования в  каче-
стве формализованных спецификаций при описа-
нии распараллеленных процессов в  кластерных 
вычислительных системах на уровне задач, дан-
ных, алгоритмов и машинных инструкций.

5.	Результаты проведенных статистических экспери-
ментов показывают правильность построения ве-
роятностно-автоматных СКУ-моделей и  логико-
вероятностных моделей, а  также возможность 
их  использования в  качестве формализованных 
спецификаций.
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Резюме
Цели. Отсутствие квантовых компьютеров, устойчивых к ошибкам, а также невозможность обеспечить бес-
препятственный и полнофункциональный физический доступ к облачным квантовым системам поднимает 
актуальный вопрос о необходимости разработки методов оценки и верификации облачных квантовых ком-
пьютеров. Авторам видится перспективным использование подхода к  анализу возможностей квантового 
процессора в контексте его применимости для решения некоторых задач, возникающих при оценке систем 
защиты информации. Одним из примеров теста квантового вычислительного устройства (КВУ) на предмет 
выявления уровня производительности и качества вычислений может послужить модель генерации случай-
ной двоичной последовательности, анализ которой предоставляет информацию о корректности и надежно-
сти исследуемого квантового регистра. Цель работы заключается в разработке программного комплекса, 
с помощью которого представляется возможным моделирование работы КВУ в режиме квантового генера-
тора случайных чисел. 
Методы. Программная реализация по взаимодействию с облачными квантовыми компьютерами выполне-
на с использованием библиотеки Qiskit. Интерфейс программного комплекса реализован средствами Qt5, 
кроссплатформенного набора инструментов и виджетов для создания графических приложений. Анализ ге-
нерируемой двоичной последовательности выполнен статистическими тестами NIST STS1.
Результаты. Разработан программный комплекс, предоставляющий пользователю в графическом режи-
ме возможность выполнения опционального исследования некоторых облачных квантовых компьютеров 
на предмет выявления оптимального и наиболее устойчивого к ошибкам набора кубит. Приведены результа-
ты экспериментов на трех облачных КВУ.

1  The National Institute of Standards and Technology, Statistical Test Suite – Национальный институт стандартов и технологий 
США, набор статистических тестов.
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Выводы. В условиях накладываемых ограничений на вычислительные мощности и время использования об-
лачных КВУ предложенный подход отличается минимальными требованиями к производительности устрой-
ства, предоставляет наглядные и однозначно-интерпретируемые сведения об исследуемых технических харак-
теристиках квантового компьютера, является воспроизводимым, легко масштабируемым и универсальным.
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Abstract
Objectives. The absence of  error-resistant quantum computers, coupled with the challenges associated with 
providing unrestricted and fully operational physical access to cloud quantum computing systems, prompts a critical 
examination of  the necessity to  develop universal and independent methods for evaluating and verifying cloud 
quantum computers. A promising approach involves evaluating the capabilities of a quantum computer in relation 
to its effectiveness in addressing specific challenges encountered in the assessment of information security systems. 
A potential test for ascertaining the performance and computational quality of a quantum computing device (QCD) 
is  based on  a  model designed to  generate a  random binary sequence. By  analyzing this sequence, insights can 
be obtained into the accuracy and reliability of  the quantum register under study. The paper presents a software 
program developed for simulating the operation of a quantum random number generator.
Methods. The software implementation for interacting with cloud quantum computers was performed using the Qiskit 
open-source software kit. The graphical user interface of the software package was developed using a Qt5 cross-
platform set of  tools and widgets for creating applications. The analysis of  the generated binary sequence was 
performed using a set of statistical tests NIST STS2.

2  The National Institute of Standards and Technology, Statistical Test Suite.

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2025-13-6-25-46
https://www.elibrary.ru/XEUFSE
mailto:kryuchkov_a@mirea.ru
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ВВЕДЕНИЕ

На протяжении нескольких последних лет кван-
товые процессоры демонстрируют устойчивый рост 
собственных вычислительных и  технологических 
показателей. В  связи с  этим возникает очевидная 
необходимость в  наличии простого и  эффектив-
ного метода отслеживания и  фиксации изменений 
между промежуточными версиями и  этапами раз-
вития квантовой вычислительной техники. Одним 
из таких механизмов (самостоятельно или в составе 
расширенного набора тестов) может послужить под-
ход к  использованию квантовых вычислительных 
устройств (КВУ) для решения задач генерации слу-
чайных чисел (ГСЧ), что может являться надежным 
и  интуитивно понятным механизмом при оценке 
производительности и  надежности исследуемого 
устройства.

ОЦЕНКА ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ КВУ

В международном научном сообществе на  те-
кущий момент не  предложен универсальный свод 
правил по  технике проведения анализа вычисли-
тельных возможностей КВУ. Однако известно о вы-
полнении подобных работ усилиями Института 
инженеров и  электротехники3, а  также об  иници-
ативе Управления перспективных исследований 
Министерства обороны США4. Оба проекта начали 
реализовываться в 2021 г., и в ближайшее время ожи-
даются публикации предварительных результатов.

3  P7131. Standard for Quantum Computing Performance 
Metrics & Performance Benchmarking. IEEE. 2021. https://
sagroups.ieee.org/7131/. Дата обращения 06.10.12025. / 
Accessed October 06, 2025. 

4  Quantifying Utility of  QC, DARPA. 2021. https://
www.darpa.mil/news-events/2021-04-02. Дата обращения 
06.10.12025. / Accessed October 06, 2025.

Причина отсутствия единого стандарта объяс-
няется относительной молодостью индустрии кван-
товых вычислений  (первый облачный квантовый 
компьютер на  1  кубит был предложен в  2016  г.), 
а  также обновлением практически значимых ре-
зультатов «на ходу»: с  каждым годом техники те-
стирования  КВУ корректируются, дополняются 
и  расширяются в  зависимости от  актуальных по-
казателей и  степени соответствия конкретной ме-
трики уровню готовности технологии. К  примеру, 
долгое время используемая метрика «Квантовый 
объем» (quantum volume) утратила свою значимость 
в  современных устройствах и  перестала отражать 
реальные возможности произвольного  КВУ, найдя 
свое продолжение в обновленных показателях каче-
ства и производительности квантового процессора. 
Более подробно о технологиях и истории становле-
ния методов исследования КВУ можно узнать в ра-
ботах [1–4].

В рамках подтверждения актуальности во-
проса и  в целях выявления применимости моде-
ли  ГСЧ в  контексте анализа возможностей  КВУ 
определим некоторые ключевые аспекты обще-
принятых методов оценки их  вычислительного 
потенциала.

Квантовые компьютеры делятся на  4  эпохи 
технологического развития, на  сегодняшний день 
актуальная из  которых имеет наименование noisy 
intermediate-scale quantum systems  (NISQ)  – низ-
ший уровень в иерархии, что соответствует устрой-
ствам с  малым количеством кубит на  процессоре, 
предполагает отсутствие кодов коррекции ошибок 
и  подразумевает сильную подверженность кванто-
вой системы помехам, вызванным взаимодействием 
с окружающей средой.

Второй принципиальный аспект анализа кван-
тового компьютера  – технология исполнения. 
Современные квантовые процессоры могут быть 

Results. The developed software package provides users with a  graphical interface for conducting an  analysis 
of  a  cloud  QCD to  identify the optimal and most error-resistant set of  qubits. The findings from experiments 
conducted on three cloud quantum computing devices are reported.
Conclusions. The proposed approach, which is  constrained by  limitations of  computing power and duration 
of access to cloud-based QCD, imposes minimal demands on the productive capabilities of the quantum system. 
It offers clear and unequivocally interpretable insights into the technical characteristics of a cloud quantum computer, 
while also being reproducible, easily scalable, and universally applicable.

Keywords: quantum computer, quantum computer device, random number generator, benchmarking
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выполнены на основе фотонов, ионов, на сверхпро-
водниках и  нейтральных атомах. «Элементная 
база» квантового компьютера имеет принципиаль-
ное значение при сравнении устройств между со-
бой в  рамках различных физических принципов. 
К  примеру, сверхпроводниковые  КВУ работают 
значительно быстрее ионных, что в некоторых слу-
чаях предполагает бесперспективность сравнения 
производительности соответствующих устройств 
по скорости выполнения квантовой схемы. Однако 
при фиксации скоростных характеристик в контек-
сте единой физической реализации, пусть и в раз-
ных версиях исполнения, сохраняется информатив-
ность, демонстрируя степень влияния вносимых 
в КВУ изменений на скорость обработки квантовой 
схемы (рис. 1).

Методы исследования КВУ могут различаться 
в зависимости от области применения: рассматри-
вая систему целиком  (например, метрика circuit 
layer operation per second (CLOPS) [6] – количество 
обрабатываемых слоев квантовой схемы в  секун-
ду), ее  отдельные функциональные аспекты  (на-
пример, метрика error per layer gate  (EPLG)  [7]  – 
количество ошибок на  один слой квантовой 
схемы), или анализируя самостоятельные элемен-
ты на  уровне устройства  (например, некоторые 
вентили в связке с конкретными кубитами [8], где 
к квантовым состояниям применяется определен-
ный набор вентилей для анализа качества узлов 
квантовой цепи).

Отдельное внимание следует уделить постанов-
ке вопроса о сертификации квантовых компьютеров 
или верификации вычисляемого результата. Главный 
парадокс заключается в том, что, находясь в класси-
ческом мире  (класс сложности  BPP, bounded-error 
probabilistic polynomial time – полиномиальное вре-
мя с  ограничением вероятности ошибок), процесс 
оценки достоверности выполнения квантового ал-
горитма из квантового мира (класс сложности BQP, 
bounded-error quantum polynomial time  – квантово-
полиномиальное время с ограничением вероятности 
ошибок) становится неоднозначной задачей. Вопрос 
заключается в  том, каким образом можно подтвер-
дить, что программа, отправленная на  выполнение 
квантовому компьютеру, была решена квантовым 
устройством верно  (другими словами, как прове-
рить полученный в  ходе квантовых вычислений 
классический результат). Если в некоторых задачах 
ответ может быть заранее известен  (например, ал-
горитм  Шора  [9]) и  двоякое толкование итогового 
результата исключено, до конца непонятно, как сле-
дует поступить в тех случаях, когда получаемые вы-
числения уникальны и  не поддаются классической 

симуляции для сопоставления с  ожидаемыми дан-
ными.

Оценка производительности и  верификация 
квантовых компьютеров в NISQ-эру должны удов-
летворять трем взаимно-дополняющим импера-
тивам: качество, скорость, масштабируемость. 
К  примеру, метрика «квантовый объем» утратила 
свою актуальность именно по  причине невозмож-
ности соблюдения требования масштабируемости, 
в связи с чем вендоры квантового оборудования ис-
ключили ее из обязательного перечня индикаторов-
показателей вычислительного потенциала КВУ.

Завершающим и  в то  же время фундаменталь-
ным аспектом анализа квантовых компьютеров явля-
ется подход к рассмотрению квантового процессора 
как устройства в целом. В каноническом виде про-
цесс выполнения квантовой схемы делится на 3 эта-
па: инициализация квантового регистра, выполнение 
квантовой схемы, анализ результатов (классическая 
информация в двоичной форме записи).

Имеющиеся в настоящий момент КВУ для рядо-
вых пользователей доступны исключительно через 
облачные сервисы. В  связи с  этим встает вопрос: 
каким образом независимый исследователь, имея 
фактический доступ исключительно к  результатам 
работы измерительного аппарата удаленного кван-
тового компьютера  (т.е. «черного ящика»), имеет 
возможность проверить, что в  качестве облачного 
устройства ему не  «подсовывается» классический 
симулятор КВУ?

На первый взгляд, справедливо предположение, 
что не  существует классического устройства  (или 
вычислительного комплекса), способного успеш-
но симулировать работу многоразрядной квантовой 
программы со значительной глубиной квантовой схе-
мы. Однако, во-первых, в некотором смысле это все 
же является допущением, а не правилом, во-вторых, 
отсутствие физического доступа к  облачному  КВУ 
и имеющиеся трудности верификации классической 
информации как результата работы квантового ком-
пьютера накладывают ряд ограничений и открывают 
поле для дальнейших рассуждений (местами, необо-
снованных фантазий) о характеристиках и свойствах 
используемого устройства, заявляемого как кванто-
вый компьютер.

Учитывая вышеизложенное, авторы считают 
целесообразным провести исследование по моде-
лированию генерации случайных двоичных после-
довательностей на  облачных квантовых компью-
терах для получения первичной и  оперативной 
информации о  производительных мощностях 
и  технических возможностях рассматриваемых 
устройств.
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ПОДХОД К МОДЕЛИРОВАНИЮ ГСЧ 
НА КВАНТОВОМ КОМПЬЮТЕРЕ

На сегодняшний день качество и достоверность 
результатов, получаемых в  рамках решения при-
кладных задач современными КВУ, все еще в значи-
тельной степени подвержено влиянию окружающей 
среды, воздействие которой необходимо минимизи-
ровать, а  также внутренним ошибкам аппаратной 
реализации оборудования, что обусловлено несо-
вершенством технологии исполнения и  суммарной 
сложностью настройки квантовой системы в целом. 
Тем не менее, несмотря на все несовершенство со-
временных квантовых компьютеров, авторам ви-
дится перспективным проведение анализа вычис-
лительных возможностей и квантовых свойств КВУ 
в  рамках моделирования процесса генерации слу-
чайных последовательностей (СП).

Генерация двоичных СП наравне с оценкой тех-
нического обеспечения квантового компьютера не-
сет в  себе дополнительный практический интерес. 
Очевидно, что в задачах обеспечения криптографи-
ческой защиты информации последовательность, 
сгенерированную на  облачном устройстве  (незави-
симо от его природы), использовать строго запреще-
но. Однако проверка самой возможности примене-
ния  КВУ в  задачах ГСЧ может послужить заделом 
для последующих исследований в  период, когда 
уровень готовности технологий откроет новые воз-
можности по локализации квантовых систем. На те-
кущий момент полученные значения в рамках ГСЧ 
на облачных КВУ имеет смысл использовать исклю-
чительно в  исследовательских задачах, например, 
при моделировании некоторых случайных процес-
сов.

Современные ГСЧ делятся на  три основных 
класса, разделяющие генераторы по  технической 
реализации и способу их исполнения: программные, 
физические и комбинированные. Программные ГСЧ 
являются наименее надежной реализацией процесса 
генерации в виду возможности возникновения пери-
ода в выдаваемых псевдослучайных последователь-
ностях (ПСП), а также из-за уязвимости, вызванной 
наличием инициализирующего вектора, обладание 
которым может привести к  компрометации двоич-
ных данных. Физические и  комбинированные  ГСЧ 
зачастую не  обладают должным математическим 
доказательством природы случайности получаемой 
на выходе информации. Более того, такие генерато-
ры могут быть подвержены условиям окружающей 
среды, будь то температурный режим, магнитное из-
лучение или влияние радиоволн.

Однако, совершенно иные вводные имеются 
у квантовых генераторов случайных чисел  (КГСЧ), 
относящихся к классу физических ГСЧ, но имеющих 

формальное математическое обоснование случайно-
сти генерируемых  СП. Примеры устройств  КГСЧ 
можно найти в работах [10–12].

Сравнивая портативный КГСЧ и квантовый ком-
пьютер в качестве ГСЧ следует отметить, что само-
стоятельное квантовое устройство генерации  СП 
имеет явное преимущество в  виду безопасности 
генерируемой последовательности (в случае исполь-
зования  КГСЧ в  «контролируемой зоне»), но  в  то 
же время оно подвержено возможному воздействию 
окружающей среды, из-за чего выдаваемая бито-
вая строка может качественно терять в  свойствах 
случайности. В свою очередь, облачный квантовый 
компьютер в идеальных условиях находится в стро-
го изолированной среде, исключающей возникнове-
ние побочных шумов и помех, сохраняя физическую 
природу квантовых вычислений, однако, учитывая 
удаленное расположение КВУ, ни о какой безопасно-
сти в данном случае речи не идет.

Перейдем к описанию моделирования генерации 
случайного бита классической информации на кван-
товом компьютере в условиях отсутствия негативно-
го воздействия на КВУ от аппаратного обеспечения 
и физического окружения устройства. С некоторыми 
исследованиями в данной предметной области мож-
но ознакомиться в работах [13–16].

Фундаментальной единицей произвольного 
квантового процессора является кубит, представля-
ющий собой единичный вектор в  двумерном ком-
плексном векторном пространстве, базис которого 
задается ортогональными векторами |0〉 и |1〉.

	 |ψ〉 = с1|0〉 + с2|1〉,� (1)

где с1, с2 – произвольные комплексные числа, ампли-
туды вероятностей квантового состояния такие, что:

	
2 2

1 2 1.c c+ = � (2)

Для получения случайного бита, оперируя одним 
кубитом квантового процессора, необходимо и  до-
статочно установить единичный вектор в состояние 
суперпозиции, когда по  результатам измерения ве-
роятность получения «0» и «1» будет равняться 0.5. 
Таким образом, к  квантовому состоянию следует 
применить преобразование Уолша  –  Адамара, опи-
сываемое следующей матрицей:

	
1 11 .
1 12

 
=  − 

H � (3)

В результате применения вентиля Адамара 
к одиночному кубиту будет получена суперпозиция 
квантового состояния, которая задается следующим 
выражением:
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( )

( )

1: ,
2

1: .
2

→ +

→ −

H 0 0 1

H 1 0 1
� (4)

Как можно видеть из (4), не имеет значения, с ка-
кого состояния начинается моделирование ГСЧ, не-
зависимо от  того, находится кубит в  состоянии  |0〉, 
либо  |1〉. В результате будет получено состояние су-
перпозиции, равновероятно обращающее после изме-
рения квантовый бит в классический – «0» или «1». 
Для того чтобы получить СП заданной длины, необ-
ходимо запустить операцию (4) в цикле на необходи-
мое количество тактов с последующим сохранением 
результатов в единую двоичную битовую строку.

Предложенная модель КГСЧ представляет собой 
идеализированный процесс генерации  СП, прово-
димый в «безупречных» условиях, где в результате 
должна быть получена СП  с  равновероятным рас-
пределением «0» и «1». Однако на практике воссо-
здать такие условия, по крайней мере на сегодняш-
ний день, не представляется возможным. В первую 
очередь это обусловлено технологическим несовер-
шенством квантового оборудования, находящегося 
в распоряжении производителей квантовых процес-
соров в эпоху NISQ-устройств.

Заметим, что преодолению возникающих техни-
ческих ограничений, вызванных несовершенством 
аппаратной части и  внешним воздействием окру-
жающей среды, уделяется пристальное внимание 
со  стороны разработчиков квантового оборудова-
ния. На  сегодняшний день в  целях улучшения ка-
чества работы квантовых алгоритмов предлагается 

5  Introduction to  quantum error correction. Microsoft Quantum Azure. 2024. https://learn.microsoft.com/en-us/azure/quantum/
concepts-error-correction. Дата обращения 06.10.12025. / Accessed October 06, 2025.

использовать коды коррекции ошибок, которые под-
разумевают под собой использование нескольких 
физических кубитов в качестве одного логического.

К примеру, работая с одним логическим куби-
том, построенным на трех физических, при переда-
че квантового состояния |0〉 получатель должен 
принять закодированное состояние |000〉  (кодовое 
слово). В случае, если один из битов был инверти-
рован (bit-flip), например, первый – |100〉, пользова-
тель обнаружит ошибку. Если же количество иска-
женных бит (bit-flip) будет больше двух, выявление 
несоответствия в итоговом результате не представ-
ляется возможным. Таким образом, в приведенном 
случае необходимо внимательно подходить к  вы-
бору кодового расстояния 2 1,d t= +  где d – количе-
ство ошибок, которое не может быть обнаружено, 
t – количество детектируемых ошибок.

В настоящее время к наиболее известным кодам 
коррекции квантовых ошибок относят следующие5: 
код повторений, код Шора, поверхностный код, код 
Стина (Steane), код Хастингса (Hastings – Haah).

В то  же время, в  контексте поставленной за-
дачи применение кодов коррекции ошибок неце-
лесообразно, т.к. для генерации  (предполагаемо) 
истинно СП необходимо работать с квантовыми со-
стояниями непосредственно на физическом уровне.

Современные квантовые компьютеры имеют ряд 
параметров, по  которым возможно предварительно 
оценить вычислительные возможности и  техни-
ческие характеристики исследуемого устройства. 
В  табл.  1  представлены параметры, свойственные 
квантовым процессорам, реализованным на  ос-
нове сверхпроводниковой технологии  (в  дальней-
шем эксперименты будут проводится на квантовых 

Таблица 1. Влияние параметров сверхпроводящих КВУ на этап выполнения квантовой схемы

Этап выполнения  
квантовой схемы

Параметр КВУ
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Инициализация кубит − − − − − − + + − − − −

Выполнение квантовой 
схемы + + + + − − − − + + + +

Измерение регистра − − − − + + − − − − − −

Примечание: Т1, T2 – время релаксации и дефазировки состояний; Frequency, Anharmonicity – частота, ангармоника (разница 
в энергии между первым и вторым возбужденными состояниями кубита, выраженная в Гц); Readout error/length – ошибка/время 
чтения кубита; meas0/1 prep1/0 – ошибка инициализации; (ID) error, (Pauli-X) error, (sx) error – ошибки вентиля инициализации, 
инверсии, суперпозиции кубита; ECR error – ошибка двухкубитного вентиля.

https://learn.microsoft.com/en-us/azure/quantum/concepts-error-correction
https://learn.microsoft.com/en-us/azure/quantum/concepts-error-correction
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процессорах компании IBM, реализованных на сверх- 
проводниках6).

Значения из табл. 1 не распространяются целиком 
на  все три упомянутых ранее этапа выполнения про-
граммы на  квантовом компьютере, а  оказывают свое 
влияние лишь на  определенном промежутке работы 
квантовой схемы на удаленном устройстве. Более того, 
не все из них должны учитываться при предварительной 
оценке качества исследуемого кубита. Для того чтобы 
понимать, какие из параметров могут быть опущены, 
следует построить квантовую схему, из которой станет 
очевидно, какой набор характеристик по  отношению 
к выбранным кубитам должен быть взят в расчет.

Генератор СП  на квантовом компьютере может 
быть реализован так, как это показано на рис. 2. В то 
время как рис. 2а отображает квантовую схему, изна-
чально запрограммированную пользователем, рис. 2б 
отображает ту же схему после процесса компиляции 
программы и  разложения ее  на новую в  рамках ба-
зовых вентилей  («native gates»), свойственных тому 
квантовому компьютеру, на котором происходит мо-
делирование и  запуск пользовательской программы. 
К примеру, та же схема, выполненная на КВУ иной 
физической природы с другим набором базовых вен-
тилей, может принципиально отличаться от искомой.

(a)

(б)

Рис. 2. Схема КГСЧ на трех кубитах для 
сверхпроводящего КВУ: (а) представление 

на высоком уровне, (б) разложение на базовые 
вентили КВУ (низкий уровень представления).  

q0[0], q0[1], q0[2], q[113], q[114], q[115] – кубит;  
c11, c12, c21 — классический бит;  

H – вентили Адамара;  
«спидометр» – операция измерения кубита;  

RZ – вращение квантового состояния (на угол π/2); 
X  – одна из составляющих операций Адамара [17]

6  IBM Quantum Platform. https://quantum.ibm.com/. Дата 
обращения 15.05.2025. / Accessed May 15, 2025.

Учитывая квантовую схему после компи-
ляции  (рис.  2б), а  также имеющиеся параме-
тры КВУ (табл. 1), можно сделать вывод, что пара-
метрами, которые необходимо брать в расчет, будут 
являться следующие: Т1, Т2, Readout error, (sx) error.

Забегая вперед, скажем, что характеристики 
Frequency, Anharmonicity, Readout length опускают-
ся умышленно по  причине малого отличия наблю-
даемых значений для всего набора кубит, который 
использовался в  рамках исследовательских экспе-
риментов. Параметры meas0  prep1  и meas1  prer0 
в контексте задачи не имеют смысла – вентиль «H» 
применяется к  кубитам на  «холостом ходу», без 
предварительной инициализации. Более того, в  со-
ответствии с (4) предполагается, что результат рабо-
ты программируемой схемы не зависит от исходного 
состояния кубита7. Наконец, из  оставшегося блока 
ошибок, влияющих на задействованные кубиты, ак-
туальным будет только (sx) error, что следует из схе-
мы на  рис.  2б. Вентиль, отвечающий за  поворот 
квантового состояния  (rz), по  сведениям произво-
дителя используемых облачных КВУ, имеет нулевое 
значение ошибки и также не учитывается.

Сформулировав модель генерации СП  и  опре-
делив, на какие параметры облачного КВУ следует 
обратить внимание при интерпретации результатов, 
проведем практическую серию экспериментов КГСЧ 
на облачном квантовом компьютере.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ КГСЧ 
НА ОБЛАЧНОМ КВУ

Для выполнения серии опытов использовались 
квантовые компьютеры  IBM, предоставленные 
пользователям в свободном доступе через облачные 
сервисы компании.

В целях повышения эффективности, автономно-
сти, вариативности и удобства работы с квантовыми 
устройствами авторами разработано приложение 
с  использованием библиотеки с  открытым исход-
ным кодом  Qiskit, реализованное с  помощью гра-
фической оболочки фреймворка  Qt5. Внешний вид 
главного окна программы, получившей название 
QIS (Quantum Information Security) [18], представлен 
на рис. 3.

При запуске программы для установления уда-
ленного соединения с  облачным КВУ  (область  1) 
оператору необходимо ввести инициализирующие 
данные, указав персональный  API8-токен, уни-
кальный для каждого пользователя. Следующий 

7  Как правило, по умолчанию квантовый регистр «сбро-
шен» в  состояние |00...0〉. [As a  rule, the quantum register 
is “reset” to the state |00...0〉 by default.]

8  Application programming interface  – программный ин-
терфейс приложений.

https://quantum.ibm.com/
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шаг  – получение информации о  доступных облач-
ных КВУ (область 2). На сегодняшний день компа-
ния IBM предлагает возможность запуска квантовых 
схем на 12 устройствах, 9 из которых являются ком-
мерческими. В  связи с  этим, при отсутствии плат-
ной подписки проводить исследования возможно 
только на  3  облачных системах. После получения 
информации об имеющихся в распоряжении пользо-
вателя КВУ будет заполнен выпадающий список (об-
ласть 3) и активирована возможность получения об-
щей (область 4) и детальной (область 5) информации 
по выбранному КВУ или конкретному кубиту, соот-
ветственно.

Текстовое окно предназначено для отражения 
хода выполнения программы  (область  6). Выбор 
режима работы (область 7) для менее подготовлен-
ных пользователей призван упростить работу как 
с самим приложением, так и с облачным квантовым 
компьютером.

После перехода в  режим Profi программа рас-
крывает дополнительные окна, внешний вид кото-
рых представлен на рис. 4.

Режим INIT-IDLE9  (рис.  4,  слева) преследует 
цель «точечного» исследования кубит. После выбо-
ра КВУ (область 3) пользователь определяет, какие 
кубиты следует задействовать  (область  4), к  каким 
состояниям необходимо применить вентиль иници-
ализации (область 5) и вентиль Адамара (область 6). 
Следующим шагом задаются инструкции для кван-
тового компьютера, и  схема отправляется на  вы-
полнение  (область  7). Дополнительно реализована 
возможность скачивания результатов программы 
по  идентификатору JobID в  случае, если у  пользо-
вателя отсутствует возможность дождаться завер-
шения работы  КВУ в  режиме онлайн  (область  8). 
Текстовое окно отображает ход выполнения про-
граммы (область 9).

9  INIT  – Initialization  (инициализация); IDLE  – на  «хо-
лостом» ходу (инициализация). Режим «INIT-IDLE» в данной 
работе рассмотрен не будет. [INIT is initialization; IDLE stands 
for on  “idle”  (initialization). The “INIT–IDLE” mode is  not 
considered in the paper.]

Рис. 3. Главное окно программы QIS. ТТХ – тактико-технические характеристики
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Режим КГСЧ (рис. 4, справа) предоставляет не-
сколько функциональных возможностей (область 1), 
где выбор облачного  КВУ нужен только для бло-
ка по настройке КГСЧ (область 3). В качестве тре-
нировки процесса генерации квантовой схемы 
и  анализа информации имеется возможность вы-
полнения КГСЧ на симуляторе квантового компью-
тера  (область 4). Область 5 отвечает за проведение 
тестирования сгенерированных СП и ПСП на пред-
мет наличия статистической зависимости в  двоич-
ных строках. Вкладка  КГСЧ также предполагает 
возможность сохранения полученных результатов 
в режиме офлайн (область 7). Все этапы работы при-
ложения отображаются в текстовом поле 6.

Отдельно отметим один из наиболее важных па-
раметров  – Alpha  (уровень значимости). При  ГСЧ 
последовательность с  каждого кубита исследуется 
на  предмет соответствия полученного распределе-
ния  «0»  и  «1» равномерному закону. В  этих целях 
приложение проводит частотный побитовый тест, 
входящий в набор статистических тестов NIST STS10 
по исследованию бинарных последовательностей11. 
В  результате тестирования пользователь получает 
рассчитанное статистическими методами значение 
Pvalue, находящееся в  диапазоне от  0  (наблюдается 
сильное смещение) до  1  (распределение  «0»  и  «1» 
равновероятно). Отметим, что не  всегда значение 
Pvalue принимает граничные положения, в результате 
чего решение о случайности (равномерности распре-
деления) СП отдается на усмотрение пользователя, 
который самостоятельно выбирает уровень значимо-
сти Alpha, используемый для сравнения со статисти-
ческими метриками.

В документации к  тестам  NIST  STS рекомен-
дуется использовать  Alpha на  уровне 0.001–0.01  –  
превышение значением Pvalue уровня значимости 
(Pvalue > α) предполагает, что полученная последова-
тельность случайна с уровнем доверия 99.9% и 99% 
соответственно. Выбранное значение Alpha отвечает 
за ошибки 1-го рода – ложноположительное заклю-
чение и  ошибочное отклонение нулевой гипотезы. 
Так, при α = 0.01 одна из 100 СП будет неверно от-
клонена.

В программе QISs частотный побитовый тест 
используется для просеивания квантовых состояний 
на  два множества: «плохие» и  «хорошие» кубиты, 
где пользователь для классификации квантовых со-
стояний определяет граничное значение  «Alpha». 

10  The National Institute of Standards and Technology, 
Statistical Test Suite – Национальный институт стандар-
тов и технологий США, набор статистических тестов.

11  NIST SP  800-22. https://csrc.nist.gov/projects/ran-
dom-bit-generation/documentation-and-software. Дата об-
ращения 15.05.2025. / Accessed May 15, 2025.

Разделение кубит, пусть и весьма условное, однако 
в некоторых случаях – наглядное и необходимое.

Для проведения частотного побитового теста 
двоичной последовательности { } 1

n
ix =  подсчитывает-

ся наблюдаемая статистика количества  «0»  и  «1» 
по следующему правилу:

	 obs ,nS
s

n
= � (5)

где при 2 1:i iX x= −

	 1 .n
n iiS X== ∑ � (6)

По результатам найденного значения через до-
полнительную функцию ошибок, имеющую вид:

	 22erfc( ) e ,t
x

x dt
∞ −=

π ∫ � (7)

вычисляется значение Pvalue:

	 obs
value erfc .

2
s

P
 

=  
 

� (8)

Если рассчитанное значение Pvalue оказывается 
меньше выбранного пользователем уровня значи-
мости Alpha, заключается, что СП не удовлетворяет 
условию случайности12. В противном случае, когда 
Pvalue больше уровня значимости, СП считается ка-
чественной, а кубит – устойчивым и пригодным для 
его применения в задачах ГСЧ.

Представив описание и  базовые функциональ-
ные возможности программы QISs, а  также опре-
делив, по  какому принципу будет осуществляться 
выявление устойчивых и надежных кубит из общего 
числа квантовых состояний регистра  КВУ, выпол-
ним генерацию СП на облачном квантовом компью-
тере. Для этого:

1.	На вкладке КГСЧ в выпадающем списке выберем 
КВУ ibm_brisbane и дождемся, когда с облачным 
устройством будет установлена связь.

2.	Отметим весь квантовый регистр  КВУ с  помо-
щью элемента интерфейса slider, ibm_brisbane 
имеет 127 кубит. Выберем все 127 квантовых со-
стояний для КГСЧ.

3.	Присвоим уровню значимости «Alpha» значе-
ние 0.01.

12  Очевидно, что частотный тест является не-
обходимым, но  недостаточным условием случайно-
сти  СП.  [The frequency test is  clearly an  essential step 
in assessing the randomness of the RS, though on its own, 
it remains insufficient to fully establish randomness.]

https://csrc.nist.gov/projects/random-bit-generation/documentation-and-software
https://csrc.nist.gov/projects/random-bit-generation/documentation-and-software
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4.	Зададим количество повторений квантовой схе-
мы в  размере  20000  (предельное доступное 
на  момент проведения исследований). Таким 
образом, с  каждого кубита будет получена  СП 
длиной 2 ∙ 104 бит. Суммарная длина возможно-
го ключа составит 254  ∙  104 бит, что приблизи-
тельно равняется ~0.3 МБ (из расчета 127 кубит 
на КВУ с максимальным числом запусков кван-
товой схемы 2 ∙ 104).

5.	Уровень оптимизации квантовой схемы для по-
ставленной задачи не  имеет значения. Оставим 
параметр равным 0.

6.	Все настройки выполнены. Запустим про-
цесс КГСЧ.

АНАЛИЗ И ИНТЕРПРЕТАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ

Этап 1. Сбор статистики

После завершения работы квантового компью-
тера в домашней директории пользователя будут со-
хранены полученные результаты (рис. 5).

Каталоги под цифрами «1» и «2» хранят файлы 
со СП с каждого кубита, но уже после просеивания 
квантовых состояний на  «хорошие» и  «плохие». 
В  папках  «3»  и  «4» содержатся файлы, получен-
ные в  результате конкатенации всех  СП из  ката-
логов  «1»  и  «2» соответственно. Замысел авторов 
заключается в  получении итогового случайного 
двоичного ключа с  кубит, которые были опреде-
лены как устойчивые, пригодные для реализации 

процесса  КГСЧ. Финальный «плохой» ключ созда-
ется для возможности оценки и сравнения получен-
ных ключей, а, следовательно, и кубит, друг с дру-
гом. На рис. 5 снизу представлено содержимое файла 
с  итоговой статистикой отдельного эксперимента, 
подсчитанной для «хороших» кубит КВУ.

Учитывая вероятностную природу вычислитель-
ного процесса квантовых компьютеров очевидно, 
что одного запуска может быть недостаточно. В свя-
зи с этим программа QISs предполагает накопление 
статистической информации о  выполненных ранее 
проектах. На рис. 6 представлены собранные сведе-
ния по запуску КГСЧ на двух КВУ компании IBM.

Такой подход призван предоставить возмож-
ность наглядного прослеживания изменения в  ко-
личестве и качестве кубит квантового регистра об-
лачного устройства. Однако в данном случае нужно 
быть осторожным с  интерпретацией результатов. 
В  некоторых случаях незначительные колебания 
на  считанные значения в  соотношении  «0»  и  «1» 
могут автоматически присвоить кубиту статус «не-
надежный»  (ложное срабатывание), в  то время как 
на  самом деле ориентировочное количество нулей 
и единиц практически не изменилось. В связи с этим 
нужно понимать, какую именно цель преследует 
пользователь:

1.	Получение случайного двоичного ключа с  наи-
лучшими характеристиками исходя из  возмож-
ностей  КВУ  (строгие требования к  Alpha, уве-
личение параметра в  зависимости от  качества 
генерируемой СП).

Рис. 5. Результаты работы программы QISs (режим КГСЧ)
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2.	Оценка квантового регистра КВУ в целях опре-
деления наиболее стабильных и устойчивых ку-
бит для выбора оптимального набора квантовых 
состояний в рамках будущих экспериментов (ло-
яльные требования к Alpha, допускается умень-
шение до необходимого уровня).
С учетом вышесказанного можно заключить: 

во-первых, необходимо тщательно продумывать, какой 
уровень значимости следует выбрать для просеивания 
кубит по частотному признаку; во-вторых, важно всег-
да сверяться с итоговой статистикой отдельного экспе-
римента (рис. 5), где прописаны все значения «0» и «1» 
по  каждому кубиту. Возможно, в  некоторых случаях 
понадобиться «ослабить» параметр Alpha. Но  следу-
ет быть аккуратным – при желании получить надеж-
ную СП такой подход может привести к «набеганию» 
незначительных отклонений с каждого кубита в суще-
ственные разрывы между «0» и «1» в итоговом ключе 
после конкатенации полученных файлов.

Этап 2. Корреляционный анализ

Без проведения предварительного корреляцион-
ного анализа полученных результатов даже с  «хо-
роших» кубит не  рекомендуется проводить конка-
тенацию сгенерированных файлов с  двоичными 
последовательностями.

В некотором смысле, отправляя схему по  ре-
ализации  КГСЧ на  квантовый компьютер, можно 
заключить, что сам КВУ не является самостоятель-
ным ГСЧ – в нашем случае весь квантовый компью-
тер делится на  множество более мелких генерато-
ров  СП, в  качестве которых выступают отдельные 
кубиты облачного устройства.

Тогда возникает закономерный вопрос: можно 
ли в таком случае считать каждый кубит независи-
мым источником случайных данных? Ответ напря-
мую влияет на то, имеются ли серьезные обоснова-
ния в пользу положительного решения о выполнении 
объединения малых СП друг с другом в один итого-
вый ключ с двух и более кубит.

Цель проверки на корреляцию СП – определить, 
являются ли  выбранные кубиты независимыми 
источниками случайных чисел как по  отношению 
к самим себе, так и в сопоставлении с другими со-
стояниями квантового регистра.

Для двух двоичных СП  { } { }1 1,n n
i ix z= =  длины 

n ∈  корреляционная функция сгенерированных 
последовательностей задается выражением:

	 ( )corr( ) 1
1 , 0, ,n

i jjF s i n
n == =∑ � (9)

где sj  =  1, если ( ) 1;x z i⊕ =  и  sj  =  –1, в  случае 
( ) 0.x z i⊕ =  Другими словами, sj выполняет побитовое  

сложение по модулю 2 двух последовательностей, 
но  в  контексте сравнения двоичных строк анализ 
выполняется с  циклическим сдвигом. Инверсия 
применяется в целях наглядности графической ин-
терпретации результатов – для получения единицы 
в  случае сравнения двух идентичных последова-
тельностей.

На данный момент текущая версия приложения 
QISs не содержит автоматического предварительно-
го анализа получаемых СП на корреляцию, однако, 
на конференции «РАДИОИНФОКОМ», прошедшей 
в ноябре 2024 г. [19], были представлены результаты 
такого анализа. Итог предварительных исследований 
показал, что корреляция между «хорошими» кубита-
ми не превышает порядкового значения в 10−3, в то 
время как кубиты, генерирующие менее устойчивые 
и надежные последовательности, имели определен-
ное смещение функции корреляции в пределах, до-
стигающих значений в 4 ∙ 10−2.

Этап 3. Проверка на статистическую 
независимость

Наконец, завершающим этапом проверки сгене-
рированных  СП является их  исследование на  ста-
тистическую независимость. Одним из  возможных 
инструментов такой проверки может выступить на-
бор тестов NIST STS, который включен в програм-
му QISs для автономной и настраиваемой пользова-
телем проверки СП (рис. 4, справа, область 5).

Непосредственный интерес представляет ана-
лиз итоговой СП, полученной в результате объеди-
нения двоичных строк с  «хороших» кубит. Однако 
исследование отдельно взятой последовательности 
не  всегда является информативным, в  связи с  чем 
более закономерным будет сравнение итоговых по-
следовательностей, полученных за  определенный 
промежуток времени, что позволит проследить осо-
бенности в работе квантового устройства на дистан-
ции  (длина итогового ключа, количество  (не)прой-
денных тестов, …).

На рис. 7 представлены данные, полученные при 
анализе  СП с  квантового компьютера ibm_brisbane 
с разницей в один месяц.

В ходе экспериментов количество устойчивых 
кубит незначительно изменялось, в  то же  время 
на  начало и  конец месяца их  количество сохрани-
лось на  уровне 79  кубит. Результаты прохождения 
тестов не  претерпели существенных изменений 
за исключением теста на длину последовательности 
подряд идущих «1», который был успешно пройден 
во втором случае.

Аналогичные исследования проведены для  
КВУ ibm_kyvi с  разницей в  2  недели  (рис.  8а)  
и ibm_sherbrooke с интервалом в 7 дней (рис. 8б).
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Таблица 2. Результаты выполнения исследований процесса КГСЧ на облачных КВУ

Дата КВУ Кол-во «хороших» 
кубит / длина СП Непройденные тесты NIST STS13

Время 
работы 

схемы, с

Лучшее / Худшее 
соотношение «0»–«1» 
на всем регистре КВУ

28.10.2024 ibm_brisbane 79 / 158 ∙ 104
«Runs» 1 тест 

«RandomExcursions» 8 тестов
«RandomExcursionsVariant» 18 тестов

7 10.000–10.000 / 
12.684–7.316

26.11.2024 ibm_brisbane 79 / 158 ∙ 104 «RandomExcursions» 8 тестов
«RandomExcursionsVariant» 18 тестов 8  9.999–10.001 / 

7.498–12.502

05.11.2024 ibm_kyvi 59 / 118 ∙ 104 «Frequency» 1 тест
«CumulativeSums» 2 теста 13  9.998–10.002 / 

13.029–6.971

24.11.2024 ibm_kyvi 64 / 128 ∙ 104

«Frequency» 1 тест
«CumulativeSums» 2 теста

«RandomExcursions» 8 тестов
«RandomExcursionsVariant» 18 тестов

14  9.999–10.001 / 
15.143–4.857

06.11.2024 ibm_sherbrooke 52 / 104 ∙ 104

«Frequency» 1 тест
«CumulativeSums» 2 теста

«RandomExcursions» 8 тестов
«RandomExcursionsVariant» 18 тестов

9  9.997–10.003 / 
13.404–6.596

12.11.2024 ibm_sherbrooke 52 / 104 ∙ 104

«Frequency» 1 тест
«CumulativeSums» 2 теста

«RandomExcursions» 8 тестов
«RandomExcursionsVariant» 18 тестов

8  9.984–10.016 / 
12.596–7.404

13  Универсальный тест Маурера не учитывается – недостаточный объем данных. [Maurer’s universal test is not 
taken into account due to a lack of adequate information.]

Характер прохождения тестов для двух приведен-
ных на рис. 8 КВУ заслуживает отдельного внимания. 
В то время как по отдельности СП с каждого «хороше-
го» кубита выбранного КВУ длиной 2 ∙ 104 бит успешно 
проходят частотный побитовый тест, в обоих случаях 
конкатенация этих строк в итоговые СП (размером не-
многим больше 0.1 МБ) проваливают идентичные ис-
пытания, связанные с поиском соотношения «0» и «1» 
в исследуемой СП. Причина наблюдаемого явления – 
суммарное «набегание» разницы между уровнем 
встречаемости нулей и  единиц в  итоговой двоичной 
строке, что, в  т.ч. может объясняться низкими тре-
бованиями к  уровню значимости предварительного 
«просеивания» кубит  (Alpha  =  0.01). В  то же  время 
КВУ ibm_brisbane с аналогичным уровнем значимости 
продемонстрировал лучшие результаты.

В табл. 2 представлены итоги выполненных экс-
периментов.

В период исследований при уровне значимо-
сти 0.01 для каждого КВУ наименьшее и наибольшее 
соотношение числа устойчивых кубит составило со-
ответственно: ibm_brisbane – 65/81, ibm_kyvi – 59/73, 
ibm_sherbrooke – 52/62.

Полученные результаты не являются исчерпыва-
ющими и не отражают полную детальную информа-
цию о вычислительных возможностях исследуемых 
квантовых устройств. Тем не менее, на конкретном 

примере авторы показали, что подход к использова-
нию квантовых компьютеров в качестве ГСЧ может 
отразить некоторые качественные аспекты вычисли-
тельной системы, которые могут быть полезны в ка-
честве предварительного анализа  КВУ при оценке 
потенциала выбранного компьютера, а также в рам-
ках выбора оптимального набора квантовых состоя-
ний (с наилучшими характеристиками) для решения 
поставленных пользователем прикладных задач.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

По результатам выполненной работы подведем 
следующие итоги, которые могут послужить отправ-
ными точками для предстоящих исследований.

1. Исходя из  технических характеристик  КВУ, 
оказывающих воздействие на квантовое состояние, а, 
следовательно, и на результат генерации СП, встает 
вопрос о способе определения формальной матема-
тической постановки задачи о степени зависимости 
между актуальными калибровочными параметра-
ми квантового процессора по отношению к ожида-
емым результатам процесса  КГСЧ. Для примера, 
в табл. 3 для каждого эксперимента из табл. 2 пред-
ставлены актуальные характеристики квантового со-
стояния лучшего и худшего кубита всего квантового 
регистра.
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Некоторые результаты являются неочевидны-
ми. Однако авторы высказывают предположение, 
что часть кубит может выдавать плохие резуль-
таты, в  т.ч. при активации соседних квантовых 
состояний, оказывающих побочное воздействие 
на  искомый кубит. Проверка сформулированного 
допущения, а  также составление математической 
модели зависимости тактико-технических характе-
ристик КВУ с результатами работы схемы КГСЧ яв-
ляются следующими возможными направлениями 
исследования.

2. При использовании всего квантового про-
цессора максимальная длина СП может составить 
254 ∙ 104 бит, что дает выборку в ~0.3 МБ при раз-
рядности в 127 кубит и max_shots = 20.000 (коли-
чество запусков квантовой схемы). В  таком слу-
чае, учитывая время обработки квантовой схемы, 
самым быстрым КВУ является ibm_brisbane (7 се-
кунд), что в идеальном случае предлагает скорость 
ГСЧ ~44 кБ/сек. Очевидно, такая скорость накла-
дывает ограничения на области применения КВУ 
в  качестве  КГСЧ. Более того, как показывают 
эксперименты, около половины кубит окажет-
ся непригодным для получения устойчивой  СП. 
Однако при должном масштабировании разряд-
ности квантовых процессоров и  нивелировании 
существующих ошибок и  помех оборудования 
имеющиеся ограничения могут быть преодолены, 

Таблица 3. Характеристики «крайних» кубит облачных КВУ компании IBM

Дата КВУ/кубит Соотношение «0»–«1» T1, мкс T2, мкс Readout, err (sx), err

28.10.2024
brisbane/10 10.000–10.000 290.18 276.91 0.018 1 ∙ 10−4

brisbane/86 12.684–7.316 90.85 115.17 0.113 1.45 ∙ 10−2

26.11.2024
brisbane/55 9.999–10.001 243.83 120.25 0.01 2 ∙ 10−4

brisbane/24 7.498–12.502 226.79 98.47 0.14 2 ∙ 10−4

05.11.2024
kyvi/5 9.998–10.002  347.03 331.96 0.008 2 ∙ 10−4

kyvi/90 13.029–6.971 43.91 22.84 0.114 3.3 ∙ 10−3

24.11.2024
kyvi/122 9.999–10.001 211.81 173.1 0.002 2 ∙ 10−4

kyvi/65 15.143–4.857 201.52 126.32 0.092 2 ∙ 10−3

06.11.2024
sherbr-ke/23 9.997–10.003  220.73 24.85 0.009 4 ∙ 10−4

sherbr-ke/56 13.404–6.596 173.46 16.9 0.033 3 ∙ 10−4

12.11.2024
sherbr-ke/63 9.984–10.016 217.35 133.31 0.035 2 ∙ 10−4

sherbr-ke/9  12.596–7.404 469.69 70.2 0.035 2 ∙ 10−4

что откроет новые возможности применения КВУ 
в  задачах обеспечения информационной безопас- 
ности.

3. Тесты NIST STS предложены в  2010  г. и  в 
определенном смысле являются несколько уста-
ревшим способом проверки  СП. Авторам видится 
целесообразным проведение дополнительного ис-
следования генерируемых  СП иными, более совре-
менными методиками, которые смогут установить 
не только статистическую (не)зависимость данных, 
но и характер и природу самого ГСЧ, определив, на-
сколько близко он соответствует свойствам истинно 
физического КГСЧ.

4. Предложенный подход может войти в расши-
ренный состав набора тестов и  программ по  оцен-
ке технических характеристик исследуемого  КВУ. 
С  минимальными временными затратами можно 
получить предварительную информацию о  скоро-
сти выполнения квантовых схем на выбранном КВУ. 
Результат  КГСЧ предоставляет сведения об  опти-
мальном наборе кубит, которые могут быть в даль-
нейшем учтены пользователем при проектировании 
более сложных и требовательных к техническим ре-
сурсам квантовых схем.

5. В настоящее время многочисленными иссле-
дователями ведутся работы, направленные на разра-
ботку методов по преодолению свойств декогерент-
ности квантовых состояний [20–22]. Предлагаемые 
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подходы в большинстве случаев сводятся к приме-
нению схем коррекции ошибок и к использованию 
абстрактного объекта  – логического кубита, под 
которым следует понимать множество физических 
кубит, совокупно отражающих работу единично-
го квантового состояния. Однако в контексте зада-
чи  КГСЧ, ни  применение корректирующих кодов, 
ни переход к логическим кубитам не видится целе-
сообразным, т.к. идея генерации  СП на  квантовом 
компьютере обоснована исключительно при работе 
с  кубитами, выступающими в  роли независимых 
физических ГСЧ.

Авторы планируют включить задачу  КГСЧ 
на облачных КВУ в набор тестов по исследованию 
вычислительного потенциала квантовых компью-
теров для профильных специалистов по информа-
ционной безопасности. Программный комплекс 
будет включать в  себя 3  типовых теста: КГСЧ, 
симуляция протокола ККС ВРК, выполнение кван-
тового преобразования Фурье. Разрабатываемый 
алгоритм тестирования будет быстрым, простым, 
доступным с  точки зрения затрачиваемых ресур-
сов  КВУ, воспроизводимым, масштабируемым 
и однозначно интерпретируемым.

С актуальной версией программного кода при-
ложения QISs, а также с результатами исследований, 
можно ознакомиться в репозитории проекта на плат-
форме GitHub14.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках проведенного исследования авторами 
разработано приложение, предлагающее возмож-
ность проектирования и  удаленного выполнения 
квантовых схем по ГСЧ на облачных КВУ. В целях 
определения потенциальной  (нежелательной) за-
висимости между квантовыми состояниями, вы-
ступающими в  качестве самостоятельных  КГСЧ, 
приложение предлагает дополнительный функци-
онал по  корреляционному анализу сгенерирован-
ных СП.

14  GitHub / QISs. https://github.com/cyberravenman/QISs. Дата обращения 15.05.2025. / Accessed May 15, 2025.

По результатам работы программы с  помощью 
частотного побитового теста и  на основании вы-
бранного пользователем уровня значимости прило-
жение предоставляет сведения о наиболее и наиме-
нее стабильных кубитах с точки зрения надежности 
и качества применения к квантовым состояниям пре-
образования Уолша – Адамара.

Для формирования сведений о  случайности 
распределения нулей и  единиц в  сгенерированных 
последовательностях в  программе предусмотрена 
возможность проверки полученных СП набором ста-
тистических тестов NIST STS.

Предложенный в статье подход может оказаться 
полезным инструментом в руках исследователей при 
решении следующих задач: выявление оптимально-
го набора кубит квантового процессора, генерация 
двоичных СП на квантовых компьютерах, определе-
ние некоторых технических возможностей исследу-
емых квантовых устройств.
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Резюме
Цели. Целью работы является исследование свойств максимально правдоподобных  (МП) оценок углов 
прихода детерминированных и  случайных сигналов в  многоэлементных антенных решетках, разработка 
эффективных алгоритмов нахождения МП-оценок и  определение точных значений пороговых отношений  
сигнал/шум, ниже которых возникают аномально большие ошибки, существенно превышающие теоретиче-
ски минимальные значения, определяемые границами Крамера – Рао. 
Методы. Теория оптимального приема сигналов, численное моделирование системы обработ-
ки сигналов в  многоэлементных антенных решетках на  основе разработанных алгоритмов нахождения 
МП-оценок, сравнение среднеквадратичных ошибок полученных оценок с  теоретически минимальными  
границами Крамера – Рао, найденными аналитически.
Результаты. В широком интервале значений отношений сигнал/шум выполнено численное исследование 
характеристик МП-оценок угла прихода детерминированных и случайных сигналов в многоэлементных ли-
нейных и круговых антенных решетках. Предложена методика определения с высокой точностью пороговых 
значений отношений сигнал/шум, ниже которых возникают аномально большие ошибки измерений. С по-
мощью численного моделирования показано, что когерентная и  некогерентная обработка сигналов дают 
одинаковые предельно достижимые точности при одинаковых отношениях сигнал/шум, превышающих по-
роговые значения. В то же время, на величину порога существенно влияют вид полезного сигнала и метод 
его обработки. Выявлены общие закономерности между этими пороговыми значениями, конфигурациями 
антенных решеток, типом обрабатываемого сигнала и используемым алгоритмом оценивания. 
Выводы. Полученные численные и аналитические результаты дают возможность выработать рекомендации 
по выбору конфигураций многоэлементных антенных решеток и основных параметров систем высокоточно-
го пеленгования источников излучения различных сигналов, что позволит избежать возникновения аномаль-
но больших ошибок измерений. Результаты могут быть использованы непосредственно при расчете харак-
теристик проектируемых систем. 
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Abstract
Objectives. The purpose of  this work is  to study in  detail the properties of  maximum likelihood  (ML) estimates 
of  the angles-of-arrival of  deterministic and random signals in  multielement antenna arrays, to  develop effective 
algorithms for finding ML  estimates and to  determine the exact values of  threshold signal-to-noise ratios  (SNR), 
below which abnormally large errors occur significantly in excess of the theoretically minimum values determined  
by the Cramér–Rao bounds.
Methods. The methods used include: the theory of optimal signal detection; intensive numerical simulation of the 
signal processing system in multielement antenna arrays based on the developed algorithms for finding ML estimates; 
and comparison of the standard errors of the estimates obtained by means of the theoretically minimal analytically 
established Cramér–Rao bounds.
Results. Numerical study of  the characteristics of  ML  estimates of  the direction of  arrival for deterministic and 
random signals was performed over a wide range of SNRs in multielement linear and circular antenna arrays. The 
study proposes a method for high-precision determination of threshold SNR values, below which anomalously large 
measurement errors occur. Numerical simulations demonstrate that coherent and incoherent signal processing 
yield the same ultimately achievable accuracy at the same SNR values above the threshold. At the same time, the 
threshold value is significantly influenced by the type of signal and the processing method. The general relationships 
between these threshold values, antenna array configurations, the type of  signal processed, and the estimation 
algorithm used were identified.
Conclusions. The numerical and analytical results obtained allow recommendations to  be developed relating 
to the choice of multielement antenna arrays configurations and the main parameters of systems for high-precision 
bearing of radiation sources of various signals. These enable abnormally large measurement errors to be avoided. 
The results can be directly utilized in the calculation of characteristics of systems under design.

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2025-13-6-47-62
https://www.elibrary.ru/EYOGWG
mailto:obol@rf.unn.ru


49

Russian Technological Journal. 2025;13(6):47–62

О.В. БолховскаяМаксимально правдоподобные оценки угла прихода детерминированных и случайных 
сигналов в многоэлементных антенных решетках различной конфигурации

ВВЕДЕНИЕ

Задача оптимального обнаружения и  оценива-
ния направления на источник сигнала, находящийся 
в  дальней зоне многоэлементной антенной решет-
ки  (АР), возникает во  многих областях, например, 
в  радиолокации, радиосвязи, гидролокации, гидро-
акустике, навигации, сейсмологии и  радиоастроно-
мии. В силу большой практической значимости ре-
шению этой задачи при различных предположениях 
о  временной структуре сигнала, геометрии  АР, па-
раметрах волнового фронта, количестве источников 
излучения и т.д., посвящено большое число публи-
каций, например,  [1–8]. Среди имеющихся в  этой 
области исследований можно также выделить ряд 
строгих математических работ, в  которых при раз-
личных предположениях найдены теоретические 
пределы для оценок угла прихода полезного сигнала, 
основанные на максимально правдоподобном (МП) 
подходе [9–16].

Основная причина широкого использования 
метода  максимального правдоподобия в  общей 
теории оптимального оценивания параметров сиг-
налов заключается в  том, что при определенных 
условиях регулярности функции правдоподо-
бия, больших отношениях сигнал/шум и  больших 
объемах выборки максимально правдоподобные 
оценки  (МП-оценки) являются асимптотически 
несмещенными, и их дисперсии достигают теорети-
чески минимальной величины, определяемой ниж-
ней границей Крамера – Рао (Cramér–Rao low bound, 
CRLB) [17, 18]. 

В то же время известно, что при оценивании па-
раметров сигналов МП-методом в  области малых 
отношений сигнал/шум ниже некоторого порогового 
значения возникают аномально большие ошибки, су-
щественно превышающие CRLB. Следует отметить, 
что пороговый эффект в теории МП-оценивания был 
обнаружен достаточно давно. Описание и  перво-
начальное исследование этого эффекта выполнено 
в ряде классических монографий, посвященных тео-
рии оптимального оценивания параметров сигналов, 
например, в [19, 20]. 

Попытки создания аналитического аппарата для 
анализа точности МП-оценок параметров сигналов 

при малых отношениях сигнал/шум сделаны в  из-
вестных математических работах [21–23], в которых 
были найдены и исследованы более точные нижние 
границы для дисперсий МП-оценок в области малых 
отношений сигнал/шум. Наиболее полный обзор 
подходов, используемых в этих работах, и получен-
ных в  них результатов можно найти в  [13,  14,  24]. 
К  сожалению, проведенные исследования не  увен-
чались крупными прорывами в этой области в силу 
большой сложности аналитического описания воз-
никающих при этом существенно нелинейных задач, 
специфических для каждого сценария построения 
системы оценивания и реализации алгоритма нахож-
дения МП-оценок. 

Несмотря на это, в силу большой практической 
важности общей задачи повышения точности оце-
нивания параметров сигналов, изучение пороговых 
эффектов и методов снижения пороговых значений 
отношений сигнал/шум, при которых начинают 
возникать аномально большие ошибки, продолжа-
ет оставаться актуальным. Это следует из ряда на-
учных статей зарубежных и  российских авторов, 
опубликованных в последние годы по этой темати-
ке [25–32]. 

Одним из  перспективных методов исследова-
ния поведения МП-оценок в  области малых и  по-
роговых отношений сигнал/шум является прямое 
численное моделирование систем обработки сигна-
лов [14]. Современная вычислительная техника по-
зволяет провести достаточно большое количество 
численных экспериментов по  обработке сигналов 
при разных значениях отношений сигнал/шум, 
определить с  высокой точностью сами пороговые 
значения и достижимые точности МП-оценок угла 
прихода в  области малых значений отношений 
сигнал/шум для различных конфигураций мно-
гоэлементных  АР и  видов принимаемых сигна-
лов [15, 16, 33–40].

В представленной статье выполнено детальное 
численное исследование точности МП-оценок углов 
прихода детерминированных и случайных сигналов 
в многоэлементных АР. Анализ проведен для наибо-
лее распространенных конфигураций эквидистант-
ных АР – линейной и круговой с различным числом 
элементов.
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1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ВОЛНОВОГО 

ФРОНТА ДЛЯ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
И СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ

Рассмотрим задачу оценивания угла прихода  θ 
сигнала с плоским волновым фронтом от источника, 
находящегося в дальней зоне, многоэлементной АР 
с  линейной и  круговой конфигурацией. Будем по-
лагать, что расстояние d между антенными элемен-
тами в  обоих случаях составляет половину длины 
волны  (λ/2). На  рис.  1  изображены схемы приема 
сигналов рассматриваемыми АР и соответствующие 
им диаграммы направленности.

Будем полагать, что АР состоят из М элементов 
и для них выполняется условие узкополосности, т.е. 
время распространения сигнала на апертуре решетки 
много меньше времени корреляции комплексной ам-
плитуды сигнала. Тогда комплексный вектор отсче-
тов наблюдаемых сигналов x[n] = (x1[n], …, xM[n])T 
размерности M можно записать в виде:

	 x[n] = a[n]s + ξ[n],� (1)

где a[n]  – комплексная амплитуда полезного сиг-
нала, излучаемого источником, одинаковая на  всех 
элементах АР; s = (s1, …, sM)T – неизвестный вектор 
плоского волнового фронта  (вектор-фазор) прини-
маемого полезного сигнала, зависящий от угла при-
хода сигнала по  отношению к  нормали к  апертуре 
антенны  θ; знак  «T» означает транспонирование; 
ξ[n] = (ξ1[n], …, ξM[n])T – комплексный гауссовский 
вектор независимых собственных шумов в антенных 
элементах с нулевыми средними значениями и дис-
персиями σ2; ξ[n] ~ CN(0, σ2I), где n – дискретные мо-
менты времени взятия выборок; CN  – комплексное 
нормальное распределение; I – единичная матрица.

Предполагается, что оценивание угла прихода 
сигнала осуществляется на  основании обработки 
N  отсчетов наблюдаемого вектора  х[n],  n  =  1  −  N. 
Далее мы  будем рассматривать две наиболее часто 
используемые модели излучаемого источником сиг-
нала а[n]:

d = λ/2

d 
= 

λ/
2

М = 8
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Рис. 1. Примеры схем приема сигналов М-элементными эквидистантными АР и соответствующие 
им диаграммы направленности для M = 8: (а) линейной АР с апертурой D1, (б) круговой АР с апертурой D0
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Детерминированный известный сигнал. 
В  этом случае предполагается, что a[n]  – априори 
известная на приемнике функция времени, выража-
ющая закон модуляции полезного сигнала в момент 
времени n. Эта модель, например, достаточно хоро-
шо описывает случай определения угла прихода сиг-
нала мобильного устройства на  базовую станцию, 
передающего обусловленные стандартом преамбулы 
в системах сотовой связи или беспроводного широ-
кополосного доступа в Интернет (Wi-Fi) [10, 41, 42].

Случайный неизвестный сигнал. В этом случае 
предполагается, что a[n] – комплексный стационар-
ный гауссовский сигнал с некоррелированными от-
счетами, имеющий нулевое среднее значение 

[ ] 0,a n =  где знак  .  означает усреднение по ста-
тистическому ансамблю, и  неизвестную мощность 

2[ ] .a nν =  Эта модель адекватно описывает слу-
чай определения угла прихода сигнала от источника 
с  неизвестными характеристиками, находящегося 
в дальней зоне АР [11, 29].

После того, как решена задача начального обна-
ружения узкополосного полезного сигнала в прием-
ной М-элементной  АР и  принято решение о  нали-
чии сигнала, на  следующем этапе решается задача 
оптимального оценивания неизвестных параметров 
полезного сигнала, в рассматриваемом случае мощ-
ности и угла прихода волнового фронта1.

Для обеих моделей полезного сигнала (детерми-
нированной или случайной) вектор-фазор волнового 
фронта s рассматривается как неизвестный детерми-
нированный вектор, зависящий от  начальной фазы 
сигнала, угла прихода сигнала θ и геометрии антен-
ны. Для произвольной геометрии АР его можно за-
писать в виде: 

	 0 1 2
T

0( , ) e e e e ,Mj j j jj j j j = j θ = ⋅  s s  �(2)

где φ0  – начальная фаза сигнала  (на одном из  эле-
ментов  АР или в  центре антенны), а  фаза сигнала 
на m-м элементе АР определяется как сумма началь-
ной фазы φ0  и соответствующего набега фазы сиг-
нала  φm по  отношению к  начальной фазе. Следует 
отметить, что такая модель не учитывает возможных 

1   Согласно строгой статистической теории задача обна-
ружения и  оценивания неизвестных параметров полезного 
сигнала должна решаться совместно на  основе обобщенно-
го отношения правдоподобия (generalized likelihood ratio test, 
GLRT)  [14]. Эффективность GLRT-метода в  применении 
к  рассматриваемой здесь задаче была достаточно подробно 
исследована в статьях авторов [28, 29, 43]. [According to strict 
statistical theory, the problem of detection and estimation of the 
unknown parameters of the useful signal should be resolved jointly 
based on  the Generalized Likelihood Ratio Test  (GLRT)  [14]. 
The effectiveness of  the GLRT  method applied to  the problem 
considered here has been thoroughly investigated in [28, 29, 43].]

флуктуаций фаз и  амплитуд вектора-фазора сигна-
ла, обусловленных средой распространения, поло-
жением антенных элементов, угловым положением 
удаленного источника полезного сигнала, что, на-
пример, характерно для моделей гидроакустических 
каналов [7, 8].

Для оценки неизвестных параметров волнового 
вектора s будем использовать метод максимального 
правдоподобия, согласно которому в качестве оцен-
ки следует взять то значение  ŝ  из области его допу-
стимых значений, для которого функция правдопо-
добия W(x[1], …, x[N]|s) для наблюденных значений 
выборки векторов  [1], , [ ]Nx x  принимает наиболь-
шее возможное значение. При условии гауссовского 
распределения наблюдаемых векторов x[n] функция 
правдоподобия может быть представлена в следую-
щем виде:

	 x R xH 1

1

( [ ] ) ( [ ] )

( [1], , [ ] | )

1
e ,

det( )

N

i
n n

MN N

W N

�

�
� �µ �µ

�

�
�
�

x x s

R

...

� (3)

где знак  «H» означает эрмитово сопряжение, 
T[ ] [ ] ,n n=R x x  μ – ковариационная матрица и век-

тор средних значений гауссовского распределения 
наблюдаемого вектора х, соответственно. 

Для каждой из  рассматриваемых моделей по-
лезного сигнала ковариационная матрица и  вектор 
средних значений, входящие в  функцию правдопо-
добия (3), находятся следующим образом: 

•	 для детерминированного полезного сигнала

	 R = σ2I, μ = a[n]s.� (4)

Будем считать, что ковариационная матрица век-
тора собственного шума является единичной, что эк-
вивалентно знанию уровня собственных шумов (ка-
либровке). Это приводит к функции правдоподобия 
вида

	 ( ) ( )H

1
[ ] [ ] [ ] [ ]1( | ) e ;

N

n
n a n n a n

MNW =
− − −∑

=
π

x s x s
x s  � (5)

•	 для случайного полезного сигнала

	 μ = 0, R = I + νssH,� (6)

что приводит к функции правдоподобия вида

	 1 1 ˆtr ( )( / ) det( ) e ,MN N NW − −− − −= π R R Rx s R
� (7)

где tr – след матрицы.
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Для детерминированного сигнала, находя мак-
симум функции правдоподобия  (5), несложно по-
казать, что максимально правдоподобная оценка 
вектора-фазора  (без учета априорной информации 
о плоской форме волнового фронта полезного сигна-
ла) определяется выражением:

	 *

1
ˆ [ ] [ ] ,

N

n
a n n

=
= =∑s x y � (8)

где знак «*» означает комплексное сопряжение, а век-
тор у представляет собой сигналы на выходах M парал-
лельных корреляторов (или согласованных фильтров), 
осуществляющих первоначальную оптимальную об-
работку сигналов с M антенных элементов.

Для случайного сигнала в общем случае произ-
вольного волнового фронта МП-оценка вектора ŝ  
выражается через первый собственный вектор  ψ̂1, 
соответствующий максимальному собственному 
числу  1λ̂  выборочной ковариационной матрицы сиг-
налов на элементах АР, следующим образом [28]: 

	 ψ̂1ˆ ˆ / .Mψ =1 s � (9) 

Однако, когда источник полезного сигнала нахо-
дится в  дальней зоне антенны, его волновой фронт 
является плоской волной с  одинаковой амплитудой 
сигналов на элементах АР. Для того, чтобы учесть эту 
важную априорную информацию при нахождении 
МП-оценки волнового фронта сигнала рассмотрим две 
основные конфигурации АР – линейную и круговую. 

Для линейной эквидистантной АР набеги фаз φm 
относительно ее геометрического центра можно за-
писать как

	 ( )2 sin ,m
dm mj = ∆j ⋅ = π θ ⋅
λ

� (10)

где Δφ – набег фаз между соседними элементами.
Когда отсчет набега фаз φm ведется от геометриче-

ского центра  АР и  нумерация антенных элементов m  
осуществляется симметрично относительно этого 
центра, то для нечетного числа элементов индекс эле-

мента 
1 1, ..., 1, 0, 1, ..., ,

2 2
M Mm − −

= − −
 
а для четно-

го числа элементов 
1 1 1 1, ..., , , ..., .

2 2 2 2
M Mm − −

= − −  
Для круговой АР  набеги фаз φm  относительно 

ее геометрического центра определяются как

	
2 ( 1)2 cos ,m

R m
M

π − j = π θ − λ  
� (11)

где m = 1, …, M; R – радиус круговой АР.
Очевидно, что задача оценивания вектора-фазора 

плоского волнового фронта  s для обеих 

конфигураций АР (линейной и круговой) сводится толь-
ко к оценке начальной фазы и угла прихода полезного 
сигнала, поэтому МП оценка  ŝ  находится путем реше-
ния задачи максимизации скалярного произведения:

•	 для детерминированного сигнала между вектором 
сигналов у  на выходах согласованных фильтров 
и  «пробным»  (trial) вектором-фазором плоской 
волны  ,s  фазы которого определяются выражени-
ем (10) для линейной АР и (11) для круговой АР;

•	 для случайного сигнала между собственным век-
тором ψ̂1 ˆ ˆ Mψ =1 s  и «пробным» (trial) вектором-
фазором плоской волны  .s
Различные алгоритмы нахождения МП-оценок 

параметров плоского волнового фронта для ли-
нейной  АР подробно рассматривались в  рабо-
тах [26, 41, 42] для известного детерминированного 
сигнала и в [29, 43] для случайного сигнала. В этих 
работах были предложены эффективные двухэтап-
ные алгоритмы нахождения МП-оценок. При этом 
на  первом этапе находится грубая оценка волново-
го фронта полезного сигнала путем сканирования 
сектора пространства возможных углов прихода 
полезного сигнала. Такое сканирование для экви-
дистантных АР обычно осуществляется с использо-
ванием дискретного преобразования Фурье  (ДПФ) 
от вектора сигналов, наблюдаемых на элементах АР. 
На  втором этапе грубая оценка уточняется путем 
нахождения поправки к  оценке волнового вектора, 
найденного на  первом шаге. При этом использует-
ся или регрессионный алгоритм, или итерационный, 
а круговая АР заменяется на виртуальную линейную 
неэквидистантную АР [41]. Для удобства сравнения 
этапы нахождения МП-оценок вектора-фазора пло-
ского волнового фронта детерминированных и слу-
чайных сигналов приведены в табл. 1.

Таблица 1. Этапы нахождения МП оценок 
вектора-фазора плоского волнового фронта 
детерминированных и случайных сигналов

Этапы Детермини
рованный сигнал Случайный сигнал

МП оценка 
в случае произ-
вольного волно-
вого фронта

*

1
ˆ [ ] [ ]

N

n
a n n

=
= =∑s x y ˆ ˆM= ψ1s ψ̂1

Грубая оценка 
в случае пло-
ского волнового 
фронта (ДПФ 
с пересемпли-
рованием)

0

H

,
ˆ arg max

j ∆j
=s s y

s s� ψ
0

H

,

ˆ ˆ ˆargmax
� ��

1

Уточнение 
оценки с по
мощью линей-
ной регрессии

0ˆ ( 1)m mj = j + ∆j − 0ˆ ( 1)m mj = j + ∆j −
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2. ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ВОЛНОВОГО ФРОНТА СИГНАЛОВ

Эффективность разработанных алгоритмов на-
хождения МП-оценок угла прихода плоского волно-
вого фронта сигнала определялась путем сравнения 
дисперсий оценок, получаемых в численных экспе-
риментах, с  минимально возможными, определя-
емыми неравенствами Крамера  –  Рао  [11,  13,  14]. 
При этом в  случае детерминированного полезного 
сигнала при исследовании вопроса о предельно до-
стижимых точностях оценки параметров плоского 
волнового фронта необходимо рассматривать задачу 
совместного оценивания начальной фазы и угла при-
хода сигнала. Поэтому рассмотрим сначала общий 
случай определения нижних границ Крамера – Рао 
для произвольного числа оцениваемых параметров, 
которые удобно записать в виде вектора η. Тогда дис-
персия i-го оцениваемого параметра ηi удовлетворя-
ет неравенству

	 � � � �22 ˆ ˆ( ) ( ) ,i i i ii� � � � � � � ηCRB � (12)

где η – вектор оцениваемых параметров, ˆ iη  – оценка 
i-го параметра, .   – знак усреднения, а  CRB(η)  – 
корреляционная матрица оценок параметров (Cramér–
Rao bound, CRB), обратная к информационной матри-
це Фишера (Fisher information matrix, FIM): 

CRB(η) = FIM−1(η).

В соответствии с  общей методологией нахож-
дения границ Крамера  –  Рао  [11] при оценивании 
точности нескольких параметров  (вектора параме-
тров  η) необходимо сначала найти выражение для 
информационной матрицы Фишера через произво-
дные от функции правдоподобия, элементы которой 
в общем случае выражаются в виде:

	
� �

2

,
ln( ( | )( ) .i j
i j

W y� �� η� �η � � � �
�� ��� �� �

FIM �  (13)

Для модели наблюдений с аддитивным гауссов-
ским шумом  (1) выражение для информационной 
матрицы Фишера записывается в виде [16]:

	

� � 1 1
,

H
1

( ) tr

2Re ,

i j
i j

i j

� �

�

� �� �� �η � �� �
�� ��� �� �

� ��µ �µ� �� � �
�� ��� �� �

R RFIM R R

R �  (14)

где Re{∙} – действительная часть выражения.

2.1. Детерминированный полезный сигнал

В случае, когда наблюдается детерминиро-
ванный сигнал с  неизвестным волновым фронтом 
вида  (2) в  гауссовском шуме, корреляционная ма-
трица шума R (4) не зависит от оцениваемых пара-
метров  φ0 и  θ и поэтому первое слагаемое в  выра-
жении (14) будет равно нулю. Для рассматриваемой 
задачи вектор оцениваемых параметров η  =  [θ,  φ0] 
и  с учетом  (4) матрица Фишера  (14) может быть 
представлена в виде:

	 H

,

( ) ( )
( ) 2 SNR Re ,i j

i j
N

� �� � � �� �η � � � �� �
�� ��� �� �

S SFIM �(15)

где 

2

1
2

1 [ ]
SNR

N

n
a n

N ==
σ

∑
  – отношение сигнал/шум 

на  одном антенном элементе, равное отношению 
средней мощности принятого полезного сигнала 
на одном элементе к мощности шума. 

Для линейной АР в случае, когда начальная фаза 
сигнала φ0 оценивается в геометрическом центре ан-
тенны, матрица Фишера (15) становится диагональ-
ной и имеет следующий вид [36]:

	
2 2

2

( ) 2 SNR

( 1)
2 cos 0

.12

0

N

d M M

M

η � � �

� ��� �� �� �� �� �� �� �
� �� 


FIM

� (16)

Это позволяет легко найти обратную ей корреля-
ционную матрицу для оценок угла прихода и началь-
ной фазы сигнала:

	 1
0 0( , ) ( , ).−θ j = θ jC FIM � (17)

У этой матрицы размерности 2 × 2 недиагональ-
ные элементы равны нулю, а диагональные элемен-
ты являются минимально возможными дисперсиями 
оценок угла прихода θ и начальной фазы φ0 полезно-
го сигнала:

( )2 2 2
1 1 6CRB( ) ,

SNR cos ( 1)2 N M Md
θ = ⋅ ⋅

⋅ ⋅ θ −π λ
� (18)

	 0
1 1CRB( ) .

2 SNRN M
j = ⋅

⋅
� (19)

Для круговой АР  в  случае, когда фаза сигна-
ла оценивается в  геометрическом центре антенны, 
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матрица Фишера  (15) также становится диагональ-
ной и записывается в следующем виде [41]:

	
2 2
0

2

2
0

( ) 2 SNR .

0

R
MN

M

� ��
� �η � � � �� �
� �� �

FIM � (20)

Это позволяет легко найти обратную ей корреля-
ционную матрицу оценок угла прихода θ и началь-
ной фазы полезного сигнала φ0, диагональные эле-
менты которой равны: 

	 2 2 2
0

1 1CRB( ) ,
SNR 4N M R

θ = ⋅
⋅ ⋅ π ⋅ λ

� (21)

	 0
1 1CRB( ) ,

2 SNRN M
j = ⋅

⋅
� (22)

а недиагональные элементы равны нулю.

2.2. Случайный полезный сигнал

В случае, когда полезный сигнал является слу-
чайным гауссовским процессом, корреляцион-
ная матрица  R наблюдаемого вектора  х[n] зависит 
от оцениваемых параметров φ0 и θ, а вектор средних 
значений μ равен нулю (6). Поэтому первое слагае-
мое в выражении для матрицы Фишера (14) не равно 
нулю, а второе слагаемое равно нулю. 

Однако оценивание начальной фазы φ0 в векто-
ре-фазоре не имеет смысла, т.к. комплексная ампли-
туда a[n] случайного полезного сигнала s[n] = a[n]s 
на  каждом отсчете имеет случайную фазу, равно-
мерно распределенную в интервале [−π, π]. В этом 
случае нахождение первого слагаемого в  выраже-
нии (14):

	 1 1
,( ) tri j

i j

� �
� �� �� �η � � �

�� ��� �� �

R RFIM R R � (23)

приводит к  тому, что все элементы матрицы 
Фишера, кроме одного, оказываются равными 
нулю. Поэтому в  рассматриваемом случае мож-
но оценить только один параметр – угол прихода 
полезного сигнала θ. С учетом выражения (6) для 
корреляционной матрицы  R можно найти ее  об-
ратную матрицу

	 1 H
1 M

− ν
= −

+ ν
R I ss � (24)

и, подставляя (6) и (24) в первое слагаемое форму-
лы (14), получить выражение для нужного элемента 
матрицы Фишера:

( )
4
s

2 2 2
n n s

H H
H

2 2
2

2
FIM( )

( ) ( ) 1 ( ) ( )( ) ( )

( 1)2 cos .
12

N M
M

M

d M M

⋅ ⋅ ⋅ σ
θ == ×

σ σ + σ

 ∂ η ∂ η ∂ η ∂ η
× − η η = ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 

− = π θ λ 

s s s ss s � (25)

где 2
sσ  и  2

nσ  – дисперсии сигнала и шума соответ-
ственно.

Для линейной АР, подставляя в  выражение для 
матрицы Фишера (25) вектор-фазор с фазами, опре-
деляемыми формулой  (10), легко найти нижнюю 
границу для дисперсии оценки угла прихода в виде:

	
( )

1
2

2 2 2 2

1CRB( ) FIM ( )
2

1 SNR 6 .
SNR cos ( 1)

d
M

N M M

−θ = θ = ×
π λ

+ ⋅
× ⋅

⋅ θ −

 � (26)

Для круговой АР нижнюю границу для диспер-
сии оценки угла прихода случайного сигнала мож-
но найти аналогичным образом. Для этого следует 
подставить в выражение для матрицы Фишера (25)  
вектор-фазор с  фазами, определяемыми форму-
лой (11). В результате получим

1
2 2 2 2 2

0

1 SNRCRB( ) FIM ( ) .
SNR 4

M
N M R

− + ⋅
θ = θ =

⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ λ
� (27)

Для удобства сравнения все найденные нижние 
границы для дисперсий оценок угла прихода сигна-
ла линейной и круговой АР приведены в табл. 2 где 
CRB(θ) обозначены соответственно буквой L для ли-
нейной АР, и буквой С – для круговой, а индексы det 
и  rand соответствуют детерминированному и  слу-
чайному сигналам соответственно.

Из приведенных в  табл.  2  формул следует, что 
отношения нижних границ Крамера – Рао для дис-
персий оценок угла прихода для случайного и детер-
минированного сигналов оказывается одинаковым 
для линейной и для круговой АР, и равными

	 rand rand

det det

1 SNR .
SNR

L CM
L M C

+ ⋅
= =

⋅
� (28)

Причем из  выражения  (28) следует, что при 
увеличении отношения сигнал/шум и  числа антен-
ных элементов  (при произведении  M  ·  SNR  >>  1) 
границы Крамера  –  Рао для дисперсий оценок 
угла прихода случайного и  детерминированно-
го сигналов становятся одинаковыми. Так, в  слу-
чае M  =  8  разница между  CRB для случайного 
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и  детерминированного сигналов становится мень-
ше 10% уже при SNR > 0.8 дБ, а в случае М = 16 – при 
SNR  >  −2.2  дБ, что также подтверждается резуль-
татами численных экспериментов, приведенными 
на рис. 2 и рис. 3 в следующем разделе.

3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИК АЛГОРИТМОВ, 

РЕАЛИЗУЮЩИХ МП ОЦЕНКИ УГЛА ПРИХОДА 
ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА

Сравнительный анализ характеристик рассмо-
тренных выше алгоритмов оценивания углов при-
хода полезного сигнала был проведен на примерах 
линейных и круговых АР с разным числом антенных 
элементов в условиях однолучевого канала с  адди-
тивным гауссовским шумом (1). Для всех конфигу-
раций АР расстояние между антенными элементами 
бралось равным половине длины волны  (d  =  λ/2). 
В  качестве полезного детерминированного сигна-
ла  a[n] использовался сигнал с  псевдослучайной 
двоичной фазовой манипуляцией (0, π) с постоянной 
амплитудой, известный на приемнике, а  в качестве 
полезного случайного сигнала  – комплексная гаус-
совская последовательность независимых отсчетов 
такой же длины N.

Как отмечалось выше, в работах [9, 16] была те-
оретически доказана неэффективность алгоритмов 
МП-оценивания угла прихода полезного случайного 
сигнала при конечном объеме выборки N, что при-
водит к  недостижимости границы Крамера  –  Рао 
только за счет увеличения величины SNR при фик-
сированном размере выборки. Однако подробные 
численные исследования этого факта, проведенные 
в  работе  [29], показали, что при достаточно боль-
ших отношениях сигнал/шум предельные значения 
дисперсий МП-оценок углов прихода превышают 
границу Крамера  –  Рао на  относительную величи-
ну порядка ~1/(N − 1), которой, очевидно, на прак-
тике можно пренебречь при больших  N. Поэтому, 

в  представленных ниже численных экспериментах, 
чтобы избежать учета конечности выборки, объем 
выборки был выбран достаточно большим (N = 64) 
для обеих моделей полезного сигнала, детерминиро-
ванной и случайной.

Для определения пороговых уровней отношений 
сигнал/шум  SNRth  (ниже которых возникают ано-
мально большие ошибки) предложена следующая 
методика. Пороговые значения  SNRth находились 
как значения, при которых среднеквадратичное от-
клонение  (СКО) оценок углов прихода полезного 
сигнала превышали теоретические нижние границы 
Крамера – Рао (CRLB) на заданное количество про-
центов. Несомненным достоинством данной методи-
ки является то, что нижние границы Крамера – Рао 
легко рассчитываются по аналитическим формулам, 
приведенным в табл. 2 для линейной и круговой АР. 
Уровень превышения теоретических значений вы-
бран равным 10% на основе результатов предвари-
тельных численных экспериментов, показывающих, 
что с одной стороны при SNR < SNRth происходит 
быстрый, почти скачкообразный, рост СКО оценок, 
а  с другой стороны, измерение такого 10%-го сме-
щения возможно выполнить с  большой точностью 
порядка 1% при разумном числе экспериментов (по-
рядка 1 млн).

При этом исследовались среднеквадратичные 
ошибки МП-оценок углов прихода плоского вол-
нового фронта, получаемых с  применением ал-
горитмов, описанных в  разделе 2  и приведенных 
в табл. 1 для обеих моделей полезного сигнала. Для 
каждого алгоритма, конфигурации АР и модели сиг-
нала СКО оценок углов прихода сигналов находи-
лись по 2 · 105 численным экспериментам, в каждом 
из которых обрабатывался сигнал длиной в N отсче-
тов (N = 64). 

Для линейных АР  (uniform linear array, ULA) 
на  рис.  2  приведены графики среднеквадратич-
ных ошибок  σsin θ оценок синусов углов прихода 
для детерминированного и  случайного сигналов 

Таблица 2. Итоговые формулы для CRB(θ) для различных типов сигнала и конфигурация АР

Решетка Детерминированный полезный сигнал Случайный полезный сигнал

Линейная АР
( )det 2 2 2

1 1 6
SNR cos ( 1)2

L
N M Md

= ⋅ ⋅
⋅ ⋅ θ −π λ ( )rand 2 2 2 2 2

1 1 SNR 6
SNR cos ( 1)2

ML
N M Md

+ ⋅
= ⋅ ⋅

⋅ θ −π λ

Круговая АР det 2 2 2
0

1 1
SNR 4

C
N M R

= ⋅
⋅ ⋅ π ⋅ λ rand 2 2 2 2 2

0

1 SNR
SNR 4

MC
N M R

+ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ λ

Примечание. Значения границ Крамера – Рао в табл. 2 даны для произвольного радиуса круговой антенны. В случае, когда рас-

стояние между соседними элементами круговой антенны равно половине длины волны, отношение 2 2
0 2

1 .
16sin ( / )

R
M

λ =
π
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в  зависимости от  отношения сигнал/шум, измеря-
емого на одном антенном элементе. При этом угол 
прихода полезного сигнала задавался в каждом экс-
перименте случайным и  равномерно распределен-
ным в интервале ±60°. Штриховыми линиями соот-
ветствующих цветов изображены нижние границы 
Крамера  –  Рао для детерминированного сигнала 
в соответствии с формулой (18) и случайного сигна-
ла в соответствии с формулой (26).

Из представленных на  рис.  2  результатов вид-
но, что СКО оценок для обеих моделей сигналов 
при увеличении SNR стремятся к одинаковым пре-
дельным значениям, зависящим от числа антенных 
элементов  M. При удвоении числа антенных эле-
ментов СКО оценок уменьшается приблизительно 
в 2.83 раза, что находится в хорошем соответствии 
с  аналитическими выражениями, приведенными 
в табл. 2. Интересно также отметить, что для того, 
чтобы добиться такого же уменьшения СКО оценок 
при фиксированном числе антенных элементов  М, 
необходимо увеличить отношение сигнал/шум при-
близительно на  10  дБ. В  то же  время пороговые 
значения сигнал/шум  SNRth, при превышении ко-
торых СКО оценок практически достигают границ 
Крамера – Рао, существенно зависят от вида полез-
ного сигнала. Для детерминированных сигналов по-
роговые значения сигнал/шум оказываются суще-
ственно меньше, чем для случайных сигналов. 
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Рис. 2. СКО оценок синусов углов прихода  
для детерминированного (det) и случайного (rand) 

сигналов в зависимости от отношения  
сигнал/шум для линейной АР при разном числе 

антенных элементов М

Для круговых АР  (uniform circular array, 
UCA) на  рис.  3  приведены аналогичные гра-
фики среднеквадратичных ошибок  σθ оценок 
углов прихода для детерминированного и  слу-
чайного сигналов в  зависимости от  отношения  
сигнал/шум на одном антенном элементе. При этом 
угол прихода полезного сигнала задавался слу-
чайным равномерно распределенным в интервале 
от 0° до 180°/M (в силу радиальной M симметрии 
задачи это распределение эквивалентно равномер-
ному распределению от 0° до 360°). Штриховыми 
линиями соответствующих цветов изображены 
границы Крамера  –  Рао для детерминированного 
сигнала в  соответствии с  формулой  (21) и  слу-
чайного сигнала в соответствии с формулой  (27). 
Из  представленных результатов видно, что для 
круговой АР, как и для линейной АР, СКО оценок 
углов для обеих моделей сигналов при увеличе-
нии SNR стремятся к  одинаковым предельным 
значениям, зависящим от числа антенных элемен-
тов  M, а  пороговые значения сигнал/шум  SNRth, 
при превышении которых СКО  оценок практиче-
ски достигают границ Крамера – Рао, существенно 
зависят от вида полезного сигнала. При этом для 
детерминированных сигналов пороговые значения 
сигнал/шум также оказываются ниже, чем для слу-
чайных сигналов. 
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Рис. 3. СКО оценок углов прихода  
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Из сравнения двух рассмотренных геометрий АР 
видно, что поведение зависимостей СКО оценок 
углов приходов сигналов от  числа антенных эле-
ментов М и отношения сигнал/шум имеет одинако-
вый характер в области больших SNR  (превышаю-
щих SNRth). В то же время, при равном количестве 
антенных элементов и  расстоянии между ними, 
СКО  оценок для линейной  АР  (в случае нулевого 
угла прихода сигнала с  направления перпендику-
лярного апертуре  АР) оказываются приблизитель-
но в 2.5 раза меньше, чем для круговой. Очевидно, 
что это связано с приблизительно в 3 раза меньшим 
размером апертуры круговой АР по сравнению с ли-
нейной АР. Однако несложно показать, что это пре-
имущество линейной АР над круговой АР в точно-
сти оценивания углов прихода сигнала сохраняется 
только в  секторе  ±67°, при больших углах круго-
вая АР имеет более высокую точность оценивания, 
чем линейная  АР. Кроме того из  полученных ре-
зультатов (аналитических и численных) следует, что 
точность оценивания круговой АР при больших от-
ношениях сигнал/шум (SNR > SNRth) вообще не за-
висит от углов прихода полезного сигнала. 

Во второй серии численных экспериментов для 
всех рассмотренных выше конфигураций АР и мо-
делей сигналов проведено более детальное иссле-
дование достигаемых точностей оценивания углов 
прихода сигнала в  наиболее интересных интерва-
лах значений отношений сигнал/шум вблизи поро-
говых SNRth. Для этого количество численных экс-
периментов для каждого  SNR вблизи  SNRth было 
увеличено до  106  и при нахождении уточненных 

пороговых значений использовалась линейная ин-
терполяция.

Для модели детерминированного полезного сиг-
нала в  табл.  3  представлены уточненные значе-
ния SNRth для линейной и круговой АР (даны с точ-
ностью до 0.1 дБ), соответствующие им СКО оценок 
углов прихода σsin θ/sin θ (даны с точностью до 3 зна-
чащих цифр) и  предельные нижние границы 
Крамера – Рао  ( )det det ,L C  рассчитанные с по-
мощью аналитических выражений, приведенных 
в  табл.  2. Контрольные величины относительного 
10%-го превышения  СКО над границами 
Крамера  –  Рао  (δσsin θ/δσθ) приведены в  нижней 
строчке таблицы (даны с точностью до 3 значащих 
цифр).

Для модели случайного полезного сигнала 
в табл. 4 аналогичным образом представлены уточ-
ненные значения  SNRth, для линейной и  круго-
вой АР, соответствующие им СКО оценок углов при-
хода  σsin θ/sin θ и  предельные нижние границы 

Крамера  –  Рао  ( )rand rand ,L C  рассчитанные  
также с  помощью формул, приведенных в  табл.  2. 
Контрольные величины относительного 10%-го пре-
вышения СКО над границами Крамера – Рао приве-
дены в нижней строчке табл. 4.

Для более наглядного сравнения числен-
ных результатов, приведенных в  табл.  3  и  4, 
на  рис.  4  на одном графике представлены рассчи-
танные уточненные пороговые значения отношений  
сигнал/шум (SNRth) для всех конфигураций АР и мо-
делей полезного сигнала.

Таблица 3. Значения SNRth для линейной и круговой АР для детерминированного сигнала

M
8 16 32 64

ULA UСA ULA UСA ULA UСA ULA UСA

SNRth, дБ −13.3 −10.3 −15.5 −13.6 −17.5 −16.8 −20.0 −20.1

σsin θ/sin θ 2.20 · 10−2 3.92 · 10−2 9.95 · 10−3 2.03 · 10−2 4.44 · 10−3 1.04 · 10−2 2.09 · 10−3 5.43 · 10−3

det detL C 2.00 · 10−2 3.53 · 10−2 9.04 · 10−3 1.85 · 10−2 4.04 · 10−3 9.49 · 10−3 1.90 · 10−3 4.94 · 10−3

δσsin θ/δσθ 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100

Таблица 4. Значения SNRth для линейной и круговой АР для случайного сигнала

M
8 16 32 64

ULA UСA ULA UСA ULA UСA ULA UСA

SNRth, дБ −7.3 −6.4 −9.1 −9.0 −10.7 −10.3 −12.2 −12.2

σsin θ/sin θ 1.42 · 10−2 3.07 · 10−2 5.90 · 10−3 1.48 · 10−2 2.37 · 10−3 5.76 · 10−3 9.55 · 10−4 2.45 · 10−3

rand randL C 1.29 · 10−2 2.79 · 10−2 5.36 · 10−3 1.35 · 10−2 2.15 · 10−3 5.23 · 10−3 8.68 · 10−4 2.23 · 10−3

δσsin θ/δσθ 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100
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Из приведенных на рис. 4 графиков можно сде-
лать важные практические выводы. Во-первых, по-
роговые значения отношений сигнал/шум сильно 
зависят от вида принимаемого сигнала, так для детер-
минированных сигналов они оказываются приблизи-
тельно на 6–7 дБ ниже, чем для случайных сигналов. 
Во-вторых, пороговые значения отношений сиг-
нал/шум очень слабо зависят от  конфигурации  АР 
и при большом числе антенных элементов (М > 16) 
практически совпадают для рассмотренных в рабо-
те линейных и  круговых  АР. При этом при удвое-
нии количества антенных элементов значения SNRth 
уменьшаются приблизительно на 2 дБ. 
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Рис. 4. Зависимости уточненных пороговых значений 
отношений сигнал/шум (SNRth) от числа антенных 
элементов для всех конфигураций АР и моделей 

полезного сигнала

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено численное исследование точ-
ности МП-оценок угла прихода сигнала с  плоским 
волновым фронтом, принимаемого линейной и кру-
говой АР. Проведен анализ двух моделей полезного 
сигнала – детерминированного с априори известной 
формой и случайного – гауссовского шума с некор-
релированными отсчетами. 

В ходе численного эксперимента показано, что, 
в  соответствии с  теорией оптимальных оценок, 

при увеличении отношения сигнал/шум и  боль-
ших объемах выборки среднеквадратичные ошибки 
МП-оценок для обеих моделей сигнала стремятся 
к  одинаковым теоретически предельным значени-
ям  (границам Крамера  –  Рао), зависящим только 
от числа антенных элементов M и конфигурации АР.

В работе предложен метод строгого определения 
пороговых значений отношений сигнал/шум  (ниже 
которых возникают аномально большие ошибки) 
на  основе заданного относительного превышения 
СКО оценок максимального правдоподобия теоре-
тически предельных нижних границ Крамера – Рао, 
найденных аналитически. Проведенное численное 
моделирование позволило найти с  высокой точно-
стью такие пороговые значения для детерминиро-
ванных и случайных моделей сигналов. 

Выявлены достаточно простые закономерности 
между основными характеристиками системы оце-
нивания: геометрией  АР, числом антенных элеме-
тров, типом обрабатываемого сигнала и  использу-
емым алгоритмом. Эти закономерности на  основе 
интерполяции и  аппроксимации уже представлен-
ных в  работе результатов  (без проведения допол-
нительного численного моделирования), позво-
ляют определять пороговые значения отношений  
сигнал/шум для двух базовых моделей сигналов  
(детерминированной и  случайной) в  линейных 
и  круговых АР  практически с  любым количеством 
антенных элементов, большим четырех. 

Таким образом, одним из основных результатов 
работы является доказательство с помощью числен-
ного моделирования того факта, что когерентная 
и  некогерентная обработка сигналов дает одинако-
вые предельно достижимые точности при одинако-
вых отношениях сигнал/шум больше пороговых зна-
чений (SNR > SNRth). В то же время, вид полезного 
сигнала и метод его обработки существенно влияют 
на величину пороговых значений SNRth, ниже кото-
рых возникают аномально большие ошибки.

Полученные в  работе результаты могут быть 
практически использованы на начальном этапе про-
ектирования и определения архитектуры систем вы-
сокоточного пеленгования и  локализации источни-
ков излучения различных сигналов.
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Резюме
Цели. Целью исследования является повышение безопасности дорожного движения за  счет разработки 
устройства вызова экстренных оперативных служб для водителей двухколесных транспортных средств, как 
наиболее уязвимых участников дорожного движения, и улучшения их технической оснащенности.
Методы. В ходе исследования проанализированы характеристики канала передачи акустического сигнала 
и процессов, сопровождающих его распространение. При исследовании параметров голосовой связи при-
менялись методы шумоподавления, эхоподавления и эхокомпенсации, а также алгоритмы преобразования 
акустической информации, реализованные в аппаратно-программной части устройства.
Результаты. В  ходе проектирования устройства учтены особенности управления двухколесным транс-
портным средством, влияние внешних воздействующих факторов и  климатических условий. Предложена 
реализация интерфейса взаимодействия водителя двухколесного транспортного средства с  оператором 
системы «ЭРА-ГЛОНАСС», учитывающая специфику его использования. Приведены структурные схемы эхо-
компенсатора и  детектора двойного речевого сигнала с  использованием адаптивного фильтра. Описана 
процедура автоматической регулировки усиления акустического сигнала речевого диапазона. Рассмотрены 
алгоритмы, реализующие эти процессы, и возможность их адаптации к задачам устройства вызова экстрен-
ных оперативных служб. Показаны результаты практической реализации опытного образца устройства: кон-
струкция, его интеграция в приборную панель двухколесного транспортного средства. Приведены структур-
ная схема тестового стенда, программное обеспечение для качественного анализа акустического сигнала, 
оценена эффективность предложенного решения.
Выводы. Результаты исследования по конструированию устройства вызова экстренных оперативных служб 
показали, что применение алгоритмов аналоговой и цифровой обработки речевого сигнала, реализуемых 
в кодеке и модеме устройства, позволит обеспечить качественный уровень голосовой связи водителя с опе-
ратором экстренных оперативных служб.
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Abstract
Objectives. The aim of the study is to improve road safety by developing an emergency call device for drivers of two-
wheeled vehicles, as the most vulnerable road users, and improving their technical equipment.
Methods. In  the course of  the study, the characteristics of  the acoustic signal transmission channel and the 
processes accompanying its propagation were analyzed. When studying the parameters of voice communication, 
noise reduction, echo cancellation and echo compensation methods were used, as well as algorithms for converting 
acoustic information implemented in the hardware and software of the device.
Results. The results of practical implementation are presented: the design of a prototype device, its integration 
into the dashboard of a two-wheeled vehicle. During the design of the device, the control features of a two-wheeled 
vehicle, the influence of external factors and climatic conditions were taken into account. An implementation of the 
interface of interaction between the driver of a two-wheeled vehicle and the operator of the ERA-GLONASS system 
is proposed, taking into account the specifics of  its use. Structural schemes of an echo compensator and a dual 
speech signal detector using an adaptive filter are presented. The algorithms implementing these processes and the 
possibility of their adaptation to the tasks of the emergency call device are considered. The procedure for automatically 
adjusting the amplification of the acoustic signal of the speech range is described, an analytical description of the 
technical problem and the applied methods of digital processing are given. A structural diagram of the test stand, 
software for qualitative analysis of the acoustic signal, visualization of the test results of the prototype are presented, 
and the effectiveness of the proposed solution is evaluated.
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ВВЕДЕНИЕ

Обеспечение безопасности дорожного движения 
всегда являлось актуальной и важной задачей, остро-
та и сложность которой не снижается в современных 
условиях развития дорожной сети и инфраструкту-
ры, характеризующейся увеличением многообразия 
и  численности транспортных средств  (ТС), еже-
дневно передвигающихся по  автотрассам. Важным 
аспектом обеспечения безопасности дорожного дви-
жения является понимание характера произошедше-
го дорожно-транспортного происшествия (ДТП), ин-
формации о количестве пострадавших, полученных 
травмах для наиболее эффективного оказания помо-
щи. Дорожно-транспортные происшествия с  уча-
стием двухколесных ТС являются наиболее тяжелы-
ми, т.к. водитель данного ТС не  защищен кузовом, 
в  отличие от  водителя автомобиля. Поэтому кроме 
подтверждения самого факта аварии с помощью ав-
томатических алгоритмов, ценную информацию мо-
гут дать свидетели ДТП, а также, при возможности, 
непосредственные участники. Для этого двухколес-
ные ТС необходимо оснащать устройствами вызова 
экстренных оперативных служб (УВЭОС) с возмож-
ностью двухсторонней голосовой связи с  операто-
ром.

Особенности человеко-технической систе-
мы  (водитель и  двухколесное  ТС) накладывают 
определенные ограничения на исполнение УВЭОС. 
При его разработке необходимо учитывать значи-
тельно меньшие массогабаритные параметры  ТС 
по сравнению с автомобилем, наличие шлема на во-
дителе, который заглушает речь, а  в случае  ДТП 
не всегда есть возможность его снять, всепогодное 
исполнение, расстояние от  динамика и  микрофона 
говорящего, которое может изменяться в достаточно 
широких пределах, а также высокий уровень шума 
дорожной обстановки.

Для качественного голосового соединения с опе-
ратором экстренных служб необходимо обеспе-
чить высокопроизводительную аналого-цифровую 

обработку речевой информации (ГОСТ 34788-20211), 
погасить шумы, убрать эхо, обеспечить корректный 
уровень автоматической регулировки усиления ми-
крофона и динамика в зависимости от окружающих 
условий (ГОСТ 33468-20152).

Известно, что цифровая обработка вносит за-
держку в распространение сигнала, поэтому необхо-
димо соблюдать баланс между качеством обработки 
и временем прохождения сигнала [1].

Современные алгоритмы обработки речевого 
сигнала, как правило, реализуются на основе цифро-
вого сигнального процессора, модема сотовой связи. 
Для улучшения качества обработки сигнала и  сни-
жения задержки целесообразно отдельные вычис-
ления перенести на другие части схемы, например, 
на кодек и микроконтроллер.

ОСНОВНЫЕ ПОКАЗАТЕЛИ КАЧЕСТВА 
ДВУХСТОРОННЕЙ ГОЛОСОВОЙ СВЯЗИ

В УВЭОС для связи с  оператором экстренных 
служб на стороне абонента используется способ ду-
плексной громкой связи. Для четкого понимания 

1  ГОСТ 34788-2021. Межгосударственный стандарт. 
Автомобильные транспортные средства. Системы вызова 
экстренных оперативных служб. Качество громкоговоря-
щей связи. Технические требования и  методы испытаний. 
М.: Российский институт стандартизации; 2021. 20 с. [GOST 
34788-2021. Interstate Standard. Motor vеhicles. Сall emergency 
services systems. Speakerphone quality. Technical requirements 
and test methods. Moscow: Russian Institute of Standardization; 
2021. 20 p. (in Russ.).]

2  ГОСТ 33468-2015. Межгосударственный стандарт. 
Глобальная навигационная спутниковая система. Система 
экстренного реагирования при авариях. Методы испы-
таний устройства/системы вызова экстренных опера-
тивных служб на  соответствие требованиям к  качеству 
громкоговорящей связи в  кабине транспортного сред-
ства. М.: Стандартинформ, 2016. 74  с.  [GOST 33468-2015. 
Interstate Standard. Global navigation satellite system. Road 
accident emergency response system. In-vehicle emergency 
call device/system. General technical requirements. Moscow: 
Standartinform; 2016. 74 p. (in Russ.).]

Conclusions. The results of a study on the design of an emergency call device have shown that the use of analog 
and digital speech signal processing algorithms implemented in the device’s codec and modem will ensure a high-
quality level of voice communication between the driver and the emergency services operator.

Keywords: two-wheeled vehicle, acoustic signal, duplex voice communication, echo cancellation algorithm, noise 
reduction algorithm, normalized least squares algorithm, digital signal processor, LMS algorithm, NLMS
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речевой информации терминальное оборудование 
должно обеспечивать следующие характеристики [2]:

1)	достаточный уровень превышения сигнала дина-
мика над общим уровнем шума,

2)	достаточный уровень превышения сигнала ми-
крофона над общим уровнем шума,

3)		широкий динамический диапазон микрофона, 
обеспечивающий стабильную работу в шумной 
обстановке дороги общего пользования,

4)		низкие собственные внутриканальные шумы,
5)	автоматическую регулировку усиления,
6)	шумоподавление,
7)		эхокомпенсацию,
8)	добавление комфортного шума в канал связи.

Пункты 1–4  обеспечиваются схемотехническим 
решением, которое включает динамик необходимой 
мощности, усилитель звуковой частоты, чувствитель-
ный микрофон с широким динамическим диапазоном 
и собственным трактом усиления, а также полосовой 
фильтр, который обеспечивает пропускание только 
полезного речевого диапазон сигнала (300–3400 Гц) 
и фильтры, подавляющие узкополосные помехи (гар-
моники от электрооборудования, GSM3).

Пункты 5–8 обеспечиваются алгоритмами циф-
ровой обработки речевого сигнала. В  зависимости 
от  конструктивного исполнения  УВЭОС цифровой 
сигнальный процессор может быть установлен от-
дельно или входить в состав модема сотовой связи. 

Конструкция устройства реализуется в  виде 
печатного узла, разработанного с  использованием 
специализированных систем автоматизированного 
проектирования.

АВТОМАТИЧЕСКАЯ РЕГУЛИРОВКА 
УСИЛЕНИЯ РЕЧЕВОГО СИГНАЛА

Реализация автоматической регулировки усиления 
на основе цифровой обработки сигналов является тех-
нически сложной задачей, поэтому в большинстве слу-
чаев этот метод представляет собой перенос алгорит-
мов аналоговой схемотехники на цифровой сигнал. Тем 
не  менее, современные системы обработки речевого 
сигнала используют преимущества цифровой обработ-
ки сигналов в  системах автоматической регулировки 
усиления благодаря расчетам на основе аналитического 
сигнала. Любой отсчет цифрового аналитического сиг-
нала x(n) представляет собой комплексное число:

x(n) = Re{x(n)} + iIm{x(n)}, 

где n – номер отсчета.

3  Global system for mobile communications – стандарт мо-
бильной связи второго поколения. [Global System for Mobile 
Communication (GSM) is the second-generation mobile commu-
nication standard.]

Нормализованная форма цифрового сигнала 
имеет вид:

	
( )[ ] .

| ( ) |
x nx n
x n

=íîðì � (1)

Если сигнал представляет собой смесь гармони-
ческого колебания и шума либо он является суммой 
гармонических колебаний, то  нормализация приве-
дет к искажению сигнала. Поэтому для выравнива-
ния сигнала в формуле (1) в знаменателе указывают 
не модуль отсчета, а усредненное значение огибаю-
щей сигнала. Усреднение огибающей сигнала можно 
произвести с помощью фильтра с конечной импуль-
сной характеристикой, применяя усреднение не к са-
мому сигналу, а к его модулю. Тогда формула норма-
лизации примет следующий вид:

( )( ) ,
( )

x nx n
x n

=íîðì
ñð

где xср(n)  – усредненное значение модуля сигнала, 
полученное с помощью скользящего среднего:

1

0

1( ) | ( ) |,
N

k
x n x n k

N

−

=
= −∑ñð 

где N – длина окна усреднения, k – индекс суммиро-
вания.

При использовании этого метода для речевого 
сигнала необходимо учесть следующие особенно-
сти. В  речевом сигнале присутствуют паузы меж-
ду отдельными слогами и фразами. Оцифрованный 
звуковой сигнал всегда имеет шумы, состоящие 
из  внутриканальных шумов, обусловленных элек-
трической схемой, внешних шумов и шумов кван-
тования. Эти шумы будут усиливаться в  паузах 
до  номинального уровня выходного сигнала. Для 
борьбы с  этим эффектом применяют два способа. 
Первый – блокирование автоматической регулиров-
ки усиления в  паузах с  помощью детектора рече-
вого сигнала. Второй – добавление к усредненной 
огибающей постоянной составляющей, значения 
параметров которой выше максимальных абсо-
лютных значений шума в паузах речевого сигнала. 
В этом случае формула усреднения примет следу-
ющий вид:

( )( ) .
( ) L
x nx n

x n
=

+íîðì
ñð

Константа L подбирается опытным путем во вре-
мя настройки системы под конкретные шумовые 
сценарии.
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ШУМОПОДАВЛЕНИЕ

Речевой сигнал, принимаемый оператором си-
стемы «ЭРА-ГЛОНАСС», зашумлен. Так как двухко-
лесное ТС не имеет закрытой кабины, окружающий 
шум может иметь значительную интенсивность, 
и  его наличие может сильно исказить результаты 
анализа и  распознавания речи. Для удаления шума 
используют различные методы шумоподавления. 
В  данном случае возможно применять методы, ра-
ботающие в  реальном времени и  вносящие ми-
нимальную задержку в  обрабатываемый сигнал. 
Значительным усложнением процедуры шумопо-
давления является изменение громкости и характе-
ра шума  (спектральных составляющих) с  течением 
времени. Наибольшее распространение получили 
методы шумоподавления, основанные на предполо-
жении, что речевой сигнал и шум взаимно некорре-
лированы [3].

Пусть речевой сигнал x(n) искажается аддитив-
ным шумом  v(n). Тогда зашумленный сигнал  y(n) 
можно представить следующим образом:

y(n) = x(n) + v(n).

Общая задача шумоподавления заключается 
в восстановлении сигнала  ˆ( ),x n  максимально близ-
кого к исходному x(n), из наблюдаемого зашумлен-
ного сигнала  y(n). Для этого разработаны адаптив-
ные алгоритмы, основанные на  оценке шума и  его 
подавлении.

В случае разбиения сигнала на  окна длитель-
ностью от 10 до 30 мс можно утверждать, что ре-
чевой сигнал и  шум становятся стационарными, 
поэтому методы шумоподавления реализуются ис-
ходя из этого утверждения [4, 5]. В цифровых сиг-
нальных процессорах современных модемов для 
оценки шума наиболее широко применяются алго-
ритмы Кохена – Бердуго MCRA (minima controlled 
recursive averaging или рекурсивное усреднение 
с  контролем минимумов), квантильного оцени-
вания и  различных вариантов на  их основе  [6,  7]. 
Непосредственно для шумоподавления использует-
ся одна из современных модификаций винеровской 
фильтрации.

ЭХОКОМПЕНСАЦИЯ

В телефонии различают два типа эха:
•	 акустическое, обусловленное отражением звуко-

вых волн и акустической связью между громко-
говорителем и микрофоном;

•	 электрическое, возникающее из-за проблем в со-
гласовании линий (в настоящее время практиче-
ски не встречается).

В случае с УВЭОС необходимо подавить акусти-
ческое эхо, возникающее у  оператора связи и  обу-
словленное акустической связью между микрофоном 
и динамиком блока интерфейса пользователя (БИП), 
а также отражением акустических волн от ближай-
ших предметов.

Алгоритмы эхокомпенсации разделяются на ал-
горитмы во временной и частотной областях [8, 9]. 
Для низкочастотных сигналов, к которым относятся 
сигналы в  телефонной линии, наиболее эффектив-
ными с  точки зрения использования вычислитель-
ных ресурсов показали себя алгоритмы во  времен-
ной области.

Адаптивный алгоритм эхокомпенсации включа-
ет следующие шаги [6]:

1.	Моделирование эхо-тракта.
Формируется адаптивная модель, описывающая 
истинные характеристики акустического трак-
та θ. Модель представляет собой фильтр с векто-
ром регулируемых коэффициентов θ̂.

2.	Оценка эхо-сигнала.
На каждом шаге n вычисляется оценка эха  ˆ( )z n  
путем свертки вектора х опорного сигнала с век-
тором θ̂ коэффициентов модели:

ˆ( ) ,� θ �Tẑ n x

где Т – знак транспонирования, а  размерность 
векторов определяется длиной цифрового  
фильтра.

3.	Адаптация параметров модели.
Параметры модели θ̂ непрерывно корректиру-
ются на  основе анализа сигнала ошибки  e(n), 
который отражает разницу между реальным 
эхо-сигналом  z(n) и  его оценкой  ˆ( ).z n  Про- 
цесс адаптации минимизирует эту ошибку,  
используя алгоритм подстройки коэффици- 
ентов.

4.	Компенсация эхо-сигнала.
Окончательный выходной эхокомпенсирован-
ный сигнал формируется путем вычитания 
оценки эха  ˆ( )z n  из  общего сигнала микрофо-
на m(n):

ˆ( ) ( ) ( ),y n m n z n= −

где m(n)  =  ω(n)  +  z(n), ω(n)  – полезный сиг-
нал ближнего абонента, z(n)  – реальный эхо- 
сигнал.
Схема работы эхокомпенсатора показана 

на рис. 1. Сигнал дальнего конца  (far-end) соответ-
ствует голосу оператора, а  сигнал ближнего кон-
ца (near-end) – голосу пользователя, передаваемому 
через систему громкой связи.
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АЛГОРИТМ НАИМЕНЬШИХ 
СРЕДНИХ КВАДРАТОВ

Алгоритм Уидроу  –  Хоффа  [10], известный как 
алгоритм наименьших средних квадратов (least mean-
squares, LMS), по сей день является одним из лучших 
алгоритмов адаптивной фильтрации. Он  широко ис-
пользуется при реализации систем эхоподавления. 
Алгоритм корректирует коэффициенты  θ̂ фильтра, 
чтобы уменьшить среднеквадратичную ошибку меж-
ду желаемым (целевым) сигналом и выходным сигна-
лом фильтра. Этот алгоритм получил широкое распро-
странение, в т.ч. из-за его вычислительной простоты.

НОРМАЛИЗОВАННЫЙ АЛГОРИТМ 
НАИМЕНЬШИХ СРЕДНИХ КВАДРАТОВ

Нормализованный алгоритм наименьших 
средних квадратов  (normalized least mean squares, 
NLMS)  [11] выводится из  алгоритма  LMS. Если 
мощность входного сигнала адаптивного фильтра 
изменяется со временем, то размер шага между дву-
мя соседними коэффициентами фильтра также из-
менится и  повлияет на  скорость сходимости. Из-за 
низкого уровня сигнала скорость сходимости замед-
лится, при высоком уровне сигнала скорость сходи-
мости увеличится и даст ошибку. Для решения этой 
проблемы необходимо сделать зависимым размер 
шага от уровня входного сигнала. Такой размер шага 
будет называться нормализованным.

ДЕТЕКТОР ДВОЙНОГО РАЗГОВОРА

При акустическом подавлении эха ключевой про-
блемой становится устранение эффекта двойного раз-
говора  (double-talk,  dt)  [12], который возникает, когда 

одновременно активны речевые сигналы на  дальнем 
конце и ближнем конце. В этом случае сигнал удален-
ного абонента искажается из-за наложения локальной 
речи. Для решения данной проблемы в систему инте-
грируют детектор двойного разговора, задача которого 
заключается в  том, чтобы приостановить этап адап-
тации во  время работы алгоритма фильтрации, когда 
на ближнем конце присутствует речевой сигнал, и, тем 
самым, избежать расхождения в адаптивном алгоритме.

Реализация детектора двойного разговора 
(double‐talk detector, DTD) совместно с адаптивным 
фильтром представлена на  рис.  2. В  данной схе-
ме DTD анализирует 3 ключевых параметра:

1)	сигнал дальнего конца x(n) – опорный сигнал эха;
2)	сигнал ближнего конца m(n)  – смесь полезного 

сигнала и эха;
3)	сигнал ошибки ˆ( ) ( ) ( ),e n m n z n= −  где ˆ( )z n   – 

оценка эха, сформированная адаптивным филь-
тром.
Сигнал ошибки e(n), по сути, представляет собой 

эхокомпенсированный сигнал, получаемый после 
вычитания смоделированного эха из входного сигна-
ла микрофона. Этот сигнал возникает в двух основ-
ных случаях:

•	 когда адаптивный фильтр еще не достиг сходи-
мости (в начальный период работы);

•	 при изменении акустических характеристик по-
мещения (например, перемещении микрофона)
Детектор DTD оценивает уровень сигналов x(n), 

m(n) и  e(n), затем анализирует соотношение сиг-
нал/эхо и принимает решение об обновлении коэф-
фициентов фильтра, разрешает адаптацию при отсут-
ствии двойного разговора или блокирует обновление 
при обнаружении одновременной речи [13].

Существует несколько алгоритмов DTD, но наи-
более распространенные из  них алгоритм  Гейгеля 

Рис. 1. Схема эхокомпенсатора с использованием адаптивного фильтра
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и алгоритмы на основе вычисления взаимной корре-
ляции (Benesty и нормализованной взаимной корре-
ляции (normalized cross-correlation, NCC)) [14].

Суть алгоритма Гейгеля заключается в сравнении 
мощностей двух сигналов: принимаемого сигнала 
микрофона (содержащего возможное эхо и/или речь 
ближнего абонента) и  опорного сигнала дальнего 
конца  (передаваемого на  громкоговоритель). Когда 
в  микрофоне присутствует только эхо-сигнал  (без 
речи ближнего абонента), его мощность оказывает-
ся пропорционально меньше мощности опорного 
сигнала из-за затухания в акустическом тракте. Если 
же к эху добавляется речь ближнего абонента, общая 
мощность сигнала микрофона существенно возрас-
тает. Это различие позволяет алгоритму надежно де-
тектировать факт двойного разговора.

В отличие от  энергетического подхода Гейгеля, 
алгоритм Benesty использует нормированный ко-
эффициент взаимной корреляции между сигналом 
дальнего конца (опорным сигналом эха) и сигналом 
микрофона (смесью эха и речи ближнего абонента). 
Высокое значение корреляции указывает на домини-
рование эха в сигнале микрофона, тогда как сниже-
ние корреляции свидетельствует о  появлении речи 
ближнего абонента. Такой подход обеспечивает бо-
лее точное детектирование по сравнению с простым 
сравнением мощностей.

Алгоритм нормализованной взаимной корреля-
ции вычисляет статистику принятия решения, ана-
лизируя соотношение между сигналом микрофона 
и сигналом ошибки (разностью между фактическим 
и оцененным эхо-сигналом). В основе лежит оцен-
ка дисперсии сигнала ближнего абонента (полезно-
го сигнала) и  взаимной корреляции между сигна-
лом ошибки и сигналом микрофона. Нормализация 
по мощности сигналов делает алгоритм устойчивым 

к изменениям уровня сигналов, что особенно важно 
в условиях переменного акустического окружения.

ПРАКТИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ОПЫТНОГО 
ОБРАЗЦА ИНТЕРФЕЙСА ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ

Для моделирования и тестирования алгоритмов 
был разработан опытный образец  БИП. Внешний 
вид устройства представлен на рис. 3.
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индикатор

Динамик

Микрофон

Рис. 3. Внешний вид проектируемого устройства

Устройство располагается на руле двухколесно-
го  ТС в  зоне доступности водителя. Оно содержит 
микрофон, динамик, кнопку  «SOS» вызова экс-
тренных оперативных служб, индикатор состояния 
устройства и крышку, предотвращающую случайное 
нажатие. Способ размещения устройства и  состав-
ные части БИП показаны на рис. 4.
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Поскольку динамик и микрофон находятся в од-
ном корпусе в  непосредственной близости друг 
от  друга, то  эффект акустического эха будет выра-
жен очень сильно [15]. Для его подавления предло-
жено применить цифровой сигнальный процессор 
модема, а  для вспомогательных вычислений  – ми-
кроконтроллер основного блока. Функциональная 
схема БИП показана на рис. 5.

Тракт прохождения акустического речевого 
сигнала в БИП показан на рис. 6. В кодеке, распо-
ложенном в БИП, осуществляется преобразование 

4  I²S (inter-integrated circuit sound) – стандарт интерфейса электрической последовательной шины для соединения цифро-
вых аудиоустройств. [I²S (Inter-Integrated Circuit Sound) is a standardized electrical serial bus interface for connecting digital audio 
devices.]

5  Recommended standard 485 – стандарт физического уровня для асинхронного интерфейса. [Recommended Standard 485 is 
the physical layer standard for an asynchronous interface.]

аналогового сигнала микрофона/динамика в  циф-
ровой, здесь же  реализуется обратная процеду-
ра (интерфейс I2S4). Далее по интерфейсу RS-4855 
сигнал поступает в  основный блок, главная зада-
ча которого  – обеспечение помехоустойчивости. 
Затем в микроконтроллере основного блока сигнал 
передается на  интерфейс  I2S и  подается в  модем. 
Поскольку интерфейс  I2S поддерживает передачу 
только на короткие расстояния, использование ин-
терфейса RS-485 в данном случае весьма оправда-
но [16].

Рис. 5. Функциональная схема БИП

Рис. 6. Схема тракта прохождения акустического сигнала в БИП

Основной 
блок

Основной блок

Контроллер
RS-485

Кнопка SOS
Микроконтроллер

Усилитель

Аудиокодек

Аудиокодек

Аудиокодек

Модуль питания

Индикатор

Р
аз

ъе
м

Блок интерфейса пользователя

Блок интерфейса пользователя

Интерфейс RS-485

Микроконтроллер

Микроконтроллер

Динамик

Микрофон

Модем 
сотовой  

связи



71

Russian Technological Journal. 2025;13(6):63–77

В.В. Никитин,  
С.У. Увайсов, Д.В. Басов

Устройство вызова экстренных оперативных служб для обеспечения голосовой связи  
водителя двухколесного транспортного средства и оператора системы «ЭРА-ГЛОНАСС»

Основной блок УВЭОС имеет в  составе мо-
дем  Telit  LE910  (Telit Cinterion, Италия) и  ко-
дек  NAU8810  (Nuvoton Technology Corporation, 
Тайвань). Модем реализован на базе чипсета Qualcomm 
и  имеет встроенный цифровой сигнальный процес-
сор этого же  производителя. Настройка параметров 
цифрового процессора осуществляется посредством 
пользовательского интерфейса программного обеспе-
чения (ПО) Qualcomm QACT (Qualcomm, США).

ТЕСТИРОВАНИЕ УСТРОЙСТВА

Структурная схема тестового стенда для на-
стройки и  анализа качества голосовой связи пред-
ставлена на  рис.  7. Устройство вызова экстренных 
оперативных служб, установленное на  двухколес-
ном  ТС, соединяется с  радиокоммуникационным 
тестером посредством сотовой связи. Звуковой вход 
тестера подключается к  компьютеру с  установлен-
ным  ПО  HEAD Analyzer ACQUA  (HEAD Acoustics 
GmbH, Германия), в составе которого имеется набор 
звуковых тестов для проверки качественных пока-
зателей речевого сигнала. Алгоритм работы ПО по-
зволяет тестировать качество связи, как со стороны 
оператора, так и со стороны водителя ТС.

При тестировании на  стороне оператора ка-
либрованные звуковые сигналы передаются в  ра-
диокоммуникационный тестер, затем  – на  мо-
дем УВЭОС и по речевому тракту – в динамик БИП. 
Далее они принимаются искусственным слухо-
вым аппаратом манекена и  оцениваются с  помо-
щью ПО HEAD Analyzer ACQUA.

При тестировании на  стороне водителя  ТС ка-
либрованные звуковые сигналы из  искусственного 
речевого аппарата манекена через микрофон  БИП 

передаются по  речевому тракту  УВЭОС в  модем, 
затем через радиокоммуникационный тестер – в ПО 
для соответствующего анализа.

Рабочее место управления шумовыми сценари-
ями служит для имитации уличного окружающего 
шума в  условиях заглушенной камеры, в  которой 
проводятся испытания.

В результате настроек цифрового сигнального 
процессора и алгоритмов микроконтроллера удалось 
добиться показателей речевой связи оператора экс-
тренных оперативных служб и водителя ТС, удовлет-
воряющих ГОСТ 33464-20156. Методы этого стандар-
та ориентированы на испытания в салоне автомобиля, 
но  их можно использовать и  для двухколесных  ТС. 
Тесты наиболее важных показателей приведены ниже.

ЗАТУХАНИЕ В КАНАЛЕ ПЕРЕДАЧИ  
В РЕЖИМЕ ДВУСТОРОННЕГО РАЗГОВОРА

При одновременном разговоре абонентов мак-
симально допустимое затухание AH, S, dt, вноси-
мое  УВЭОС в  канал передачи  S, нормируется 
ГОСТ  33464-2015  и проверяется методами, опи-
санными в  ГОСТ  33468-2015  п.  7.9.2. Затухание 
зависит от  типа производительности  (класса каче-
ства) УВЭОС для дуплексной связи и должно соот-
ветствовать значению, приведенному в таблице.

6  ГОСТ 33464-2015. Межгосударственный стандарт. 
Глобальная навигационная спутниковая система. Система 
экстренного реагирования при авариях. Устройство/си-
стема вызова экстренных оперативных служб. Общие 
технические требования. М.: Стандартинформ, 2017. 86  с. 
[GOST  33464-2015. Interstate standard. Global navigation 
satellite system. Road accident emergency response system. 
In-vehicle emergency call device/system. General technical 
requirements. Moscow: Standartinform; 2017. 86 p. (in Russ.).]

Рис. 7. Структурная схема тестового стенда УВЭОС
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Таблица. Параметры типа производительности 
УВЭОС для дуплексной связи

Параметр

Класс качества

1 2а 2b 2c 3

Полная 
дуплексная 

связь

Частичная  
дуплексная 

связь

Полу
дуплексная 

связь

AH, S, dt, дБ ≤3 ≤6 ≤9 ≤12 >12

Требования должны выполняться как при номи-
нальных уровнях сигналов приема и  передачи, так 
и при дисбалансе этих уровней. Необходимо прове-
рить две комбинации уровней сигналов:

•	 номинальные уровни сигналов на прием и пере-
дачу;

•	 уровень сигнала на передачу выше на 6 дБ, уро-
вень сигнала на прием ниже на 6 дБ.
При тестировании используются две последо-

вательности некоррелированных  CSS  (composite 
source signal – составной сигнал) сигналов, которые 
подаются в канал передачи и приема одновременно 
с частичным перекрытием во времени для создания 
эффекта одновременного разговора.

Начальный участок каждого периода CSS-сигнала 
(вокализованный звук, показан на  рис.  8 черным 
цветом), идущего в  одном направлении, пере-
секается с  конечным участком каждого периода 
CSS-сигнала  (псевдошум, показан белым цветом), 
идущего в  противоположном направлении. Анализ 
проводится в моменты активного сигнала в направ-
лении передачи.

Перед началом тестирования эхокомпенсатор 
должен быть настроен на  максимальное эхопо-
давление с  помощью тренировочной последова-
тельности в канале приема, состоящей из женских 
и мужских голосовых записей длительностью 10 с 
каждая.

Уровень сигнала в канале передачи оценивается 
во временной области с постоянной времени интегри-
рования 5 мс. Строится зависимость уровня сигнала 

от времени. Ослабление сигнала в канале передачи 
оценивается между уровнем сигнала во  время од-
новременного двухстороннего разговора и уровнем 
сигнала во время одностороннего разговора (в пау-
зах сигнала приема) при условии полной активации 
канала передачи. Анализ проводится для всей тесто-
вой последовательности, начиная со второго перио-
да CSS-сигнала.

Результаты измерения приведены на рис. 9 и 10. 
Рисунок 9 представляет собой наложенные на одну 
временную шкалу записи ближнего абонента в  ти-
шине и  в присутствии сигнала дальнего абонен-
та (через динамик системы громкоговорящей связи). 
На рис. 10 уровень громкости имеет линейный мас-
штаб, значения приведены в вольтах, потому что за-
писаны после вокодера измерительной системы. Это 
рисунок показывает отношение сигналов на рис. 9, 
т.к. сигнал ближнего абонента в присутствии даль-
него абонента всегда будет тише сигнала ближнего 
абонента в тишине. Значения кривой имеют отрица-
тельные знаки.

Одиночный 
разговор

Двойной  
разговор
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Рис. 9. Зависимость уровня сигнала  
от времени в направлении передачи 

для одностороннего разговора  
и двустороннего разговора в присутствии 

сигнала дальнего абонента,  
проинтегрированные с постоянной  

времени интегрирования 5 мс

Рис. 8. Тестовые сигналы для определения диапазона затухания в направлении передачи во время 
одновременного разговора (S(t) – сигнал в направлении передачи, Sdt(t) – сигнал в направлении приема)
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В качестве финальной оценки высчитывается 
значение максимально допустимого затухания:

end

start

H,S,dt dB
end start

5 | (t) | ,
t

t
A L dt

t t
=

− ∫

где LdB(t) – мгновенное значение затухания в момент 
времени t (в дБ), (tend − tstart) – длительность времен-
ного интервала, 5 мс – шаг дискретизации.

Затухание равно среднему значению площади 
под кривой, полученной в  результате интегрирова-
ния сигнала с постоянной времени 5 мс, и рассчиты-
вается как отношение суммарной площади по всем 
интервалам к  количеству отсчетов интегрирова-
ния (рис. 10). При этом сама кривая уровня уже ин-
тегрирована с постоянной времени 5 мс, что умень-
шает вероятность искажения результатов за  счет 
случайных кратковременных выбросов.

Полученные результаты, проанализированные 
с  помощью ПО  HEAD  Analyzer  ACQUA, соответ-
ствуют классу  2а, что удовлетворяет требованиям 
ГОСТ 33464-2015.

Аналогичные испытания были проведены для 
случая, когда «уровень сигнала на  передачу выше 
на 6 дБ, уровень сигнала на прием ниже на 6 дБ», 
т.е.  когда громкость звука ближнего абонента 
на  6  дБ больше, а  громкость звука дальнего або-
нента  (сигнал дальнего абонента воспроизводится 
через динамик устройства) на  6  дБ меньше. При 
номинальных уровнях громкости измеренные ха-
рактеристики оставались в  пределах допустимых 
значений.
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Рис. 10. Зависимости отношения сигнала 
в направлении передачи для ситуации  

двустороннего разговора к сигналу в направлении 
передачи для ситуации одностороннего разговора 

от времени, проинтегрированные  
с постоянной времени 5 мс

СТАБИЛЬНОСТЬ ОСЛАБЛЕНИЯ 
ЭХО-СИГНАЛОВ ОТ ВРЕМЕНИ

При подаче в  канал приема УВЭОС комбиниро-
ванного тестового сигнала и тестового сигнала искус-
ственного голоса номинального уровня ослабление 
эхо-сигналов в  канале передачи УВЭОС в  течение 
длительного времени измерения не должно снижать-
ся более, чем на 6 дБ от своего максимального значе-
ния (согласно требованиям ГОСТ 33464-2015 и методу 
проверки, изложенному в ГОСТ 33468-2015, п. 7.7.3).

Первый тестовый сигнал представляет собой 
периодически повторяемый комбинированный сиг-
нал  CSS. Проверка проводится для двух средних 
уровней сигнала −5 дБм0 и −25 дБм0.

Второй тестовый сигнал представляет собой 
одну последовательность для мужского голоса 
и  одну последовательность для женского голоса 
длительностью 10 с со средним уровнем −16 дБм0. 
Анализ проводится на протяжении всего сигнала.

Зависимость степени подавления эхо-сигналов 
от  времени строится в  виде графика. Постоянная 
времени интегрирования при оценке уровней ис-
ходного сигнала и эхо-сигнала составляет 35 мс, что 
позволяет сгладить случайные флуктуации и мини-
мизировать влияние кратковременных помех на ре-
зультаты измерений.

Для сигнала CSS график представляет собой 
кривую отношения уровня записанного сигнала в на-
правлении передачи к  уровню воспроизведенного 
сигнала в  направлении приема. Важно отметить, 
что один из сигналов отношения должен быть сме-
щен во  времени из-за физической и  программной 
задержек обработки и  распространения акустиче-
ских сигналов. К ним относятся задержки времени 
распространения звукового сигнала TSSND (S – signal 
(сигнал), SND – sound (звук)), задержки, связанные 
с  программной обработкой звукового сигнала S 
в речевом кодеке TSCOD (индексы: S – signal (сигнал), 
COD  – codec  (кодек)), и  задержки, связанные 
с  программной обработкой сигнала при передаче 
по сети системы связи TSYS (SYS – system (система)). 
Полная задержка распространения сигнала в канале 
передачи TSSUM  =  TSSND  +  TSCOD  +  TSYS должна 
быть измерена как время распространения сигнала 
от  точки измерения уровня звукового давления, 
расположенной на  расстоянии 25  мм перед губами 
человека или излучающим кольцом устройства 
«искусственный рот» (mouth reference point, MRP) – 
акустический речевой сигнал до  эталонной точки 
подключения и  измерения электрических уровней 
сигналов в  каналах приема и  передачи симулятора 
системы мобильной связи (point of interface, POI) – 
электрический речевой сигнал после декодирования, 
как показано на рис. 11.
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Для сигнала CSS зависимость степени подавления 
эхосигналов от  времени представлена на  рис.  12. 
Ввиду того, что к  большому воспроизводимому 
сигналу дальнего абонента относится малый 
по  уровню эхо-сигнал, общий уровень кривой очень 
малый. С  точки зрения стабильности подавления эхо-
сигналов от  времени система считается стабильной, 
если разница между минимальным и  максимальным 
значениями за время оценки не превысит 6 дБ. Стоит 
отметить, что оценка проводится только на  восьми 
участках CSS-сигнала, исключая паузы, поэтому вид 
измерительной маски имеет зубчатый характер. По оцен-
ке ПО HEAD Analyzer ACQUA этот тест стабильности 
ослабления эхо-сигналов от времени пройден.
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Рис. 12. Зависимость степени подавления  
эхо-сигналов CSS от времени с постоянной  

времени интегрирования 35 мс

Для сигнала искусственного голоса зависи-
мость уровня эхосигналов от времени представлена 
на  рис.  13. Сигнал искусственного голоса не  срав-
нивается с  воспроизводимым сигналом дальнего 
абонента, а  оценивается стабильность сигнала пе-
редачи (эхо-сигнал – кривая 1) при воспроизведении 
сигналов искусственного голоса, мужского и  жен-
ского  (кривая  2), на  стороне дальнего абонента. 
Система считается стабильной, если разница между 

минимальным и максимальным значениями за время 
оценки не превышает 6 дБ.
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Рис. 13. Зависимость уровня эхо-сигналов 
искусственного голоса от времени с постоянной 

времени интегрирования 35 мс

РАБОТА КАНАЛА ПЕРЕДАЧИ  
В АКУСТИЧЕСКИХ ШУМАХ

Для речевого сигнала ближнего абонента  ТС 
в  условиях фоновых акустических шумов отно-
шение сигнал/шум на  выходе канала передачи 
должно быть не  ниже  6  дБ. Рекомендуемое значе-
ние отношения сигнал/шум  – 12  дБ  (требования  
ГОСТ 33464-2015, методика ГОСТ 33468-2015, п. 7.10.1).

Фоновые акустические шумы вокруг двухколес-
ного  ТС воспроизводились для обычной и  наихуд-
шей шумовых ситуаций. 

При испытании в  шумах с  уровнем бо-
лее 50 дБ(А) выходной уровень речевых сигналов 
должен быть повышен на  3  дБ для каждых  10  дБ 
прироста уровня шума, усредненного за  длитель-
ное время. Это отражает эффект, когда человек в ус-
ловиях окружающего шума повышает громкость 
своего голоса. Максимальное приращение состав-
ляет 8 дБ.

Входной акустический тестовый сигнал 
в  виде искусственного голоса подавался через 

Рис. 11. Задержки обработки и распространения акустических сигналов
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искусственный рот манекена. Использовалась одна 
последовательность для мужского голоса и одна по-
следовательность для женского голоса с паузами.

Анализируемый сигнал снимался с  электри-
ческого выхода речевого кодека радиокоммуни-
кационного тестера. Постоянная времени инте-
грирования при оценке уровней сигнала и  шума 
составляла 35 мс. После расчета огибающей уровня 
сигнала и шума паузы оценивалось отношение сиг-
нал/шум в канале передачи.

Результатом измерения является график огиба-
ющей уровня сигнала и шума паузы в канале пере-
дачи. Для активных участков речи проводится инте-
гральная оценка:

send

sstart

s dB( ) ,
t

t
S L t dt= ∫

где LdB(t) – уровень сигнала в децибелах, 
start ends s,t t  – 

временные границы речевого сегмента.
Она равна площади под кривой на рис. 14, соот-

ветствующей всем активным участкам речи. 
Это значение относится к значению оценки:

nend

nstart

n dB( ) ,
t

t
S L t dt= ∫

где 
start endn n,t t  – временные границы шума речевой 

паузы. Значение оценки равно площади под кривой 
на рис. 14, соответствующей всем шумовым участ-
кам. Обе оценки проводятся с  учетом постоянной 
времени интегрирования  35  мс, чтобы исключить 
случайные изменения сигнала. Работа канала 
передачи в  акустических шумах считается 
удовлетворительной, если отношение интегральных 
оценок превышает  6  дБ. На  практике это значение 
соответствует слабо различимому на  слух сигналу, 
особенно при работе в  стандарте  GSM с  полосой 
акустических частот  300–3400  Гц, поэтому 
рекомендуется достигать уровней отношения 
сигнал/шум в  12  дБ. Также логично, что для 
наихудшей шумовой ситуации оценка будет меньше, 
ввиду большего уровня фонового шума, что 
накладывает дополнительные требования 
к испытуемой системе.

Канал передачи данных УВЭОС тестировался 
при различных шумовых сценариях, которые ге-
нерируются на  основе записей шума окружающей 
среды. Для теста была взята запись уличного шума 
громкостью 68 дБ. После соответствующей настрой-
ки усиления микрофона, динамика и  алгоритмов 

цифрового сигнального процессора получено соот-
ношение сигнал/шум на уровне 11 дБ, что отвечает 
требованиям ГОСТ 33464-2015.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках реализуемого проекта разработан 
опытный образец  УВЭОС, предназначенный для 
установки на двухколесном ТС и призванный обе-
спечить голосовую связь водителя с  оператором 
системы  «ЭРА-ГЛОНАСС» при возникновении 
нештатной ситуации или  ДТП. При проектиро-
вании устройства была проанализирована специ-
фика взаимодействия в  системе  «человек  – двух
колесное ТС», ее отличия от других динамических 
систем, обеспечивающих передвижение в  рамках 
созданной дорожно-транспортной сети. Учтены 
системные факторы, особенности эксплуатации 
и  ограничения, которые накладываются на  разра-
батываемое устройство, в т.ч. массогабаритные ха-
рактеристики, установочные размеры, локализация 
на приборной панели.

При проектировании устройства особое внима-
ние уделялось вопросам обработки акустического 
сигнала для обеспечения надежной и  качествен-
ной голосовой связи. Поскольку в  проектируемом 
устройстве динамик и микрофон размещены в не-
посредственной близости друг от друга, то вопросы 
устранения и компенсации акустических эффектов, 
сопровождающих голосовой сигнал в канале связи, 
стояли очень остро. Для решения этих задач были 
проанализированы алгоритмы шумоподавления, 
эхоподавления, эхокомпенсации с  точки зрения 
возможности применения их  для проектируемой 
системы. Дальнейшие испытания и  тестирование 
показали, что применение алгоритмов аналоговой 

Рис. 14. Уровень огибающей сигнала и шума паузы 
в направлении передачи с постоянной  

времени интегрирования 35 мс
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и  цифровой обработки речевого сигнала, реализу-
емых в  кодеке и  модеме проектируемой системы, 
позволит обеспечить качественный уровень голо-
совой связи водителя с оператором экстренных опе-
ративных служб.
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Резюме
Цели. Целью статьи является исследование разработанного авторами метода ограничения пик-фактора 
с дополнительным сигналом в системе связи с мультиплексированием с ортогональным частотным разде-
лением каналов  (orthogonal frequency division multiplexing, OFDM) при использовании полиномиальной ре-
грессии для выбора параметров метода.
Методы. В работе использованы методы статистической радиотехники, математического моделирования 
для аппроксимации зависимости вероятности битовой ошибки от величины уровня ограничения и числа до-
полнительных сигналов при использовании полиномиальной регрессии.
Результаты. Разработан алгоритм выбора параметров метода ограничения пик-фактора с  дополнитель-
ным сигналом в системе связи с мультиплексированием с ортогональным частотным разделением каналов 
на  основе полиномиальной регрессии, позволяющий оперативно оценивать характеристики системы без 
дополнительных затрат времени на математическое моделирование. Это значительно упрощает выбор оп-
тимального уровня ограничения и числа дополнительных сигналов без выполнения полного цикла модели-
рования для каждой конфигурации. Моделирование и аналитические расчеты подтвердили, что увеличение 
уровня ограничения способствует снижению вероятности битовой ошибки, а увеличение числа дополнитель-
ных сигналов улучшает точность ограничения, однако вызывает рост вычислительных затрат. Оптимальный 
выбор параметров позволяет достичь компромисса между снижением пик-фактора и сохранением качества 
сигнала. Также установлено, что при фиксированном уровне ограничения существует оптимальное значение 
числа дополнительных сигналов, обеспечивающее наилучшее соотношение между вероятностью ошибки 
и снижением пиковых значений.
Выводы. Предложенный подход позволяет сократить время расчетов более чем в 5 раз, обеспечивая гиб-
кость и адаптивность при проектировании OFDM-систем с ограничением пиковых значений.

Ключевые слова: метод ограничения с дополнительным сигналом, OFDM-сигнал, пик-фактор, метод сни-
жения пик-фактора, полиномиальная регрессия
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Abstract
Objectives. The article aims to investigate the authors’ developed peak-to-average power ratio (PAPR) reduction 
method using an  additional compensation signal in  orthogonal frequency-division multiplexing  (OFDM) systems, 
employing polynomial regression for method parameter selection.
Methods. The study utilizes statistical radio technique methods and mathematical modeling to  approximate the 
relationship between bit error rate  (BER) versus clipping threshold level and number of  additional signals using 
polynomial regression analysis.
Results. We developed an  algorithm for parameter selection in  the PAPR  reduction method with an  additional 
compensation signal for OFDM  systems using polynomial regression. This approach enables rapid system 
performance evaluation without additional computational overhead for mathematical modeling. The method 
significantly simplifies the optimization of clipping threshold and number of additional signals, eliminating the need 
for complete simulation cycles for each configuration. Both simulation and analytical calculations confirm that 
increasing the clipping threshold reduces BER, while increasing the number of additional signals improves clipping 
accuracy at  the cost of  higher computational complexity. Optimal parameter selection achieves a  compromise 
between PAPR  reduction and signal quality preservation. Furthermore, we  established that for a  fixed clipping 
threshold, there exists an optimal number of additional signals providing the best trade-off between error probability 
and peak value reduction.
Conclusions. An algorithm for selecting the parameters of  the clipping method with an additional compensation 
signal based on polynomial regression has been developed. This algorithm enables real-time evaluation of system 
characteristics without additional computational costs associated with repeated mathematical modeling. The 
proposed approach reduces calculation time by more than a factor of five, offering flexibility and adaptability in the 
design of OFDM systems with PAPR reduction.

Keywords: method of  peak factor reduction with compensation additional signal, OFDM  signal, peak-to-average 
power ratio, PAPR reduction method, polynomial regression
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ВВЕДЕНИЕ

В беспроводных системах связи модуляция яв-
ляется важной составляющей, необходимой для 
эффективной передачи информации и  уменьше-
ния влияния помех. Одним из современных и ши-
роко используемых методов модуляции является 
мультиплексирование с ортогональным частотным 
разделением каналов (orthogonal frequency division 
multiplexing, OFDM) [1–5]. Данный метод модуля-
ции решает ключевые проблемы, обеспечивая вы-
сокую скорость передачи данных, снижение веро-
ятности битовой ошибки (bit error rate, BER) [6, 7] 
и  эффективное использование полосы пропуска-
ния. Однако одной из  основных проблем OFDM 
является высокое отношение пиковой мощно-
сти сигнала к  средней  (peak-to-average power 
ratio,  PAPR). Разработка эффективных методов 
снижения  PAPR крайне важна для повышения 
производительности и  удобства использования 
системы. Одним из таких методов является метод 
ограничения пик-фактора дополнительным сиг-
налом  (МОДС), разработанный авторами. Этот 
метод имеет два основных параметра: заданный 
уровень ограничения  C и  число дополнительных 
сигналов  m, значения которых влияют на  эффек-
тивность метода. Исследование и оценка этих па-
раметров крайне важны для применения  МОДС 
в конкретных случаях.

В данной статье рассматривается выбор пара-
метров МОДС при использовании полиномиальной 
регрессии.

СИГНАЛ OFDM

Дискретный OFDM-сигнал может быть матема-
тически представлен в виде:

	
21

OFDM
0

1( ) ( )e , 0, 1,
j gvH

H
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L v K g v H
H

π−

=
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где H – количество поднесущих, K(g) – передаваемая 
информация на g-й поднесущей, v  – номер отсчета 
сигнала OFDM, j – мнимая единица.

Для сигнала OFDM с  дискретным временем 
определим величину пик-фактора как отношение 

максимальной мощности сигнала к  его сред-
ней мощности  [8–12], что можно представить  
в виде:
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где { }2
OFDM ( )P L vìàêñ   – максимальная мощность 

OFDM-сигнала, { }2
OFDM ( )P L vñðåä   – средняя мощ-

ность OFDM-сигнала, OFDM ( )L v  – амплитуда v-го 
отсчета OFDM-сигнала.

При использовании этого метода амплитуда сиг-
нала OFDM ограничивается определенным порого-
вым значением, при этом сохраняется исходная фаза 
каждого рассматриваемого отсчета, что можно вы-
разить как:
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где С – уровень ограничения, ( )L vèñõ  – амплитуда 
исходного отсчета сигнала, nφ – фазовый угол исход-
ного отсчета сигнала.

Для сигнала LOFDM(v) проводится поиск тех 
позиций  (номера позиций обозначим  q), где ам-
плитуда сигнала больше, чем уровень ограни-
чения  С. При передаче данных с  ограничением 
сигнала таким образом в некоторых его позициях 
происходит потеря информации. Для компенсации 
этих потерь передаваемый сигнал Lогр дополняет-
ся отсчетами, в  которые заносится информация 
о позиции q и добавляются сигналы Lдоп(q) – раз-
ности между исходными и ограниченными сигна-
лами [13–15]:

	 ( ) ( ) ( ).L q L q L q= −äîï èñõ îãð � (4)

Таким образом, в  передаваемом сигнале Lогр 
отсутствуют отсчеты, амплитуда которых превос-
ходит пороговое значение  С, но  потери инфор-
мации не  происходит, т.к. имеется возможность 
восстановить исходные отсчеты, зная их  номе-
ра  q и  дополнительные данные  Lдоп(q). Число 
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дополнительных отсчетов, зарезервированных для 
передачи номеров позиций  q и  значений  Lдоп(q), 
обозначим m.

ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ ПРИ ПРИМЕНЕНИИ 
ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ РЕГРЕССИИ

В методе ограничения пик-фактора с  дополни-
тельным сигналом вероятность битовой ошибки за-
висит не только от отношения сигнал-шум (signal-to-
noise ratio, SNR), но и от параметров метода – уровня 
ограничения  C и  количества зарезервированных до-
полнительных отсчетов  m  [16]. Оптимизацию этих 
параметров путем математического моделирования 
можно упростить, аппроксимируя результаты моде-
лирования полиномиальными кривыми, построенны-
ми на основе предварительно полученных данных.

Полиномиальная регрессия n-й степени описы-
вается выражением [17]:

	 2
0 1 2 ... ,n

nz b b x b x b x= + + + + � (5)

где 0 1 2, , , ... nb b b b   – коэффициенты регрессии, под-
лежащие определению.

Процедура определения коэффициентов включа-
ет следующие этапы:

Шаг 1. Формирование исходного набора дан-
ных – пар точек 1 1 2 2( , ), ( , ), ..., ( , ),k kx z x z x z  принад-
лежащих графику, полученному методом математи-
ческого моделирования. 

Шаг 2. Определение степени полинома n в соот-
ветствии с выражением (5).

Шаг 3. Построение системы уравнений.
Система линейных уравнений формируется 

на  основе исходных данных для нахождения коэф-
фициентов. Каждая точка данных порождает уравне-
ние вида:
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В матричной форме система уравнений записы-
вается как: 
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или G · b = z.

Шаг 4. Решение системы уравнений для опреде-
ления коэффициентов 0 1 2, , , ... .nb b b b

Решение находится методом наименьших ква-
дратов:

	 T 1 T( )−=b G G G z. � (8)

На рис. 1  представлена зависимость  BER 
от уровня ограничения C при SNR = 10 дБ и m = 16, 
полученная в результате моделирования.
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Рис. 1. Численные значения зависимости BER 
от уровня ограничения C при SNR = 10 дБ 

и m = 16 (метод моделирования)

Анализ графика демонстрирует снижение ве-
личины  BER с  увеличением уровня ограниче- 
ния C.

На рис. 2 представлены кривая BER и данные, 
полученные методом полиномиальной регрессии:
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Рис. 2. Численные значения зависимости BER 
от уровня ограничения C (метод регрессии)
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Анализ рис.  1  и  2  подтверждает полное со-
ответствие между результатами моделирования 
и  аппроксимации. Использование предварительно 
рассчитанных коэффициентов полиномиальной 
регрессии позволяет существенно сократить объ-
ем вычислительных операций при анализе параме-
тров МОДС.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

A. Отношение сигнал-шум равно 5 дБ

На рис. 3 показаны зависимости BER от уровня 
ограничения C при SNR = 5 дБ для различных значе-
ний m, полученные моделированием.
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Рис. 3. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (моделирование)

На рис. 4 представлены соответствующие зави-
симости, рассчитанные методом регрессии. 
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Рис. 4. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (метод регрессии)

Уравнения регрессионных кривых для 
m = 4, 8, 16:
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Б. Отношение сигнал-шум равно 10 дБ

На рис. 5 изображены зависимости BER от уров-
ня ограничения C при SNR = 10 дБ для различных m, 
полученные моделированием. 
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Рис. 5. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (моделирование)

Соответствующие регрессионные зависимости 
представлены на рис. 6.
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Рис. 6. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (метод регрессии)
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Уравнения регрессионных кривых для 
m = 4, 8, 16:
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В. Отношение сигнал-шум равно 15 дБ

На рис. 7  и 8  показаны зависимости  BER для 
SNR = 15 дБ, полученные соответственно моделиро-
ванием и методом регрессии.
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Рис. 7. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (моделирование)
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Рис. 8. Зависимость BER от уровня 
ограничения C (метод регрессии)

Уравнения регрессионных кривых:

2
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p C C C
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p C C C
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Сравнительный анализ рис. 3–8  подтверждает 
идентичность результатов, полученных методами 
моделирования и  полиномиальной регрессии при 
различных значениях SNR.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное исследование параметров метода 
ограничения пик-фактора с дополнительным сигна-
лом в OFDM-системах показало, что эффективность 
метода существенно зависит от оптимального выбо-
ра уровня ограничения C и количества дополнитель-
ных сигналов m, причем эти параметры взаимозави-
симы.

При заданном SNR применение полиномиальной 
регрессии позволяет осуществлять оценку и оптими-
зацию параметров C и m посредством аппроксима-
ционных кривых без проведения полномасштабного 
моделирования. Данный подход значительно сокра-
щает временные затраты на  проектирование и  по-
вышает гибкость настройки системы. Оптимизация 
параметров C и m обеспечивает эффективное сниже-
ние пик-фактора системы.

Перспективными направлениями дальнейших 
исследований являются разработка адаптивных ал-
горитмов выбора параметров в  зависимости от  ха-
рактеристик канала и требований к качеству переда-
чи, а также сравнительный анализ с современными 
методами оптимизации.
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Резюме
Цели. Целью исследования является проверка гипотезы о том, что стойкость мощных металлооксидных полу-
проводниковых полевых транзисторов (МОПТ) к электростатическому разряду (ЭСР) после гамма-облучения 
определяется концентрацией встроившихся в процессе облучения поверхностных состояний (ПС). Причи-
ной такой зависимости является деградация коэффициента усиления паразитного биполярного транзисто-
ра в структуре мощных МОПТ при накоплении ПС. Как следствие, для включения паразитного биполярного 
транзистора и последующего выхода из строя МОПТ требуется все большее напряжение импульса ЭСР.
Методы. Теоретическое описание физического механизма накопления  ПС и  его влияния на  стойкость 
мощных МОПТ к ЭСР. Экспериментальные исследования, включающие определение стойкости к ЭСР двух 
типов необлученных  МОПТ с  помощью специально разработанного генератора  ЭСР, облучение гамма-
квантами 60Co в активном электрическом режиме до нескольких уровней поглощенной дозы и последующее 
определение стойкости облученных образцов к ЭСР.
Результаты. Разработан метод, позволяющий численно рассчитать зависимости тока стока от напряжения 
затвор-исток для любых значений плотности накопленного радиационно-индуцированного заряда и концен-
трации встроившихся ПС. Показано, что для 1-го типа МОПТ при облучении до уровня поглощенной дозы 
в 3 крад встраивание ПС не происходило, и также не наблюдалось изменение пробивного напряжения при 
воздействии ЭСР или наблюдалось его незначительное снижение. Для 2-го типа МОПТ наблюдалось встра-
ивание ПС при облучении до уровня поглощенной дозы в 2 и 4 крад, а также увеличение пробивного напря-
жения при воздействии ЭСР.
Выводы. Показана связь между концентрацией встроившихся  ПС и  изменением стойкости мощ-
ных МОПТ к ЭСР. Полученные результаты могут быть использованы при оценке времени безотказной работы 
устройств, работающих в условиях одновременного воздействия радиационных и импульсных электрических 
нагрузок.

Ключевые слова: электростатический разряд, радиационные эффекты, поверхностные состояния, мощные 
МОП-транзисторы
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Abstract
Objectives. The aim of the study is to confirm that the robustness of high-power metal–oxide–semiconductor field-
effect transistor (MOSFET) to electrostatic discharge (ESD) after gamma irradiation is determined by the concentration 
of built-up interface traps (IT). The reason for such dependence is the degradation of the gain of the parasitic bipolar 
transistor in the structure of high-power MOSFETs during accumulation of IT. As a result, higher ESD pulse voltage 
is required to activate the parasitic bipolar transistor and cause the subsequent catastrophic failure of MOSFET.
Methods. The study describes the physical mechanism of the influence of IT accumulation on the robustness of high-
power  MOSFETs to  ESD. Experimental studies included determination of  ESD robustness for two types of  high-
power MOSFETs before irradiation, 60Co gamma irradiation to several levels of total ionizing dose, and subsequent 
determination of the ESD robustness of irradiated samples.
Results. The study developed a  method for calculating IT  concentration and radiation-induced charge density from 
subthreshold drain-gate characteristics. It was also shown that for the first type of MOSFET, when irradiated to total ionizing 
dose level of 3 krad, the build-up IT did not occur, nor was any change or insignificant decrease in the breakdown voltage 
observed when exposed to ESD. For the second type of MOSFET, build-up IT was observed when irradiated to total ionizing 
dose level of 2 and 4 krad and an increase in the breakdown voltage was also observed when exposed to ESD.
Conclusions. The study shows the relationship between the IT  concentration and the change in  the breakdown 
voltage when exposed to ESD. The results obtained can be used to assess the failure-free operation time of devices 
operating under conditions of ionizing radiation and electrostatic discharges.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследования влияния радиационных нагрузок 
на  пробивное напряжение p-n-переходов активно 
возобновились сравнительно недавно  [1–3], по-
скольку ранее не  наблюдалось критического изме-
нения пробивного напряжения p-n-переходов после 
радиационного воздействия до  уровня поглощен-
ной дозы в 4 ∙ 104 рад(Si) [4, 5]. Однако воздействие 
электростатических разрядов (ЭСР) и последующий 
пробой p-n-переходов проявляются более сложным 
механизмом, чем пробой при подаче статического 
или линейно нарастающего напряжения.

Одна из  первых работ по  этой теме была опу-
бликована в  2017  г.  [6] и  посвящена влиянию до-
зовых эффектов на  устройства защиты от  ЭСР:  
P+/NW-диоды, диоды Зенера, n-МОП1-транзисторы 
с  заземленным затвором  (gate grounded n–type  
metal–oxide–semiconductor, GGNMOS). В  качестве 
источника ионизирующего излучения были выбраны 
ионы гелия с энергией 1.5 МэВ, образцы подверга-
лись воздействию ионов со значением флюенса 1014, 
2 ∙ 1014 и 1015 см−2. В обоих типах диодов наблюда-
лось некоторое увеличение напряжения срабатыва-
ния, а также рост тока утечки и снижение тока отка-
за с ростом поглощенной дозы. Для GGNMOS после 
облучения исчезало поведение, характерное для 
вторичного пробоя, и также наблюдалось снижение 
тока отказа. Однако в работе не было приведено объ-
яснений и причин такого поведения приборов после 
облучения. Также возникает вопрос о влиянии струк-
турных дефектов на  поведение образцов во  время 
импульса  ЭСР, поскольку облучение ионами гелия 

1  Металл-оксид-полупроводник.

вносит значительное количество дефектов в объеме 
полупроводника.

В [7] исследовалось влияние гамма-облучения 
до  поглощенной дозы 200  крад на  характеристики 
низковольтных и  высоковольтных двунаправлен-
ных кремниевых управляемых выпрямителей (dual-
directional silicon controlled rectifier,  DDSCR). 
В  отличие от  напряжения срабатывания низко-
вольтных  DDSCR, напряжение срабатывания вы-
соковольтных  DDSCR значительно увеличивалось 
с  ростом поглощенной дозы в  основном из-за уве-
личения напряжения пробоя, и  такие выпрямите-
ли выходили из  строя сразу после срабатывания. 
Увеличение пробивного напряжения после облуче-
ния было связано с накоплением ловушек и поверх-
ностных состояний (ПС) в полевом и подзатворном 
оксидах, что приводило к увеличению области про-
странственного заряда (ОПЗ) p-n-переходов, которая 
и  определяет напряжение пробоя. По  той же  при-
чине после облучения возрастали токи утечки, что 
приводило к  слабой инверсии паразитных боковых 
транзисторов. В  данной работе были высказаны 
предположения о связи изменения поведения во вре-
мя импульса ЭСР облученных устройств с накопле-
нием ловушек и ПС, но не было проведено количе-
ственное сравнение концентрации накопленных ПС 
и изменения параметров устройств.

Целью текущей работы является выявление ме-
ханизма изменения стойкости к  ЭСР мощных ме-
таллооксидных полупроводниковых полевых тран-
зисторов  (МОПТ) после гамма-облучения, а  также 
исследование связи между концентрацией встроив-
шихся в процессе облучения ПС и изменением про-
бивного напряжения при воздействии  ЭСР  (VESD). 
Для расчета концентрации  ПС необходимо 

Глоссарий

Электростатический разряд  (electrostatic discharge)  – импульсный перенос электростатического заряда 
между телами с разными электростатическими потенциалами.

Поглощенная доза (total ionizing dose) – величина энергии ионизирующего излучения, поглощенная ве-
ществом в единицу массы.

Дозовые эффекты (total ionizing dose effects) – эффекты, обусловленные потерей ионизирующим излуче-
нием в веществе энергии на ионизацию.

Вторичный пробой (secondary breakdown) – явление резкого спада напряжения коллектор-эмиттер, обу-
словленное развитием тепловой нестабильности либо лавинной инжекцией. 

Поверхностные состояния (interface traps) – энергетические состояния (уровни энергии) электронов про-
водимости, локализованные вблизи поверхности твердого тела.

Структурные эффекты (displacement damage) – эффекты, обусловленные потерей ионизирующим излуче-
нием в веществе энергии на создание структурных повреждений.

Область пространственного заряда (space charge region) – электрически заряженный слой, который обра-
зуется на границе n- и p-областей.

Радиационно-индуцированный заряд (radiation-induced charge) – положительный заряд, который накапли-
вается в подзатворном диэлектрике транзисторов под действием ионизирующего излучения.
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разработать метод, позволяющий напрямую связать 
вольтамперную характеристику  (ВАХ) транзистора 
с концентрацией ПС.

1. ФИЗИЧЕСКИЙ МЕХАНИЗМ НАКОПЛЕНИЯ ПС 
И ЕГО ВЛИЯНИЕ НА СТОЙКОСТЬ 

МОЩНЫХ МОПТ К ЭСР

Ранее авторами в  работе [8] было эксперимен-
тально показано, что облучение гамма-квантами мощ-
ных МОПТ приводит к улучшению стойкости к ЭСР, 
причем, чем больше поглощенная доза, тем выше 
пробивное напряжение. Такой эффект был связан 
с включением под действием ЭСР «паразитного» би-
полярного транзистора в  структуре мощных МОПТ. 
Однако под действием гамма-облучения происходит 
деградация коэффициента усиления паразитного би-
полярного транзистора (h21e) [9] и требуется все боль-
шее напряжение ЭСР для достижения током коллек-
тора значения, необходимого для начала вторичного 
пробоя биполярного транзистора, и  последующего 
выхода из строя МОПТ. Деградация h21e вследствие 
воздействия ионизирующего излучения происходит 
из-за роста темпа рекомбинации в  ОПЗ перехода 
эмиттер-база и  проявляется в  виде роста тока базы 
при фиксированном смещении эмиттера. Темп реком-
бинации увеличивается из-за двух взаимосвязанных 
эффектов: увеличения скорости поверхностной ре-
комбинации и  расширения  ОПЗ перехода эмиттер- 
база [10]. Увеличение скорости поверхностной реком-
бинации пропорционально плотности центров реком-
бинации на  границе  Si/SiO2  перехода эмиттер-база. 
Поверхностные состояния, будучи одними из центров 
рекомбинации, определяют это увеличение скорости, 
однако следует принимать во внимание и накоплен-
ный на  границе  Si/SiO2  радиационно-индуцирован-
ный положительный заряд, вследствие сложного 
механизма их взаимодействия. Поверхностные состо-
яния физически представляют собой атом Si с непас-
сивированной оборванной связью, который образо-
вался после разрыва связи Si–H [11].

На сегодняшний день считается, что доминирую-
щим процессом в механизме накопления ПС является 
прыжковый перенос протонов. На  1-й  стадии этого 
процесса радиационно-индуцированные дырки, об-
разовавшиеся вследствие генерации электрон-дыроч-
ных пар ионизирующим излучением, перемещаются 
через оксид и свободный водород в форме протонов 
под действием электрического поля. На  2-й  стадии 
протоны перемещаются уже посредством прыжково
го переноса, и  в момент достижения границы  Si/SiO2 
они вступают в реакцию с разрывом связи Si–H, обра-
зуя H2 и трехвалентный дефект Si [12, 13].

Существующие на  сегодняшний день ме-
тоды измерения коэффициента усиления 

паразитного биполярного транзистора, применимые 
для мощных  МОПТ с  закороченным выводом под-
ложки, подразумевают нагрев исследуемых образцов 
с 25 до 300°С и измерение зависимости тока стока 
от напряжения на стоке закрытого транзистора [14]. 
Такой нагрев после облучения меняет динамику на-
копления ПС [15, 16], следовательно, h21e меняется 
в  процессе измерения, и  применение этих методов 
в текущем случае приведет к недостоверным резуль-
татам. Для подтверждения гипотезы о том, что стой-
кость мощных МОПТ к ЭСР после гамма-облучения 
определяется накоплением ПС, необходимо рассчи-
тать плотность  ПС необлученных образцов, облу-
чить образцы до нескольких значений поглощенной 
дозы, затем рассчитать плотность ПС после облуче-
ния и исследовать стойкость к ЭСР в каждом случае.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

В качестве исследуемых образцов были выбраны 
два типа мощных МОПТ, изготовленных по технологии 
HEXFET  (hexagonal field-effect transistor), т.е. в  одном 
кристалле размещаются тысячи параллельно-вклю-
ченных МОПТ-ячеек, образующих шестиугольник: 
IRFR4615PbF (производство International Rectifier, США) 
и  IRFR3710ZPbF  (производство Infineon Technologies, 
Германия). До  и  после облучения снимались сток-
затворные  ВАХ в  подпороговой области  (Vg.s  <  Vth), 
из которых рассчитывалась концентрация ПС.

Облучение гамма-квантами 60Co происхо-
дило в  режиме измерения порогового напряже-
ния: Vg.s  =  Vd.s и  Id  =  100  мкА для  IRFR4615PbF 
и  Vg.s  =  Vd.s и  Id  =  250  мкА для  IRFR3710ZPbF. 
Образцы IRFR4615PbF облучались до  двух зна-
чений поглощенной дозы: 1.78  крад и  3.18  крад, 
образцы  IRFR3710ZPbF облучались до  значе-
ний поглощенной дозы: 2  крад и  3.9  крад. В  каче-
стве источника ЭСР использовался разработанный 
в АО «НИИП» (Россия)2 генератор ЭСР, принципи-
альная схема которого приведена на рис. 1, а основ-
ные параметры – в табл. 1.

Стойкость образцов мощных МОПТ к ЭСР опре-
делялась путем измерения сток-затворной ВАХ тран-
зистора после подачи импульса ЭСР на сток (исток 
и  затвор в  момент подачи импульса заземлены). 
Критерием отказа считалось нетипичное для МОПТ 
поведение  ВАХ. Диапазон напряжений подавае-
мого импульса  ЭСР составлял  1–5  кВ. Если обра-
зец выдерживал испытание одним импульсом  ЭСР 
начальной амплитуды, в  следующем подаваемом 
импульсе амплитуда увеличивалась на  0.5  кВ. 
Максимально выдерживаемое напряжение при 

2  http://www.niipribor.ru/ (in  Russ.). Дата обращения 
06.10.2025. / Accessed October 06, 2025.

http://www.niipribor.ru/
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подаче импульса ЭСР (значение пробивного напря-
жения при воздействии ЭСР) определялось как зна-
чение напряжения в  том импульсе, после которого 
появилось нетипичное для МОПТ поведение ВАХ.

Выпрямитель
ВС20-10

Осцилло-
граф

Генератор 
импульсов

Блок 
питания

R2
51

R1
155 R6

50

R3
10

С1
1000

A

R5
10к

R4
1.7

220 В

220 В 220 ВБ5-44 Г5-82

К2
РЭС-42

К1
П2П-2В

kV
X1 X3

X4

X5X2

S1

S2

Рис. 1. Принципиальная электрическая схема 
генератора ЭСР3. S1 – кнопка «Пуск» на генераторе, 

S2 – кнопка дистанционного управления пуском 
генератора, K1 – вакуумное реле П2Д-2В,  

K2 – промежуточное реле РЭС-42, X1 – подключение 
высоковольтного источника питания, X2 – разъем для 

измерения тока, X3 – разрядный наконечник, 
 X4 – разъем для измерения напряжения,  

X5 – обратный токопровод, C1 – разрядный 
конденсатор, R1 – разрядный резистор,  

R2–R5 – резисторы, Б5-44 – блок питания,  
Г5-82 – генератор импульсов. Обозначения 

элементов схем соответствуют обозначениям, 
принятым в ГОСТ 2.710-814

Таблица 1. Основные параметры генератора ЭСР

Параметр Значение

Выходное (испытательное) плавно 
регулируемое напряжение, кВ От 1 до 20 ± 2

Полярность выходного напряжения Положительная

Частота последовательных импульсов, 
разрядов в секунду До 10

Пиковое значение тока разрядного 
импульса, А До 100 ± 10

Длительность фронта импульса тока 
на уровне 0.1–0.9 амплитуды, с 

От 1 · 10−9  
до 1 · 10−7

Запасаемая энергия в накопительном 
конденсаторе С1, МДж До 200 ± 10

3  На рис. 1 приведена схема из паспорта генератора ЭСР. [Figure 1 shows a diagram from the ESD generator passport.]
4  ГОСТ 2.710-81. Межгосударственный стандарт. Единая система конструкторской документации. Обозначения буквенно-

цифровые в электрических схемах. М.: Издательство стандартов; 1985. [GOST 2.710-81. Interstate Standard. Unified system for 
design documentation. Alpha-numerical designations in electrical diagrams. Moscow: Izd. Standartov; 1985 (in Russ.).]

3. МЕТОД РАСЧЕТА КОНЦЕНТРАЦИИ ПС ИЗ 
ПОДПОРОГОВЫХ СТОК-ЗАТВОРНЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК

Подпороговая ВАХ  – это сток-затворная  ВАХ 
в  области слабой инверсии. Поверхностный по-
тенциал в  этом случае находится в  диапазоне 
jb ≤ js ≤ 2jb, где

	 a
b

i

k ln ,
NT

q n
 

j =   
 

� (1)

где q – заряд электрона; k – постоянная Больцмана; 
Т – абсолютная температура; Na и ni – концентрация 
легирующей примеси и  собственная концентрация 
в подложке, соответственно.

В таком случае зависимость тока стока от  по-
верхностного потенциала описывается следующим 
образом [17]:

	
1/22

Si 0 s si
d

ach a
exp ,

2
T

T T

qDiWn
I

qNL N

−
   ε ε j j j

=       j j   
� (2)

где Di – коэффициент диффузии, Lch – длина кана-
ла, W – ширина канала, εSi – диэлектрическая про-
ницаемость кремния, ε0 – электрическая постоянная, 
φT = kT/q.

Если исток соединен с подложкой и заземлен, то, 
построив зонную диаграмму (рис. 2), легко увидеть, 
что напряжение Vg.s можно выразить как сумму паде-
ния напряжения на окисле φox, падения напряжения 
в кремнии и контактной разности потенциалов:

	 g
g.s s ox Si b me

1 ,
2

E
V

q

  
= j + j + χ + + j − Φ      

� (3)

где χSi – сродство к электрону в кремнии, Eg – шири-
на запрещенной зоны и Φme – работа выхода из ме-
талла.

Падение напряжения в  окисле можно оценить, 
зная распределение радиационно-индуцированного 
положительного заряда в окисле ρox и электрическо-
го поля Eox вблизи границы Si/SiO2:

	
ox

ox ox ox ox ox
ox 0 0

1 ( ) ( ) ,
d

E d d x x dxj = − − − ρ
ε ε ∫ � (4)

где dox – толщина окисла, εox – диэлектрическая про-
ницаемость SiO2, x – переменная интегрирования.
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E0

E0

Eс

Ei

EF
EF

∆E

Ev

Φme

qφox

qφs

qφb

χSi

Затвор SiO2 Подложка p-типа

Рис. 2. Зонная диаграмма МОП-структуры 
с подложкой p-типа: E0 – уровень вакуума;  

EF – уровень Ферми; Ev – энергия, соответствующая 
потолку валентной зоны; Ei – энергия середины 

запрещенной зоны; Ec – энергия, соответствующая 
дну зоны проводимости, ∆E = qΔφ = q(φs − φb)

Согласно теореме Гаусса для вектора электриче-
ского смещения:

	 Dox – DSi = Qi.t,� (5)

где Dox  – электрическое смещение в  оксиде, DSi  – 
электрическое смещение в кремнии, Qi.t – заряд ПС.

Тогда

	 εoxε0Eox – εSiε0ESi = Qi.t.� (6)

Как известно, в верхней части запрещенной зоны 
ПС  акцептороподобны  (могут принять электроны), 
а  в нижней части запрещенной зоны ПС  доноропо-
добны  (могут отдавать электроны)  [18]. Состояния 
донорного типа положительно заряжены, если рас-
положены выше уровня Ферми, и нейтральны, если 
расположены ниже уровня Ферми. Состояния акцеп-
торного типа нейтральны, если расположены выше 
уровня Ферми, и отрицательно заряжены, если распо-
ложены ниже уровня Ферми. В рассматриваемом слу-
чае подложки p-типа в режиме слабой инверсии вбли-
зи поверхности уровень Ферми лежит выше середины 
запрещенной зоны, и заряжена только часть акцептор-
ных уровней в промежутке энергий ΔE (рис. 2).

Заряженную часть уровней можно выразить сле-
дующим образом:

	
g

,E
E
∆

η = � (7)

где ΔE  – это расстояние от  середины запрещенной 
зоны до уровня Ферми вблизи границы Si/SiO2.

В таком случае заряд ПС:

	 s b2
i.t i.t i.t

g
,Q N q N q

E
j − j

= η = � (8)

где Ni.t – концентрация ПС.
Подставляя (8) в (6), получим:

	 s b2
ox 0 ox Si 0 Si i.t

g
.E E N q

E
j − j

ε ε − ε ε = � (9)

Согласно уравнению Пуассона:

	
2

2
Si 0

( ) ,d x
dx

j ρ
= −

ε ε
� (10)

где ρ(x) – плотность полного объемного заряда:

	 ρ(x) = q(−NA + p(x) – n(x)),� (11)

	 0
( )( ) exp ,
T

xp x p
 j

= −  j 
� (12)

p(x) – распределение плотности дырок, p0 – началь-
ная концентрация дырок,

	 0
( )( ) exp ,
T

xn x n
 j

= −  j 
� (13)

n(x) – распределение плотности электронов, n0 – на-
чальная концентрация электронов.

Преобразуем левую часть (10):

	
2

2
E E .

d dd dd d d ddx dx E E
dx dx d d ddx

j j
j j −

= = ⋅ = − =
j j j

� (14)

Подставляя (14) в  (10) и  интегрируя 
по φ от φs до 0, получим:

Si

s

0

0
s s

0 0
Si 0

exp 1 exp .

E

T T

E dE

q p n d
j

=

     j j
= − − − − j         ε ε j j      

∫

∫

� (15)

С учетом того, что p0 = Na, а  2
0 ai / ,n n N=  полу-

чаем выражение для поля в кремнии ESi:

Si

2
a s s si

2
Si 0 a

2
exp 1 exp 1 .T

T T T

E

nq N
N

=

       j j j j
= + − − + −             ε ε j j j        

(16)
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Таким образом, система уравнений (3, 4), (9), (16) 
напрямую связывает величину Vg.s c φs. Изменяя φs 
в  диапазоне от  φb до  2φb и  используя выраже-
ния  (1)–(16), можно численно рассчитать зависи-
мости Id от Vg.s для любых значений плотности на-
копленного радиационно-индуцированного заряда 
и концентрации встроившихся ПС.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И АНАЛИЗ

В табл. 2 и 3  представлены результаты расчета 
концентрации ПС и заряда в окисле (Qox) до и после 
облучения, а  также экспериментально полученные 
значения максимально выдерживаемого образцом 
напряжения импульса ЭСР (VESD). Значения пробив-
ного напряжения при воздействии ЭСР для необлу-
ченных образцов находились в  диапазоне  3–4  кВ 
для IRFR4615PbF и 4–4.5 кВ для IRFR3710ZPbF.

Из табл. 2 видно, что для образцов IRFR4615PbF, 
облученных с  дозой 1.78  крад, ПС, накопленные 
вследствие гамма-облучения, не встраивались, и их 
концентрация сохранялась на  том же  уровне, что 
и до облучения. Для образцов, облученных с дозой 
3.9  крад, уже происходило незначительное встраи-
вание, пробивное напряжение при воздействии ЭСР 
также практически не  изменилось. Для образ-
цов  IRFR3710ZPbF встраивание  ПС происходило 
при всех значениях поглощенной дозы, и концентра-
ция встроившихся  ПС возрастала с  ростом погло-
щенной дозы.

После облучения пробивное напряжения при 
воздействии ЭСР возросло, что согласуется с пред-
ложенной гипотезой о том, что возрастание концен-
трации встроившихся  ПС приводит к  деградации 

коэффициента усиления паразитного биполярного 
транзистора, и, как следствие, требуется большее 
напряжение  ЭСР для достижения током коллекто-
ра значения, необходимого для начала вторичного 
пробоя биполярного транзистора. Стоит отметить, 
что изначальная концентрация ПС в обоих типах об-
разцов очень велика, что затрудняет исследования, 
и даже при облучении до поглощенной дозы, близ-
кой к дозе отказа, количество встроившихся ПС бу-
дет сравнимо с начальной концентрацией.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлено теоретическое описание физи-
ческого механизма увеличения пробивного напря-
жения при воздействии ЭСР после гамма-облуче-
ния мощных  МОПТ. Основная причина данного 
явления заключается в  деградации коэффициента 
усиления паразитного биполярного транзистора 
в структуре МОПТ, которая, в свою очередь, про-
исходит из-за роста темпа рекомбинации в  ОПЗ 
перехода эмиттер-база, пропорционального плот-
ности ПС.

Определена стойкость к ЭСР двух типов мощ-
ных  МОПТ с  помощью специально разработан-
ного генератора  ЭСР до  и  после гамма-облуче-
ния. Гамма-облучение исследуемых образцов 
происходило в  режиме измерения порогового на-
пряжения на источнике 60Co при комнатной темпе-
ратуре. До  и  после облучения снимались сток-за-
творные ВАХ в подпороговой области из которых 
в  дальнейшем рассчитывалась концентрация  ПС. 
Представлен метод расчета зависимости тока стока 
от  напряжения затвор-исток для любых значений 

Таблица 2. Экспериментальные и расчетные данные для IRFR4615PbF

№ образца Поглощенная доза, 
крад (Si)

До облучения После облучения

Ni.t, см−2 Qox, Кл Ni.t, см−2 Qox, Кл VESD, кВ

1 1.78 2.5 · 1011 0 2.5 · 1011 2.3 · 10−8 2.5

2 1.78 2.0 · 1011 0 2.0 · 1011 2.4 · 10−8 3

3 3.18 2.2 · 1011 0 2.4 · 1011 4.8 · 10−8 3.5

4 3.18 1.0 · 1011 0 1.2 · 1011 5.0 · 10−8 2.5

Таблица 3. Экспериментальные и расчетные данные для IRFR3710ZPbF 

№ образца Поглощенная доза, 
крад (Si)

До облучения После облучения

Ni.t, см−2 Qox, Кл Ni.t, см−2 Qox, Кл VESD, кВ

1 2 5.0 · 1011 0 8.0 · 1011 5.7 · 10−8 5.5

2 3.9 3.0 · 1011 0 7.0 · 1011 7.1 · 10−8 5.5

3 3.9 2.0 · 1011 0 6.0 · 1011 8 · 10−8 5.5



93

Russian Technological Journal. 2025;13(6):86–94

Д.М. Бакеренкова, 
 А.С. Петров

Влияние встраивания поверхностных состояний на стойкость мощных металлооксидных 
полупроводниковых полевых транзисторов к электростатическому разряду

плотности накопленного радиационно-индуциро-
ванного заряда и концентрации встроившихся ПС. 
Показано, что с увеличением концентрации встро-
ившихся ПС растет пробивное напряжение образца 
при воздействии ЭСР.
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Резюме
Цели. Цель работы – восполнить пробел, касающийся подхода к оценке рабочей (локальной) зоны в измери-
тельных устройствах – магнитометрах-электромагнитах, предназначенных для контроля магнитных свойств 
образцов с обеспечением в данной зоне условия однородности магнитного поля: постоянства напряженно-
сти поля или индукции.
Методы. В основе методологии достижения поставленной цели – экспериментальное получение коорди-
натных характеристик напряженности (индукции) поля между полюсами и идентификация искомой рабочей 
зоны (в окрестности экстремума, фактически – минимума каждой из таких характеристик) с учетом расстоя-
ния b между полюсами и их диаметра D. 
Результаты. Приведены экспериментально аргументированные данные о рабочих зонах между противо-
стоящими плоскими полюсами для разных величин b и D. Так, при повышенных отношениях b/D = 0.7–1.3 
размер рабочей зоны, сосредоточенной в срединной приосевой части межполюсной области, оценивает-
ся величиной, не превышающей 25–30% от расстояния b. Тогда характерный продольный размер образца 
со сравнительно малыми поперечными размерами (при размещении образца в такой зоне) не должен пре-
вышать 5–10 мм. С увеличением диаметра D и уменьшением отношения b/D рабочая зона увеличивается. 
В частности, при b/D ≅ 0.5 размер рабочей зоны оценивается величиной до 90% и даже 100% от расстояния b.
Выводы. Показан и реализован принципиальный подход к оценке рабочей  (приосевой) зоны между про-
тивостоящими плоскими полюсами посредством получения и анализа необходимых для этого координат-
ных (экстремальных по виду, существенно зависимых от расстояния между полюсами и их диаметра) харак-
теристик напряженности (индукции) поля между ними.

Ключевые слова: однородное магнитное поле, магнитометр-электромагнит, напряженность, индукция, 
плоские полюсные наконечники
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Abstract
Objectives. The work set out to  develop an  approach for assessing the working  (local) zone in  magnetometer-
electromagnet measuring devices designed for controlling the magnetic properties of  samples in  which the 
homogeneity of the magnetic field should be observed in terms of constancy of the field strength or induction.
Methods. The coordinate characteristics of  the field strength  (induction) between pole components were 
experimentally obtained to  identify the desired working zone  (in the vicinity of  the minimum of  each of  these 
characteristics), taking into account the distance b between the poles and their diameter D.
Results. Data on working zones between opposing flat poles are obtained for different values b and D. With increased 
ratios  b/D  =  0.7–1.3, the size of  the working zone concentrated in  the middle axial part of  the interpolar area 
is estimated at a value not exceeding 25–30% of the distance b such that the characteristic longitudinal size of the 
sample does not exceed 5–10 mm. As D  increases and b/D decreases, the working area increases. In particular, 
at b/D ≅ 0.5, the size of the working area is estimated to be up to 90% and even 100% of the distance b.
Conclusions. A  principled approach to  the assessment of  the working  (axial) zone between opposing flat poles 
is  demonstrated by  obtaining and analyzing the necessary coordinate  (significantly dependent on  b  and  D) 
characteristics of the field strength (induction) between them.
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О рабочей зоне измерительного устройства при использовании в нем  
противостоящих полюсов с плоскими поверхностями

ВВЕДЕНИЕ

В науке и технике известное применение полу-
чили измерительные устройства, основывающиеся 
на баллистическом методе измерения многих пара-
метров, в частности, параметров, характеризующих 
магнитные свойства различных образцов и их мате-
риалов. Наряду с использованием этих устройств, где 
для создания необходимого магнитного поля клю-
чевым органом является соленоид, в рабочую зону 
которого  (т.е.  зону однородного магнитного поля) 
должен помещаться исследуемый образец [1–6], ис-
пользуют также электромагнит, где магнитное поле 
создается между противостоящими магнитными по-
люсами, а форма полюсных наконечников выбирает-
ся в зависимости от решаемой задачи [7–15]. 

Для создания необходимого  (для изучения 
именно магнитных свойств образцов) однородного 
магнитного поля противостоящие поверхности по-
люсных наконечников (усеченный конус, цилиндри-
ческие диски [9] и пр.) должны быть плоскими и вза-
имно параллельными. При этом надо иметь в виду, 
что рабочей зоной (в которой соблюдается требуемая 
однородность поля, т.е. практически постоянство 
того или иного значения напряженности поля  H) 
здесь является не вся межполюсная область, а толь-
ко ее срединная часть в зависимости от расстояния b 
между плоскостями полюсов и их диаметра D, чему, 
на  наш взгляд, не  уделяется должного внимания. 
Если же  не учитывать этого, то  может оказаться, 
что при выполнении исследований разные участки 
изучаемого объекта будут находиться в  разных ус-
ловиях (по Н), и тогда результаты измерений будут 
не вполне корректными. Следовательно, рассматри-
ваемый в данной работе вопрос о рабочей зоне тако-
го измерительного устройства является актуальным 
и подлежит обязательному обсуждению. 

С позиций затронутого вопроса основной харак-
теристикой поля между противостоящими магнит-
ными полюсами  (плоскими, разноименными) явля-
ется координатная характеристика поля: она важна 
как при эксплуатации устройств (особенно измери-
тельных) подобного типа, так и для создания таких 
устройств. Это – данные индукции B (или напряжен-
ности H = B/μ0, где μ0 – магнитная константа) в меж-
полюсной области. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ, 
ИХ ОБРАБОТКА И ОБСУЖДЕНИЕ

Как следует из сказанного выше, измерительным 
устройством, заслуживающим внимания (по сути – 
вариантом магнитометра баллистического типа), яв-
ляется электромагнит, в котором используются про-
тивостоящие полюсные наконечники, поверхности 

которых, обращенные друг к  другу, плоские и  вза-
имно параллельные. Изучаемый образец должен 
размещаться между полюсными наконечниками, вы-
полненными, в частности, в виде дисков, как показа-
но на рис. 1, именно в рабочей зоне, где создаваемое 
магнитное поле практически однородно. Между тем, 
как будет проиллюстрировано ниже, в межполюсной 
области такого измерительного устройства-магнито-
метра оговоренное условие может быть обеспечено 
лишь при сравнительно небольшом расстоянии  b 
между полюсами, причем только в срединной части 
области между ними  (при увеличении b напряжен-
ность поля Н снижается при приближении к перифе-
рии этой части области и возрастает при приближе-
нии к полюсам).

2 21 1

3

3

b

x
N S

D
Рис. 1. Схема и общий вид варианта магнитометра 

баллистического типа – с полюсными 
наконечниками-дисками:  
1 – полюсный наконечник,  

2 – катушка намагничивания, 3 – магнитопровод. 
N, S – полюса магнита, х – направление 

измерения индукции

На рис. 2 в качестве примера показаны получен-
ные с  помощью датчика Холла координатные  (при 
удалении  x от  одного из  противостоящих разно
именных полюсов по  оси межполюсной области) 
характеристики магнитной индукции  В  [11]. При 
их  получении использовались плоские магнитные 
элементы Nd–Fe–B диаметром D = 25 мм и толщи-
ной 10 мм (для иллюстрации характеристик наподо-
бие рис.  2  достаточно экспериментально получить 
одну из  симметричных ветвей любой из  них  [11]), 
значения b (повышенные по сравнению с D) состав-
ляли b = 18–33 мм (b/D = 0.7–1.3).

Данные рис. 2  свидетельствуют, что рабочая  (ис-
полнительная для исследования того или иного об-
разца) зона здесь – это срединная зона в окрестности 
экстремума  (минимума) кривой В от х; по протяжен-
ности она может быть оценена величиной не  более 
чем 25–30% от  значения  b. Для исследователя такой 
результат означает, что размер изучаемого образца при 
размещении его в такой зоне не должен превышать все-
го лишь 5–10 мм, к тому же это справедливо лишь для 
образцов сравнительно малых поперечных размеров.

Увеличить протяженность рабочей зоны и  до-
биться однородности поля в ней можно за счет увели-
чения диаметра D полюсов (полюсных наконечников 
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в виде дисков) и/или уменьшения расстояния b меж-
ду ними.
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Рис. 2. Координатные характеристики индукции В 
магнитного поля между противостоящими 

полюсами диаметром D = 25 мм (для приосевой части 
межполюсной области) при разных расстояниях b 

между ними: (а) 18 мм, (б) 29 мм, (в) 33 мм

На рис. 3  показаны координатные харак-
теристики индукции  B между полюсами диа-
метром  D  =  200  мм, удаленными друг от  друга 
на расстояние b = 102 мм (b/D ≅ 0.5), причем соот-
ветствующие зависимости приведены как для при- 
осевой части межполюсной области, так и для дру-
гих частей этой области  – на  разных расстояниях 
от оси: 0.15D, 0.3D, 0.38D и практически на перифе-
рии этой области, а именно 0.45D. 

Видно, что в данном случае рабочей зоной можно 
считать практически всю межполюсную приосевую 
область; причем поперечным (по отношению к оси) 
радиусом не более 0.15D. Здесь протяженность рабо-
чей зоны, оцениваемая величиной 90–100% от b (для 
приосевой части межполюсной области), допускает 
даже стыковку торцов изучаемого образца с полюс-
ными поверхностями, но только (это надо учитывать 
обязательно) при изучении образцов сравнительно 
малых поперечных размеров.
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Рис. 3. Координатные характеристики индукции В 
магнитного поля между противостоящими 

полюсами диаметром D = 200 мм (например, 
в электромагнитной системе согласно рис. 1) 

при расстоянии b = 102 мм между ними:  
1 (○) – данные для приосевой части межполюсной 

области, 2 (▲), 3 (◊), 4 (∆) и 5 (■) – данные 
для участков, отстоящих от оси соответственно 

на удалении 0.15D, 0.3D, 0.38D и 0.45D

Вместе с тем, надо также иметь в виду, что при 
увеличении диаметра D полюсов и уменьшении рас-
стояния b между ними, хотя и решается вопрос соз-
дания необходимой рабочей зоны  (с обеспечением 
практически однородного магнитного поля), одно-
временно ограничивается возможность использова-
ния такой рабочей зоны для проведения в ней иссле-
дований сравнительно продолговатых образцов.

В связи с  тем, что первостепенной координат-
ной характеристикой в подобных электромагнитных 
системах является характеристика в  осевом направ-
лении межполюсной области, где силовые линии ин-
дукции не искривляются, уместным может стать во-
прос о возможности получения таких характеристик 
приемом суперпозиции. Необходимо лишь обладать 
соответствующей координатной характеристикой 
индукции В со стороны одного полюса в отсутствии 
противостоящего разноименного магнитного полюса, 
имеющего зеркальную характеристику, условно рас-
полагаемого на определенном расстоянии. 

На рис. 4 показана координатная характеристика ин-
дукции поля со стороны одного магнитного полюса ука-
занного магнитного элемента [11]. Видно, что по мере 
удаления x от центра его полюсной поверхности индук-
ция поля B монотонно убывает, подчиняясь, как установ-
лено в [11], зависимости, близкой к экспоненциальной. 

Оперируя этой характеристикой, в  т.ч. ее  «зер-
кальным отражением»  – симметричным на  удале-
нии, равным тому или иному межполюсному рас-
стоянию b  (размеру межполюсной области), можно 
тем самым найти результирующую характеристику 
индукции сложением соответствующих значений 
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На рис. 5  показаны результаты такого метода 
с  получением соответствующих результирующих 
(точки  □) координатных характеристик индук-
ции В [11] для разных значений (фиктивных) межпо-
люсного расстояния b.

На рис. 6  сведены фактические данные индук-
ции  В, полученные между противостоящими  (раз-
ноименными) магнитными полюсами, с  данными 
индукции В, полученными суперпозицией. 

Из рис. 6 видно, что сопоставляемые координат-
ные характеристики В  хорошо согласуются между 
собой. Это свидетельствует о  возможности при-
менения принципа суперпозиции к  данной задаче, 
а значит – о возможности универсального решения 
вопроса получения координатных (напомним – при-
осевых) характеристик индукции поля в  той или 
иной (не обязательно указанной выше) системе двух 
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Рис. 4. Координатная характеристика  
индукции В поля со стороны одного полюса 
магнитного элемента-диска при удалении  

от центра полюсной поверхности
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Рис. 5. Результаты суперпозиции данных 
индукции В (□) между фактическим (данные В 

помечены точками ▲) и условно противостоящим 
на расстоянии b (данные В помечены точками Δ) 

магнитными полюсами элементов-дисков: 
(а) b = 18 мм, (б) b = 29 мм, (в) b = 33 мм
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Рис. 6. Сравнение фактической координатной 
характеристики данных индукции между двумя 
противостоящими полюсами, разнесенными 

на расстояние b (точки ● из рис. 2) 
с соответствующей характеристикой, полученной 
суперпозицией данных индукции каждого из этих 

магнитных полюсов (точки □ из рис. 5):  
(а) b = 18 мм, (б) b = 29 мм, (в) b = 33 мм

индукции в  направлении оси  (здесь  – между фак-
тическим и фиктивным полюсами), т.е. прибегнуть 
к приему суперпозиции.
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противостоящих полюсов с плоскими поверхностя-
ми. При этом стоит заметить, что можно отказать-
ся от  предварительных  (перед компоновкой той 
или иной магнитной системы, в  т.ч. используемой 
в  соответствующих измерительных устройствах) 
замеров индукции, а пользоваться только одной ко-
ординатной характеристикой  – со  стороны одного 
магнитного полюса. Это указывает на возможность 
практического использования принципа суперпози-
ции при создании подобных систем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе обозначена востребованность оценки 
размеров рабочей зоны  (где значения напряженно-
сти поля  Н или индукции  В практически постоян-
ны) между противостоящими плоскими полюсами, 
от чего зависит достоверность определения магнит-
ных свойств образцов, размещаемых в данной зоне. 
Так, может оказаться, что при выполнении исследо-
ваний разные части изучаемого образца будут на-
ходиться в разных условиях (по Н или В), а значит, 
к результатам таких измерений следует относиться 
как к не вполне корректным. 

В работе приводятся экспериментально ар-
гументированные данные о  рабочих зонах, когда 
противостоящие магнитные полюса являются пло-
скими, в виде дисков, для разных расстояний b меж-
ду плоскостями полюсов и  разных диаметров  D. 
Установлено, что при повышенных относительно D 
значениях  b размер рабочей зоны не  будет превы-
шать  25–30% от  b, а  значит, размещаемый в  этой 
зоне образец для исследований не  должен превы-
шать 5–10 мм (к тому же со сравнительно малым по-
перечным размером). 

Показано, что с увеличением диаметра D (и на-
сколько возможным уменьшением расстояния  b) 
рабочая зона увеличивается. В  частности, при 
b = 102 мм и D = 200 мм (т.е. при b/D ≅ 0.5) размер 
рабочей зоны оценивается величиной, начиная с 90% 
и до 100% от b для приосевой части межполюсной 
области, т.е. вплоть до  допускаемой стыковки тор-
цов изучаемого образца с полюсными поверхностя-
ми, но только при изучении образцов сравнительно 
малых поперечных размеров.

Демонстрируется возможность оценки рабо-
чей  (приосевой) зоны между противостоящими 
плоскими магнитными полюсами получением необ-
ходимых для этого координатных характеристик ин-
дукции (напряженности) поля между ними приемом 
суперпозиции  (с  использованием соответствующих 
координатных характеристик со  стороны одного 
из магнитных полюсов).
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Резюме
Цели. Статья посвящена развитию достаточно редкого метода расщепления интегрального преобразо-
вания Фурье  –  Ханкеля при нахождении точного аналитического решения обобщенной третьей краевой 
задачи сложного теплообмена с переменным во времени коэффициентом теплообмена и переменной 
во времени температурой окружающей среды. Обобщение заключается в том, что исходная задача рассма-
тривается одновременно в трех системах координат: декартовой (полупространство, ограниченное плоской 
поверхностью), цилиндрической (пространство, ограниченное изнутри цилиндрической полостью), сфери-
ческой (пространство, ограниченное изнутри сферической полостью).
Методы. Используется развитое для этих целей обобщенное интегральное преобразование одновременно 
в трех системах координат и метод его расщепления применительно к задаче сложного теплообмена.
Результаты. Предварительно создан специальный математический аппарат – обобщенное интегральное преобра-
зование Фурье – Ханкеля одновременно для трех систем координат (в литературе указанное преобразование сфор-
мулировано для каждой системы координат отдельно). Наличие указанного математического аппарата позволило 
развить метод его расщепления и получить точное аналитическое решение третьей краевой задачи нестационарной 
теплопроводности сложного теплообмена одновременно для всех трех систем координат. В качестве иллюстрации 
рассмотрен частный случай в декартовых координатах и установлен быстрый рост пикаровского процесса.
Выводы. На основе развитого специального математического аппарата получено точное аналитическое ре-
шение обобщенной третьей краевой задачи теплопроводности с переменными во времени коэффициентом 
теплообмена и температуры окружающей среды одновременно в трех системах координат. Полученные ре-
зультаты составляют научную новизну работы и являются новыми в аналитической теплофизике.

Ключевые слова: интегральное преобразование обобщенного типа, метод расщепления, аналитическое 
решение тепловой задачи
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Abstract
Objectives. This paper presents the development of a rather rare method for splitting the integral Fourier–Hankel 
transform when finding an exact analytical solution to the generalized third boundary value problem of complex heat 
transfer, where both the heat transfer coefficient and ambient temperature vary in time. The generalization lies in the 
simultaneous consideration of the problem in three different coordinate systems: Cartesian (a half-space bounded by 
a flat surface), cylindrical (a space bounded by a cylindrical cavity from the inside), and spherical (a space bounded 
by a spherical cavity from the inside). The aim was to develop a method for splitting the integral transformation 
as applied to finding an exact analytical solution to a generalized model problem of non-stationary thermal conductivity 
of complex heat exchange with an arbitrary dependence of the heat exchange coefficient and ambient temperature 
on time.
Methods. The generalized integral transformation developed for these purposes is used simultaneously in three 
coordinate systems, and the method for its splitting is applied to the problem of complex heat transfer.
Results. Initially, a special mathematical apparatus constituting a generalized integral Fourier–Hankel transform for 
three coordinate systems simultaneously was developed. For comparison, in the literature, such a transformation is 
formulated, as a rule, separately for each coordinate system. The availability of this mathematical apparatus made 
it possible to develop a method for its splitting and to obtain an exact analytical solution to the third boundary value 
problem for nonstationary thermal conductivity in complex heat transfer, simultaneously for all three coordinate 
systems. To illustrate this, a specific case in Cartesian coordinates was considered and a rapid growth of the Picard 
process was established.
Conclusions. Based on the developed special mathematical apparatus, an exact analytical solution to the 
generalized third boundary value problem of heat conductivity with time-varying heat transfer coefficient and ambient 
temperature, simultaneously in three coordinate systems, was obtained. These results constitute the scientific 
novelty of the work and represent a significant contribution to analytical thermal physics.

Keywords: generalized integral transformation, splitting method, analytical solution to the thermal problem
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи тепло- и массопереноса с граничным ус-
ловием

c( / ) ( ) ( ) ,  0T n h t T T t t ∂ ∂ = − > Ã Ã

относятся к сложному теплообмену вследствие зави-
симости h(t)  =  α(t)/λ*. Здесь TΓ  – температура 

на границе области, n  – вектор нормали, Tс – темпе-
ратура окружающей среды, α(t)  – коэффициент те-
плообмена, λ*  – теплопроводность материала, t  – 
время. Так как его определение оказывается весьма 
затруднительным, то практически во всех критери-
альных уравнениях α(t) принимается постоянной ве-
личиной α = const  (h = α/λ* = const), что позволяет 
получать точные аналитические решения соответ-
ствующих задач теплообмена. Для этих целей 
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разработаны специальные расчетные таблицы  [1], 
вошедшие в  теорию теплообмена как табли-
цы Карташова № 1, № 2, позволяющие быстро вы-
писать и улучшить аналитическое решение тепловой 
задачи в  декартовой, цилиндрической и  сфериче-
ской системах координат и далее улучшить решение 
в виде ряда Фурье – Ханкеля до абсолютной и рав-
номерной сходимости ряда вплоть до  границы об-
ласти определения дифференциального уравнения 
теплопроводности. В  случае задания зависимости 
коэффициента h от времени (h = h(t)) ситуация с на-
хождением аналитических решений модельных за-
дач резко меняется: точное аналитическое решение 
задачи получить не  удается  [2–6]. До  настоящего 
времени указанная проблема остается открытой.

Начиная с  1950-х гг. прошлого столетия в  боль-
шом числе публикаций авторов различных направ-
лений (математиков, физиков, механиков, химиков – 
последние изучали процессы диффузии в  металлах 
в физической химии) предпринимались попытки по-
лучить точное или приближенное аналитическое ре-
шение задачи сложного теплообмена. Использовались 
многочисленные подходы классических дифферен-
циальных уравнений математической физики  [7,  8]. 
Однако, несмотря на многообразие подходов, каждый 
из них, в конечном счете, приводил к приближенно-
му решению задачи либо к  наиболее удачному пер-
вому приближению пикаровского процесса  (также 

1  Савельева Ю.И. Разработка и анализ математической модели термомеханики структурно-чувствительных матери-
алов: автореферат дис. … д.ф.-м.н. М.: МГТУ им. Н.Э. Баумана; 2023. 32 с. [Savelyeva I.Yu. Development and analysis of the 
mathematical model of thermomechanics of structurally sensitive materials. Dr. Sci. Thesis (Phys.-Math.), Bauman Moscow State 
Technical University; 2023, 32 p. (in Russ.).]

приближенному решению). По существу, данная про-
блема остается открытой до сих пор.

Рассмотрим обобщенную постановку задачи 
в виде:

0 0

2
02

0 0 0 0

( , ) 2 1 , , 0,

( , ) , , ( , ) , , 0,

( , ) ( ) ( , ) ( ) , 0.
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x x x x
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∂   = −j >   ∂ 

� (1)

Здесь m = –1/2, 0, 1/2 соответственно для декарто-
вой, цилиндрической и  сферической систем коорди-
нат, а  – температуропроводность, x,  x0  – параметры 
модели. Функции h(t), φ(t) – неотрицательные и абсо-
лютно интегрируемые на  полупространстве  [0,  +∞). 
В  этом случае выполняются условия теоремы суще-
ствования и  единственности решения рассматривае-
мой задачи (1), т.е. существует и является единствен-
ным решение  2 1

0( , ) ( , ) (0, ) ,T x t L x L ∈ ∞ × ∞   где 
Ln – множество функций, непрерывно дифференциру-
емых до порядка n [8–10]. Нахождению этого решения 
и посвящена настоящая работа. Дальнейшее обобще-
ние обсуждаемой здесь теории  – переход к  локаль-
но-неравновесному теплообмену, где учитывается ко-
нечная скорость распространения теплоты1 [11–16].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Аналитическое решение задачи  (1) получим методом расщепления интегрального преобразова-
ния Фурье – Ханкеля обобщенного типа. Указанное преобразование строится на основе соотношений опера-
ционного исчисления, развитых в [1]. Выпишем окончательный результат всех определяющих соотношений.

Обобщенное интегральное преобразование функции T(x, t) для третьей краевой задачи:

	
0

2 1( , ) ( , ) ( , ) ,m

x
T t T t d

∞
+λ = ρ ρ Ψ λ ρ ρ∫ � (2)

	 2 2
0 1 0 0 1 0 0

( , ) ( , )( , ) ,
( ) ( ) ( ) ( )m m m m

T t xT x t d
J x hJ x Y x hY x

∞

+ +

λ Ψ λ
= λ λ

   λ λ + λ + λ λ + λ   
∫ � (3)

	 { }1 0 1 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .m
m m m m m m m mx x J x Y x Y x J x h J x Y x Y x J x−

+ +   Ψ λ = λ λ λ − λ λ + λ λ − λ λ    � (4)

При этом изображение оператора ∆T(x, t) имеет вид:

	
0

0

02 1 22 ( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , ).
m

m
x x

x

x T x tT t d hT x t T t
x

∞ −
+

=
∂ ρ ∆ ρ Ψ λ ρ ρ = − − λ λ π ∂ ∫ � (5)

Здесь Jm(·), Ym(·) – функции Бесселя.
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Имея обобщенное интегральное преобразование  (2)–(5), нетрудно выписать точное аналитическое ре-
шение задачи (1) при h = const, включая все неоднородности как в уравнении (внутренний нестационарный 
источник теплоты), так и  в краевых условиях  (наличие начальной температуры и  температуры окружаю-
щей среды). Из (2)–(5) нетрудно получить соответствующие преобразования в цилиндрических координатах 
при m = 0, в декартовых – при m = –1/2 и в сферических – при m = 1/2.

ПОСТРОЕНИЕ ТОЧНОГО АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ 
МЕТОДОМ РАCЩЕПЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Рассмотрим задачу (1) в безразмерных переменных:

	 02
0 0 0 0

( )
/ , / , ( ) ,

t x
x x F at x Bi F

∗

α
ρ = = =

λ
 0 0

0 c 0
c 0 c 0

( , ) ( )
( , ) , ( ) ,

T x t T t T
F T F

T T T T∗ ∗

− j −
Θ ρ = =

− −
� (6)

где cT ∗  – выбранная единица масштаба, Bi  – безразмерный коэффициент теплообмена.
Теперь можно записать задачу (1) в следующем виде:

	
0

2
02

0

0 0 0 0

0
1 0 0 1 c 0 0

2 1 , 1, 0,

( , ) 0, 1, ( , ) , 1, 0,

( , )
( ) ( , ) ( ) , 0.

F

m F
F

F F F

F
Bi F F T F F

=

ρ= ρ=

∂Θ ∂ Θ + ∂Θ
= + ρ > > ∂ ρ ∂ρ∂ρ 


Θ ρ = ρ ≥ Θ ρ < ∞ ρ ≥ ≥ 


∂Θ ρ  = Θ ρ − >  ∂ρ 

 � (7)

Обобщенное интегральное преобразование (2)–(5) запишем в виде:

	 2 1
0 0 0

1
( , ) ( , ) ( , , ) ,mF F K F d

∞
+Θ λ = ρ Θ ρ ρ λ ρ∫ � (8)

	
{ }0 1 1 0

0 1 0 1

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

m
m m m m m m m m

m m
m m m m m m

K F J Y Y J Bi F J Y Y J

Bi F Y Y J Bi F J J Y

−
+ +

− −
+ +

   ρ λ = ρ λ λρ λ − λρ λ + λρ λ − λρ λ =   

      = λ + λ λ ρ λρ − λ + λ λ ρ λρ      
� (9)

Обозначим:

	 0 0 1

0 0 1

( , ) ( ) ( ) ( ),
( , ) ( ) ( ) ( ).

m m

m m

F Bi F Y Y
F Bi F J J

+

+





α λ = λ + λ λ
β λ = λ + λ λ

� (10)

Тогда формула обращения для преобразования (8) будет иметь вид:

	 0
0 0 2 2

0 00

( , , )
( , ) ( , ) .

( , ) ( , )
K F

F F d
F F

∞ ρ λ
Θ ρ = Θ λ λ λ

α λ + β λ∫ �  (11)

При этом

	 0 0 0( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ,m m
m mK F F J F Y− −   ρ λ = α λ ρ λρ − β λ ρ λρ    �  (12)

	 02 1 2
0 0 0 0 1 0

1

( , )2( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , ).m F
F K F d Bi F F F

∞
+

ρ=
∂Θ ρ 

ρ ∆Θ ρ ρ λ ρ = − Θ ρ −λ Θ λ π ∂ρ 
∫ � (13)
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Введем ряд важных обозначений:

	

0 0 0

0 0 0
(1)
0
(2)
0

(1)2 1
0 0 0

1

(2)2 1
0 0 0

1

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ),

( , ) ( , ) ( ) ,

( , ) ( , ) ( ) .

m
m m

m
m m

m

m

F F i F

F F i F

H J iY

H J iY

A F F H d

A F F H d

−

−

∞
+

∞
+

ω λ = α λ + β λ 


ω λ = α λ − β λ 
 λρ = λρ + λρ ρ  


 λρ = λρ − λρ ρ  



λ = ρ Θ ρ λρ ρ 


λ = ρ Θ ρ λρ ρ


∫

∫




� (14)

Тогда можно записать:

	 0 0 0 0 0
1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

F F A F F A F Θ λ = ω λ λ + ω λ λ  � (15)

или

	 0 0 0( , ) Re ( , ) ( , ) .F F A F Θ λ = ω λ λ  � (16)

Дальнейшая цель – перевести исходную задачу (7) в пространство изображений (8). Вначале запишем 
интегральное преобразование левой части уравнения в (7):

0 0 0 02 1
0 0 0

0 0 0 01

( , ) ( , ) ( , ) ( , )1( , , ) ( , ) ( , ) .
2

mF F A F A F
K F d F F

F F F F

∞
+

 ∂Θ λ ∂Θ ρ ∂ λ ∂ λ
= ρ ρ λ ρ = ω λ + ω λ 

∂ ∂ ∂ ∂  
∫

Изображение оператора 0( , )F∆Θ ρ  в (13) будет иметь вид:

	

02 1 2
0 0 0 0 1 0

1

2 2
0 c 0 0 0 0 0 0 0 c 0

( , )2( , ) ( , , ) ( ) ( , ) ( , )

2 1 2( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ).
2

m F
F K F d Bi F F F

Bi F T F F F A F F A F Bi F T F

∞
+

ρ=
∂Θ ρ 

ρ ∆Θ ρ ρ λ ρ = − Θ ρ − λ Θ λ = π ∂ρ 

 = − − λ Θ λ = − λ ω λ λ + ω λ λ − π π

∫
� (17) 

Теперь исходную задачу (7) можно записать в виде:

0 0 2
0 0 0 0 0 0 0 c 0 0

0 0

( , ) ( , ) 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ), 0,

( ,0) ( ,0) 0

A F A F
F F F A F F A F Bi F T F F

F F

A A

∂ λ ∂ λ
 ω λ + ω λ + λ ω λ λ + ω λ λ = − >  ∂ ∂ π 


λ = λ = 

� (18)

или

	

0 2
0 0 0 0 c 0

0

0 2
0 0 0 0 c 0 0

0

( , ) 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) 2( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) , 0,

( ,0) ( ,0) 0.

A F
F F A F Bi F T F

F

A F
F F A F Bi F T F F

F

A A

 ∂ λ
ω λ + λ ω λ λ + =  

∂ π   


 ∂ λ = − ω λ + λ ω λ λ + >  
∂ π   


λ = λ = 




� (19)
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Рассмотрим подробнее равенство (18). После преобразований получим важное соотношение:

	 02 1 2 2 1
0 0 0 c 0 0

01 1

( , ) 2( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) 0.m mF
K F d F d Bi F T F W F

F

∞ ∞
+ +∂Θ ρ

ρ ρ λ ρ + λ ρ Θ ρ ρ + = λ =
∂ π∫ ∫ � (20)

Теперь раскроем левую часть уравнения в (19). Находим:

02 1
0 0

01

2 2 1
0 0 0

1

02 1 2 2 1
0 c 0 0 0 0

01

( , )
( , ) ( , ) ( ( ) ( ))

( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ))

( , )2 ( ) ( ) ( , , ) ( , ) ( , , )

m m
m m

m m
m m

m m

F
F i F J iY d

F

F i F F J iY d

F
Bi F T F K F d F K F d

F

∞
+ −

∞
+ −

∞
+ +

∂Θ ρ
  α λ + β λ ρ λρ + λρ ρ ρ +   ∂

  +λ α λ + β λ ρ Θ ρ λρ + λρ ρ ρ +   

∂Θ ρ
+ = ρ ρ λ ρ + λ ρ Θ ρ ρ λ

π ∂

∫

∫

∫

}

0 c 0
1

02 1
0 0

01

2 2 1
0 0 0 0 0 0

1

2 ( ) ( )

( , )
( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )

( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) ) ( , ) ( , ) ( , ).

m m m
m m

m m m
m m

Bi F T F

F
i F J F Y d

F

F F J F Y d W F i F i F

∞

∞
+ − −

∞
+ − −

ρ + +
π

 ∂Θ ρ  + ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ +  ∂

 + λ ρ Θ ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ = λ + Ψ λ = Ψ λ 

∫

∫

∫

Здесь:

	

02 1
0 0 0

01

2 2 1
0 0 0

1

( , )
( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )

( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) ) .

m m m
m m

m m m
m m

F
F F J F Y d

F

F F J F Y d

∞
+ − −

∞
+ − −

∂Θ ρ
 Ψ λ = ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ + ∂

 + λ ρ Θ ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ 

∫

∫
� (21)

Теперь искомая задача сводится к следующей задаче Коши:

	
0 0 02

0 c 0 0
0 0 0

( , ) ( ) ( , )2( , ) ( ) , 0,
( , ) ( , )

( ,0) 0

A F Bi F F
A F T F i F

F F F
A

∂ λ Ψ λ 
+ λ λ = − ⋅ + > ∂ π ω λ ω λ 

λ = 

 � (22)

с решением в виде:

	
0 0

c 2 2
0 0 0

0 0

( ) ( )2 ( , )( , ) exp ( ) exp ( ) .
( , ) ( , )

F FBi T
A F F d i F d

τ τ Ψ λ τ   λ = − −λ − τ τ + −λ − τ τ   π ω λ τ ω λ τ∫ ∫ � (23)

При этом

2 2
1 ( , ) ( , ) .

( , ) ( , ) ( , )
iα λ τ − β λ τ

=
ω λ τ α λ τ + β λ τ

Принципиальное равенство для дальнейших исследований имеет вид:

	 0 0 0( , ) Re ( , ) ( , ) .F F A F Θ λ = ω λ λ  � (24)
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Раскроем Ψ(λ, F0): 

	

2 1
0 0 0 0

1

2 2 1
0 0 0

1

02 1
0 0

1

( , ) ( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )

( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )

( , )
( , )( ( ) ) ( , )( ( ) )

m m m
m m

m m m
m m

m m m
m m

F F F J F Y d

F F J F Y d

F
F J F Y d

∞
+ − −

∞
+ − −

∞
+ − −

 Ψ λ = ρ ∆Θ ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ + 

 + λ ρ Θ ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ = 

∂Θ ρ ∂  = ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ   ∂ρ ∂ρ 

∫

∫

∫

2 2 1
0 0 0

1
( , ) ( , )( ( ) ) ( , )( ( ) ) .m m m

m mF F J F Y d
∞

+ − −

ρ +

 + λ ρ Θ ρ β λ λρ ρ + α λ λρ ρ ρ ∫

� (25)

Интегрируя дважды по частям (первый интеграл в (25)) и учитывая соотношения

2 1 2
2 1

1

( ( ) )1 ( ( ) ),

( ) ( ) ,

m
mm m

mm

m m
m m

J
J

J J

−
+ −

+

− −
+

 ∂ λρ ρ∂
ρ = −λ λρ ρ 

∂ρ ∂ρρ   
∂    λρ ρ = −λ λρ ρ   ∂ρ

справедливые также и для [Ym(λρ)ρ–m], устанавливаем, что

	 { }2 2
0 0 0 0 0 c 0 0 0( , ) (1, ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .m mF F F F Bi F T F F J F Y   Ψ λ = − Θ α λ + β λ − β λ λ + α λ λ   � (26)

Используем (24). Перемножая ω(λ, F0) из (14) и A(λ, F0) из (23), выделяем действительную часть и после 
длительных преобразований приходим к результату:

}
0

0

c c 2
0 0 0 02 2 2 2

0

2
0 0 0

0

c

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )2( , ) ( , ) ( , ) exp ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(1, ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) exp ( )

( ) ( )

F

F

Bi T Bi T
F F F F d

F F F d

Bi T

 τ τ α λ τ τ τ β λ τ    Θ λ = − α λ + β λ −λ − τ τ −     π α λ τ + β λ τ α λ τ + β λ τ   

  − Θ τ α λ β λ τ − β λ α λ τ −λ − τ τ +   

+ τ τ

∫

∫

{
0

0 0 2
02 2

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ) ( , ) ( ) exp ( ) .

( , ) ( , )

F

m m
F F

J Y F d
 β λ τ α λ − α λ τ β λ     β λ τ λ + α λ τ λ −λ − τ τ   α λ τ + β λ τ 

∫

По теореме обращения (11) можно записать искомую функцию Θ(ρ, F0) – решение задачи (7):

0
0 0

0 0 c2 2 2 2
0 00 0 0

00 0 2
0 c2 2

0 0

( , , ) ( , , )2( , ) ( , ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )
exp ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

F

m

K F K F
F F d Bi T d

F F

K F JF F
F d Bi T d

F F

∞ ∞ρ λ ρ λ Θ ρ = Θ λ λ λ = − τ τ τ × πα λ + β λ α λ τ + β λ τ 

ρ λ β λ τ λ + αα λ α λ τ + β λ β λ τ
 × −λ − τ λ λ + τ τ τ α λ + β λ

∫ ∫ ∫

0

0

2 2
0 0

0 0 2
02 2

0 0

0 0 0 2
02 2

0 00 0

( , ) ( )
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
exp ( )

( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
(1, ) exp ( ) .

( , ) ( , )

F
m

F

Y

F F
F d

F F

K F F F
d F d

F F

∞

∞

 λ τ λ  ×
α λ τ + β λ τ

β λ τ α λ − α λ τ β λ
 × −λ − τ λ λ − α λ + β λ

 ρ λ α λ β λ τ − β λ α λ τ   − Θ τ τ −λ − τ λ λ α λ + β λ

∫ ∫

∫ ∫

 
� (27)
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Правая часть (27) зависит от неизвестной величины Θ(1, F0). Полагая в (27) ρ = 1 и используя соотноше-
ние Jm(z)Ym+1(z) – Jm+1(z)Ym(z) = –2/(πz), приходим к интегральному уравнению Вольтера второго рода отно-
сительно Θ(1, F0): 

	
0

0 1 0 2 0
0

2(1, ) ( ) ( , ) (1, ) ,
F

F F F dΘ = Θ + Θ τ Θ τ τ
π ∫ � (28)

где

0

0

22
00 0

1 0 c 2 2 2 2
0 00 0

0
c 2 2

0 0

exp ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )2( ) ( ) ( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,2 ( ) ( )
( , ) ( , )

F

F
m m

FF F
F Bi T d d

F F

J Y F
Bi T d

∞

∞

 −λ − τα λ α λ τ + β λ β λ τ   Θ = τ τ τ ⋅ λ λ − π α λ τ + β λ τ α λ + β λ 

β λ τ λ + α λ τ λ β λ τ α λ − α λ τ β λ
− τ τ τ ⋅

π α λ τ + β λ τ

∫ ∫

∫ ∫ 0 2
02 2

0 0

)
exp ( ) ,

( , ) ( , )
F

F d
F F

 −λ − τ λ λ α λ + β λ

� (29)

	 0 0 2
2 0 02 2

0 00

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) exp ( ) .

( , ) ( , )
F F

F F d
F F

∞ α λ β λ τ − β λ α λ τ
 Θ τ = −λ − τ λ λ α λ + β λ∫ � (30)

Решение интегрального уравнения (28) можно представить в виде пикаровского процесса последователь-
ных приближений:

	 0 0 0 0
1

2(1, ) ( ) ( ),
n

n
n

F F F
∞

=

 Θ = Ψ + Ψ π 
∑  � (31)

где

	
0

0 0 1 0 0 2 0 1
0

( ) ( ), ( ) ( , ) ( ) .
F

n nF F F F d−Ψ = Θ Ψ = Θ τ Ψ τ τ∫ � (32)

Из (31), (32) находим искомую величину в виде:

	
0 2

0 1 0 2 0 2 1 1 2 1 2 1 1 1
1 0 0 0

2(1, ) ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) ( ) ,
nn F

n n n n
n

F F F d d d
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=

 Θ = Θ + Θ τ τ Θ τ τ τ Θ τ τ Θ τ τ π 
∑ ∫ ∫ ∫ � (33)

чем и завершается процедура нахождения точного аналитического решения обобщенной задачи (7) сложного 
теплообмена.

Следует отметить, что это решение (в обобщенной форме) – первое в литературе по аналитической те-
плофизике.

ПРИМЕР ИСПОЛЬЗОВАНИЯ РАЗВИТОГО ПОДХОДА

В качестве приложения развитого подхода при решении задачи (1) рассмотрим случай декартовых коор-
динат: m = –1/2, x0 = 0, φ(t) = Tc. При этом необходимо учесть, что

1/2 1/2

1/2 1/2

( ) 2 / sin( ), ( ) 2 / cos( ),

( ) 2 / cos( ), ( ) 2 / sin( ).

J z z z J z z z

Y z z z Y z z z
−

−

= π = π

= − π = π

В безразмерных переменных

02
0 0 0

c 0

( , )
/ , / , ( ) ( ) / , ( , ) ,

T x t T
z x l F at l Bi F t l z F

T T
∗ −

= = = α λ Θ =
−

где l – выбранная единица масштаба, имеем задачу:
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0

2
0

02
0

0 0 0 0

0
0 0 0 0

( , )
, 0, 0,

( , ) 0, 0, ( , ) , 0, 0,

( , )
( ) ( , ) 1 , 0.

F

z

z F
z F

F z

z F z z F z F

z F
Bi F z F F

z

=

=

∂Θ ∂ Θ
= > > ∂ ∂ 


Θ = ≥ Θ < ∞ ≥ ≥ 


∂Θ 

 = Θ − >  ∂ 

� (34)

Опуская длительные преобразования перехода от обобщенных координат к декартовым, получим следу-
ющее аналитическое решение задачи (34):
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где
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π ∫

	 2 0 0 0 0( , ) ( ) ( ) ( , ),F Bi F Bi F Θ τ = − τ Ψ τ  � (37)

	 0 2 2 2
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( )/ 2( , ) exp ( )( ) ( )( ) .
2

Bi F
F Bi F F Bi F F

F
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� (38)

Одним из доказательств справедливости найденного соотношения (35) является рассмотрение частного 
классического случая Bi(F0) = Bi = const. Для этого случая соотношение (35) автоматически дает классиче-
ское решение:

2
0 0 0

0 0
( , ) exp( ) ,

2 2
z zz F Biz Bi F BiF
F F

∗ ∗
   
   Θ = Φ − − Φ +
   
   

где ( ) 1 ( ),z z∗Φ = − Φ  ( )zΦ – функция Лапласа.
Можно показать, что при выполнении условия  0( ) / 2Bi F M≤  ряд  (36) сходится равномерно при 

всех F0 > 0 в любом конечном промежутке изменения F0 и мажорируется рядом:
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∑

сходимость которого при всех F0 > 0 легко проверить по признаку Даламбера. В качестве численного примера 
возьмем Bi(F0) = exp(–F0) и выпишем ряд последовательных приближений для Θ(0, F0) из (36):
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На рисунке приведены результаты численного счета приближений температурной функции Θ(z,  F0): 
Ψ1 = Θ1(z, F0), Ψ2 = Θ1(z, F0) + Θ2(z, F0), Ψ3 = Θ1(z, F0) + Θ2(z, F0) + Θ3(z, F0) и т.д., рассчитанных в зависи-
мости от критерия F0 для точек: (а) z = 0.707, (б) z = 2. Из рисунка видно, что графики для первого и второго 
приближения охватывают сверху и снизу – «берут в клещи» (автор), график для третьего приближения, а гра-
фики для второго и третьего приближения охватывают снизу и сверху график для четвертого приближения 
и т.д., что свидетельствует о достаточно быстрой сходимости процесса итерации для Θ(z,  t), так что с до-
статочной для практики точностью можно ограничиться третьим приближением. Что касается сферических 
координат, то этот случай сводится к рассмотренному в декартовых координатах с помощью подстановки 
W(z, F0) = zΘ(z, F0).
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Рисунок. Приближения температурной функции Θ(z, F0) в зависимости от F0 в точках: 
(а) z = 0.707, (б) z = 2

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлено развитие метода расщепления обобщенного интегрального преобразования Фурье 
применительно к нахождению точного аналитического решения температурной задачи сложного теплооб-
мена – при произвольной зависимости от времени коэффициента теплообмена и температуры окружающей 
среды в обобщенных координатах. Метод распространен на декартовы, цилиндрические и сферические коор-
динаты. Полученные результаты являются новыми в аналитической теплофизике.
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Резюме
Цели. Статья посвящена проблеме идентификации характеристик тропических циклонов с использовани-
ем почти периодического анализа изображений облачной динамики ураганов и прогнозирования структуры 
циклона на основе полученных значений почти периодов. Цель статьи заключается в применении почти пе-
риодического анализа с использованием модифицированного математического аппарата вычислений при 
обработке и анализе изображений структуры тропического циклона с возможностью осуществления прогно-
зных оценок.
Методы. Основным инструментом обработки и  анализа изображений структуры тропического циклона 
является почти периодический анализ – анализ данных с упорядоченным аргументом по выявлению зави-
симостей, близких к  периодическим. Использование аппарата почти периодического анализа позволяет 
проводить выявление критических рубежей изменения тенденций исследуемых данных вне зависимости 
от  априорных предположений. В  ходе проведения такого анализа определяется информационный пара-
метр  – почти период, соответствующий значениям, наиболее близким к  периодам. Предложена модифи-
кация известного математического аппарата почти периодического анализа, позволяющая обрабатывать 
большие и многомерные данные.
Результаты. В  ходе исследования на  примере анализа кадров динамики тропического циклона  Милтон, 
действующего с 5 по 10 октября 2024 г., выявлены характерные почти периодические значения структурных 
зон в момент начала формирования динамики развития циклона. На основе выявленных значений составле-
ны прогнозные оценки развития структуры тропического циклона, точность которых составила 95%.
Выводы. Полученные результаты совместно с результатами исследований, опубликованными ранее, позво-
ляют сделать вывод о возможности применения почти периодического анализа к выявлению характерных 
паттернов структур тропических циклонов и составлению качественных прогнозных оценок динамики разви-
тия чрезвычайных ситуаций, вызванных тропическими циклонами.

Ключевые слова: почти периодический анализ, обработка и анализ изображений, мониторинг тропических 
циклонов, прогнозирование тропических циклонов, техносферная безопасность, тайфуны
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Abstract
Objectives. The article sets out to  identify the characteristics of  tropical cyclones using almost periodic analysis 
of  images of  cloud dynamics of  hurricanes in  order to  forecast the cyclone structure. Almost periodic analysis 
is applied in the processing and analysis of tropical cyclone structure images based on the obtained almost period 
values using a modified mathematical computational apparatus.
Methods. The main tool for processing and analyzing images of the tropical cyclone structure is almost periodic 
analysis, i.e., analysis of data with an ordered argument to identify dependencies that are close to periodic. By this 
means critical boundaries of  changes in  the trends of  the studied data can be  identified regardless of  a  priori 
assumptions. In the course of analysis the almost period information parameter, corresponding to the values closest 
to  the periods, is  determined. A  modification of  the known mathematical apparatus of  almost periodic analysis 
is proposed for processing large and multidimensional datasets.
Results. In the course of the study, the characteristic almost periodic values of the structural zones at the moment 
of the beginning of the formation of the dynamics of the cyclone development were revealed on the example of the 
analysis of the frames of the dynamics of tropical cyclone Milton, operating from October 5, 2024 to October 10, 
2024. Based on the identified values, forecast estimates of the tropical cyclone structure development were made 
to an accuracy of 95%.
Conclusions. Together with the results of studies published earlier, the results of this study support the conclusion that 
it is possible to apply almost periodic analysis to the identification of characteristic patterns of tropical cyclone structures 
and carry out qualitative forecast estimates of the dynamics of emergency situations caused by tropical cyclones.
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ВВЕДЕНИЕ

Прогнозирование погодных явлений имеет 
важное значение для обеспечения безопасности 
и  устойчивого развития общества. Изменения кли-
матических условий сопровождаются возникающи-
ми экстремальными погодными явлениями. Одним 
из  опасных природных явлений являются тропи-
ческие циклоны, представляющие собой мощные 
атмосферные вихри, возникающие в  тропических 
и субтропических широтах над теплыми водами оке-
анов. Согласно статистике МЧС  России, ежегодно 
происходит более ста природных опасных явлений, 
общий материальный ущерб от которых превышает 
50 млрд руб.1.

Нарастающий ритм жизни и колоссальные объ-
емы информационного обмена требуют принятия 
оперативных, взвешенных, верных и обоснованных 
решений, базирующихся на  соответствующих про-
гнозных оценках. В связи с этим, актуальным явля-
ется повышение оперативности принятия эффектив-
ных решений в  условиях чрезвычайных ситуаций 
путем получения улучшенных прогнозов динамики 
развития опасных природных явлений, что, в  свою 
очередь, способствует заблаговременному принятию 
мер по  обеспечению безопасности людей, а  также 
подготовке мер противодействия чрезвычайным си-
туациям.

Традиционные численные модели погоды осно-
ваны на  решении систем дифференциальных урав-
нений, описывающих физику атмосферы. Однако 
эти модели имеют ограничения в  точности и  тре-
буют значительных вычислительных ресурсов. 
Применение технологий искусственного интеллек-
та, машинного обучения позволит существенно по-
высить оперативность и  точность прогнозирования 
возникновения опасных погодных явлений и  дина-
мики развития чрезвычайных ситуаций. 

Актуальным представляется развитие подхода 
к прогнозированию динамики развития тропических 
циклонов на  основе почти периодического анализа 
изображений структуры циклонов. Изображения яв-
ляются одной из категорий данных с упорядоченным 
аргументом. Данные с упорядоченным аргументом – 
это набор измерений некоторой экспериментальной 
величины, которая зависит от аргумента, представ-
ляющего собой упорядоченный вектор значений. 

В качестве примеров аргумента может слу-
жить время или пространство. В  настоящее вре-
мя анализ и  обработка таких данных проводится 

1   Министерство Российской Федерации по делам граж-
данской обороны, чрезвычайным ситуациям и  ликвида-
ции последствий стихийных бедствий. https://mchs.gov.ru/ 
(in Russ.). Дата обращения 10.08.2025. / Accessed August 10, 
2025.

с использованием специальных языков программиро-
вания и встроенных в них библиотек [1, 2]. Наиболее 
распространенным подходом к  анализу является 
применение методов машинного обучения  [3–9]. 
Исследование и  выявление скрытых закономерно-
стей в данных с упорядоченным аргументом актив-
но используются в  сферах медицины, экономики 
и иных отраслях [10–16].

Необходимо отметить, что использование про-
странственно-временных данных дистанционного 
зондирования позволяет отслеживать динамику при-
родных явлений, особенно таких как тропические 
циклоны [17–19].

Данное исследование посвящено модифициро-
ванному анализу и прогнозированию динамики раз-
вития тропических циклонов на основе спутниковых 
изображений методом почти периодического анали-
за данных. Описанный модифицированный метод 
почти периодического анализа направлен на совер-
шенствование существующих инструментов анализа 
данных с упорядоченным аргументом. 

МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ

Почти периодический анализ  – анализ данных 
с упорядоченным аргументом по выявлению зависи-
мостей, близких к  периодическим. Использование 
аппарата почти периодического анализа позволяет 
проводить выявление критических рубежей измене-
ния тенденций исследуемых данных вне зависимо-
сти от априорных предположений. В ходе проведе-
ния такого анализа определяется информационный 
параметр – почти период – значения, наиболее близ-
кие к периодам. В общем виде почти периодической 
функцией f(t) называется функция, удовлетворяю-
щая условию: | ( ) ( ) | ,f t f t+ τ − < ε  где ε > 0 – смеще-
ние, τ – почти период этой функции [20]. 

В настоящее время большая часть исследова-
ний с  применением почти периодического анализа 
дискретных данных с  упорядоченным аргументом 
основывается на  формулах, вычисление значений 
которых определяется последовательными итераци-
онными алгоритмами.

Алгоритм почти периодического анализа дис-
кретного набора данных концептуально состоит 
из двух этапов: 

1)	исключение тренда из вектора обрабатываемых 
данных;

2)	обработка полученных колебаний обобщенной 
сдвиговой функцией для выявления почти пери-
одов.
На первом этапе из обрабатываемых данных не-

обходимо исключить трендовую составляющую для 
того, чтобы дальше качественно анализировать почти  
периодические составляющие колебаний ряда. 

https://mchs.gov.ru/
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Поскольку на  начальном этапе обработки данных 
нет информации об  уравнении тренда, то  для его 
изъятия из  данных применяется подход, независи-
мый от каких-либо априорных предположений о по-
ведении тренда в данных. Такой подход исключения 
тренда из данных основывается на преобразовании, 
основой которого является теория пропорций.

Исключение тренда на  основе теории пропор-
ций основывается на предположении, что характе-
ристики тренда кодируются через опорные точки. 
В  качестве примера реализации рассмотрим про-
стейшую зависимость значений дискретного набо-
ра данных из  трех точек yt, yt  − Δt, yt  + Δt, которым 
кодируется весь исследуемый ряд [21]. Если за ос-
нову взять отношение, например, геометрической 
прогрессии, то  преобразования для исключения 
тренда и  получения колебаний относительно упо-
рядоченного аргумента t для данных y будут выгля-
деть следующим образом:

	 2ln ~ ,t t t t

t

y y
t

y
−∆ +∆ 

  
 

� (1)

где yt  – текущее значение ряда  у с  упорядоченным 
аргументом t; yt − Δt – предыдущее значение исходно-
го ряда на расстоянии Δt по аргументу от текущего 
значения yt; yt + Δt – следующее значение исходного 
ряда на расстоянии Δt по аргументу от текущего зна-
чения yt.

В результате подобных преобразований полу-
чаем ряд колебаний, соответствующий параметру 
сдвига  Δt. Для комплексного анализа всех видов 
колебаний исходных данных необходимо получить 
колебания для каждого параметра сдвига по  аргу-
менту Δt. Диапазон значений Δt находится в  пре-
делах от  1  до  N/2, где N  – длина исходного ряда 
данных. 

Вторым шагом почти периодического анализа 
дискретного ряда данных с  упорядоченным аргу-
ментом является обработка полученных наборов 
векторов колебаний с  целью исключения тренда 
сдвиговой функцией вида:

	
1

1 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
n

t t
t

a y t y t
n

−τ

∆ ∆
=

τ = + τ −
− τ ∑ � (2)

где n – общее число отсчетов колебаний ˆ ( ),ty t∆  по-
лученных при сдвиге по аргументу Δt.

Каждый вектор колебаний обрабатывается функ-
цией (2). В результате вычислений получаем вектор 
значений сдвиговой функции, соответствующей 
ряду колебаний исходных данных при сдвиге по ар-
гументу Δt. 

Для получения значений почти периодов  τ ре-
зультат сдвиговой функции исследуется на наличие 
ярко выраженных минимумов. Чем ближе минимум 
к  нулю, тем более значимым и  близким к  чистому 
периоду оказывается выявленное значение почти пе-
риода.

Результатом обработки сдвиговой функцией  (2) 
всех наборов векторов колебаний, полученных 
в  результате исключения тренда преобразованием 
типа  (1), будет являться матрица векторов сдвиго-
вых функций. Для последовательного вычисления 
и  учета зависимости сдвиговой функции от  значе-
ния Δt определяется обобщенная сдвиговая функция. 
Пример ее  реализации с  учетом геометрического 
исключения тренда представлен следующей форму-
лой2:

	 2

2 2
1

1( , )
2

ln ln .
n t

t t t t t t t t

t tt

a t
n t

y y y y
y y

−τ− ∆
−∆ +τ +∆ −τ −∆ +∆

+τ=

τ ∆ = ×
− τ − ∆

   
× −      

   
∑

�(3)

Применимость данных формул в почти периоди-
ческом анализе опубликована исследователями [21]. 
Однако такой подход последовательного итерацион-
ного вычисления значений дискретного ряда с упо-
рядоченным аргументом плохо реализуется для 
больших объемов данных, в т.ч. для обработки изо-
бражений [22]. 

Для обработки и  анализа больших дискретных 
рядов и матриц с упорядоченным аргументом авто-
рами была реализована модификация математиче-
ского аппарата почти периодического анализа.

Первой предложенной модификацией стал ал-
горитм исключения тренда из  данных. Операции 
по исключению тренда стало возможным проводить, 
вычисляя сразу целый вектор колебаний для фикси-
рованного значения сдвига Δt:

	 2ln ,t t t t
t

t

y y
P

y
−∆ +∆

∆
 ⋅

=   
 

 





� (4)

где tP∆


  – вектор значений колебаний, полученный 
по результатам исключения тренда на основе теории 
пропорций, размерностью  N  −  2Δt; 2

ty   – вектор  

2  Кузьмин В.И., Гадзаов А.Ф. Методы построения 
моделей по  эмпирическим данным: учебное пособие. М.: 
Московский государственный институт радиотехники, элек-
троники и автоматики (технический университет), 2012. 94 с. 
[Kuzmin V.I., Gadzaov A.F. Methods for building models based 
on  empirical data: tutorial. Moscow: Moscow State Institute 
of  Radio Engineering, Electronics and Automation  (Technical 
University), 2012. 94 p. (in Russ.).]



120

Alexander A. Paramonov,  
Andrew V. Kalach, Tatiana E. Saratova

On monitoring and forecasting the dynamics of the development of the structure  
of tropical cyclones based on almost periodic analysis of satellite images

Russian Technological Journal. 2025;13(6):116–126

квадрата значений yt; t ty −∆


 – вектор значений yt − Δt; 
t ty +∆


 – вектор значений yt + Δt.
Тогда расчет сдвиговой функции  (2) для фик-

сированного значения Δt также можно представить 
в векторном виде (5).

	
1( ) ,

2t t ta P P
N t∆ ∆ +τ ∆τ = −

− τ − ∆

 



� (5)

где ( ) ta ∆τ


 – вектор сдвиговой функции для вектора 
колебаний со сдвигом по аргументу Δt; tP∆ +τ



 – век-
тор исключенного тренда при значении Δt, смещен-
ный на τ; tP∆



 – вектор исключенного тренда при зна-
чении Δt.

В (5) операция модуля является перегруженной, 
т.е. результат модуля разности векторов tP∆ +τ



 и  tP∆


 
представляет собой вектор абсолютных величин.

В результате таких преобразований, получаем, 
что набор векторов ( ) ta ∆τ



 при расчете всех значе-
ний сдвига по аргументу Δt есть результат обобщен-
ной сдвиговой функции  (3). Представленные алго-
ритмы были реализованы в  виде программы для 
определения почти периодов в  эмпирических дан-
ных с упорядоченным аргументом, способной рабо-
тать с крупными объемами данных с использовани-
ем параллельных вычислений [23].

Для задачи мониторинга и  прогнозирования 
динамики развития чрезвычайных ситуаций, вы-
званных тропическими циклонами, на основе почти 
периодического анализа спутниковых изображений 
разработаны методики, позволяющие анализировать 
кадры тропических циклонов и на основе результа-
тов анализа формировать прогнозные оценки дина-
мики развития структуры тропических циклонов. 

Так, например, методика обработки и  анализа 
спутниковых кадров тропических циклонов для вы-
явления почти периодических характеристик вклю-
чает следующие этапы. На первом этапе происходит 
кадрирование исследуемого видеоряда в  случае, 
если исходные данные представлены в данном фор-
мате. Следующим шагом является обработка и пе-
ревод кадра в  черно-белый формат. Полученные 
изображения представляют собой матрицу пик-
селей, которые принимают значения от  0  до  255. 
Размер преобразованного изображения составляет 
500 × 500 пикселей.

На следующем этапе происходит определение 
центра тропического циклона на изображении и даль-
нейшее преобразование кадра в  полярные коорди-
наты. Данное преобразование выбрано в  качестве 
первого приближения развертки центрической струк-
туры тропических циклонов для возможности приме-
нения почти периодического анализа к  полученным 

значениям модулей радиус-векторов при фиксирован-
ных значениях полярных углов для выявления крити-
ческих радиусов зон структуры циклонов.

Последующая поочередная обработка векторов 
значений при фиксированных полярных углах дает 
набор матриц результатов обобщенных сдвиговых 
функций для каждого среза изображения. Анализируя 
полученные минимумы каждой обобщенной сдвиго-
вой функции, сопоставляются найденные значения 
почти периодов каждого среза изображения в поляр-
ных координатах, и совпадающие значения принима-
ются за характерные почти периоды всей структуры 
изучаемого тропического циклона.

Методика прогнозирования динамики развития 
тропических циклонов на основе почти периодиче-
ского анализа спутниковых изображений позволяет 
осуществлять прогнозную оценку динамики разви-
тия структуры тропических циклонов на основе вы-
явленных почти периодов и  классифицированных 
зон опасностей на ранних этапах развития тропиче-
ских циклонов.

На основе выявленных в  результате анализа 
почти периодов исходное изображение размеча-
ется окружностями с  радиусами, кратными выяв-
ленным почти периодам. Центральная зона кадра 
тропического циклона, занимающая, как правило, 
области первой-второй зональных окружностей, 
классифицируется особо опасной зоной. Зоны следу-
ющих двух-трех окружностей, зависящие от значения  
почти периода, на основе которого они строятся, за-
нимают большую часть кадра структуры тропическо-
го циклона и классифицируются как опасные зоны. 
Оставшиеся зоны на кадре структуры тропического 
циклона являются зонами повышенного наблюдения.

Проиллюстрируем описанные методики обра-
ботки и анализа результатами оценок прогноза раз-
вития структуры тропического циклона на примере 
урагана Милтон, который проходил с 5 по 10 октя-
бря 2024 г. В качестве данных для анализа рассматри-
вались фото- и видеоснимки тропического циклона, 
взятые из  открытого интернет-источника  – офици-
ального сайта Национального управления океаниче-
ских и атмосферных исследований США3.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1 представлен в декартовых координатах 
преобразованный в  черно-белый формат кадр тро-
пического циклона в инфракрасном диапазоне с раз-
меченным центром циклона, относительно которого 
произведена развертка структуры циклона в поляр-
ные координаты (рис. 2).

3  National Oceanic and Atmospheric Administration. U.S. 
Department of Commerce. https://www.noaa.gov/. Дата обраще-
ния 08.02.2025. / Accessed February 08, 2025.

https://www.noaa.gov/
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Рис. 1. Кадр начала развития тропического 
циклона Милтон на момент 5 октября 2024 г. 

в 15:00 по времени UTC4 с размеченным центром 
циклона размерностью 500 × 500 пикселей
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Рис. 2. Преобразованный в полярные координаты 
кадр начала развития тропического циклона Милтон 

размерностью 360 × 360 пикселей,  
где ρ – значения модулей радиус-векторов,  

θ – значения полярных углов

Вертикальные срезы полученного изображения 
(рис.  2) по  полярным углам обрабатывались функ-
циями  (4)  и  (5), в  результате получен набор значе-
ний обобщенных сдвиговых функций для модулей 
радиус-векторов. На рис. 3 представлен пример сре-
за обобщенной сдвиговой функции с выявленными 
значениями, похожими на почти периоды, для пре-
образованного кадра циклона по углу 50°. 

Полученные результаты почти периодических 
значений радиус-векторов  (рис.  3) отображают-
ся на  исходных данных. Результаты представлены 

4  Coordinated universal time – всемирное координирован-
ное время.

кадрами видеоряда в  виде окружностей с  радиуса-
ми, кратными выявленному почти периоду. Центры 
кратных окружностей располагаются в выявленном 
центре структуры тропического циклона  (рис.  1), 
в  качестве опорного радиуса первой окружности 
от центра выступают выявленные почти периодиче-
ские значения. 
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Рис. 3. Пример обобщенной сдвиговой функции  
при Δt = 8 для вектора значений  

при фиксированном угле 50°

Так, на рис. 4 представлен пример определения 
центрических зон, кратных выявленному почти 
периоду в  83  пикселя. Применение данной раз-
метки даст возможность определить характерные 
почти периодические составляющие структуры 
исследуемого тропического циклона, что позволит 
применить методику прогнозирования динамики 
развития тропических циклонов на  основе почти 
периодического анализа спутниковых изображе-
ний. 

Необходимо обратить внимание на  штриховку 
выделенных областей на  рис.  4. Наклонной штри-
ховкой обозначены особо опасные зоны воздействия 
тропического циклона, штриховкой точками обо-
значены опасные зоны воздействия тропического 
циклона, и штриховка сеткой обозначает зоны повы-
шенного наблюдения.

В результате проведенных исследова-
ний  [24–26] установлено, что получаемые почти 
периодические значения структуры тропических 
циклонов на изображениях ранних этапов динами-
ки их развития проявлены на более поздних этапах 
динамики развития урагана с погрешностью не бо-
лее 12%, что является допустимым в задачах про-
гнозирования динамических систем технического 
анализа [27].
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Рис. 4. Кадр начала развития тропического 
циклона Милтон на момент 5 октября 2024 г.  

в 15:00 по времени UTC с размеченными 
зонами опасности

В качестве проверки прогнозных оценок на ос-
нове выявленного почти периода в 83 пикселя был 
взят кадр тропического циклона  Милтон в  момент 
его достижения пикового состояния динамики на мо-
мент 8  октября 2024  г. в  21:35, и  размечены зоны, 
кратные почти периоду 83 пикселя  (рис. 5). Важно 
отметить, что полученные результаты разметки опи-
сывают структуру тропического циклона с достаточ-
ным уровнем точности.
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Рис. 5. Кадр пиковой стадии развития тропического 
циклона Милтон на момент 8 октября 2024 г. 

в 21:35 по времени UTC с размеченными 
зонами опасности

Для получения численных оценок применим 
методику обработки и  анализа спутниковых ка-
дров тропических циклонов для выявления почти 
периодических характеристик для данных  (рис.  5). 

Результаты срезов обобщенной сдвиговой функции 
выдают близкие почти периоды к полученным зна-
чениям на раннем этапе (рис. 6).
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Рис. 6. Обобщенная сдвиговая функция  
при Δt = 10 для вектора значений  

при фиксированном угле 45° для изображения на рис. 5

Точность прогнозных значений с  полученными 
почти периодами возможно оценить по формуле:

	 ,
τ − τ

σ =
τ

ïðîãíîç ôàêò

ôàêò

� (6)

где τпрогноз  – значение прогнозного почти периода, 
τфакт – значение рассчитанного фактического почти 
периода.

Таким образом, прогнозные оценки с  выявлен-
ными фактическими значениями почти периодов 
для структуры тропического циклона на рис. 6 име-
ют погрешность, не  превышающую  5%, что под-
тверждает полученные ранее результаты по оценкам 
прогнозирования динамики структуры тропических 
циклонов на основе почти периодического анализа. 
Полученные результаты погрешностей получаемых 
прогнозных значений сопоставимы со  сложными 
моделями, учитывающими связи физических вели-
чин циклонов [28].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен модифицированный 
метод почти периодического анализа данных 
с  упорядоченным аргументом, позволяющий ана-
лизировать как одномерные данные больших раз-
мерностей, так и  массивы данных, в  качестве 
примера которых были представлены кадры тро-
пического циклона.
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Применение методики обработки и анализа спут-
никовых кадров тропических циклонов для выявле-
ния почти периодических характеристик на примере 
циклона Милтон позволило установить на  началь-
ном этапе формирования характерные почти пери-
оды структуры тропического циклона. В  отличие 
от  имеющихся подходов, применяемых при по-
строении прогнозов, где используются физические 
параметры тропических циклонов, предлагаемый 
подход предоставляет одновременную возможность 
мониторинга и прогнозирования динамики развития 
структуры тропических циклонов на основе спутни-
ковых снимков с использованием выявления незави-
сящего от  физических величин параметра  – почти 
периода. На примере одного из характерных почти 
периодов реализована разметка опасных зон струк-
туры тропического циклона на основе окружностей 
с радиусами, кратными выявленному почти периоду 
в 83 пикселя. 

Разработанная методика на основе модифициро-
ванного метода почти периодического анализа апро-
бирована на  примере прогнозирования динамики 

развития тропических циклонов. Точность получен-
ных прогнозных оценок в ходе проведенного иссле-
дования составила около 95%.

Разработанный подход позволил выявить ха-
рактерные структурные изменения на  снимках 
тропических циклонов и  с достаточной точностью 
спрогнозировать динамику тропического циклона 
на примере урагана Милтон. Полученные результа-
ты имеют практическое значение для оценки рисков 
и разработки стратегий управления чрезвычайными 
ситуациями, вызванных тропическими циклонами.
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Резюме
Цели. Газотермическое напыление и порошковая лазерная наплавка – перспективные технологии, широко 
применяемые в различных отраслях промышленности, включая аэрокосмическую, энергетическую и маши-
ностроительную отрасли. Одним из ключевых аспектов данных технологий является управление тепловыми 
процессами, возникающими при нанесении покрытий, т.к. они напрямую влияют на качество и долговечность 
получаемых материалов и изделий. В данной статье рассматривается нестационарная задача теплопереноса 
при однопроходном напылении на полупространство. Целью работы является моделирование распределения 
температуры в материальном полупространстве, на границе которого действует движущийся источник тепла.
Методы. Теоретическое исследование распределения температуры на поверхности и в толще обрабаты-
ваемого материала в процессе движения головки распылителя осуществлялось путем решения уравнения 
нестационарной теплопроводности в декартовых координатах. Особенностью уравнения является специ-
альный вид функции плотности мощности источника тепла в виде тепловой полосы, моделирующей процесс 
теплопередачи от дорожки напыления в материальное полупространство основы детали.
Результаты. В результате исследования полученного решения, представляющего эволюцию во времени 
температуры в различных точках среды, установлено, что через некоторое время после прохождения им-
пульса нагревания температура внутри среды довольно быстро достигает максимального значения, а затем 
она относительно медленно релаксирует к равновесной температуре окружающей среды. По мере углубле-
ния в толщу среды тепловой импульс расплывается, уменьшается его амплитуда и увеличивается ширина, 
а время достижения максимума монотонно увеличивается. Поперечное распределение температуры имеет 
вид симметричных пиков, менее выраженных в глубине.
Выводы. Полученное решение может быть полезным при описании общего температурного поля на неко-
тором удалении от области действия головки распылителя, где конкретные детали нагрева не проявляются. 
В частности, в работе показано, что в окрестности действия первичной области напыления возникают значи-
тельные градиенты температур, которые вызывают заметные нестационарные температурные напряжения.
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Abstract
Objectives. Thermal spraying and powder laser cladding are promising technologies widely used in  various 
industries, including aerospace, energy, and mechanical engineering. The efficiency of these technologies depends 
on the management of thermal processes occurring during coating application, which directly affect the quality and 
durability of  the resulting materials and products. This article considers a nonstationary problem of heat transfer 
during single-pass spraying on  a  half-space. The research aim was to  simulate the temperature distribution 
in a material half-space upon the action of a moving heat source on its boundary.
Methods. A theoretical study of the temperature distribution on the surface and in the bulk of the processed material 
during movement of the spray head was carried out by solving the equation of nonstationary thermal conductivity 
in Cartesian coordinates. This equation employs a special type of the heat source power density function in the form 
of a thermal strip, simulating the process of heat transfer from the spray path to the material half-space of the part 
base.
Results. The obtained solution representing the evolution of temperature in time at different points of the medium 
shows that at  a  certain point of  time after the passage of  the heating pulse, the temperature inside the medium 
reaches its maximum value rapidly followed by  its relatively slow relaxation to  the equilibrium temperature of  the 
environment. Penetrating deeper into the bulk of the medium, the thermal pulse is spreading out while decreasing 
its amplitude and increasing its width, accompanied by a monotonic increase in the time to reach the maximum. The 
transverse temperature distribution has the form of symmetrical peaks, less pronounced in depth.
Conclusions. The obtained solution can be used when describing the general temperature field at some distance 
from the spray head area, where specific heating details are lacking. In particular, the work shows that significant 
temperature gradients arise in  the vicinity of  the primary spray area, which will cause noticeable nonstationary 
temperature stresses.
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ВВЕДЕНИЕ

В современном машиностроении широко ис-
пользуются технологии нанесения порошковых по-
крытий методом газотермического напыления [1, 2] 
и лазерной наплавки [3, 4]. Эти методы позволяют 
не только эффективно восстанавливать изношенные 
поверхности деталей, но  и  создавать специализи-
рованные покрытия с уникальным набором харак-
теристик, включая повышенную теплостойкость, 
износостойкость и  химическую стойкость  [5,  6]. 
Лазерная наплавка также стала фундаментальной 
технологией в  области аддитивного производства 
металлических изделий, в  ходе которого деталь 
производится путем послойного нанесения по-
рошкового материала [7, 8]. Суть этих технологий 
заключается в  нагреве порошкообразных матери-
алов до  температур, превышающих их  температу-
ру плавления, с  последующим нанесением на  по-
верхность детали посредством высокоскоростного 
газового потока. Отличительной особенностью ла-
зерной наплавки является использование инфра-
красного лазера в  качестве источника нагрева ча-
стиц. Лазерный луч фокусируется на поверхности 
детали или в  непосредственной близости от  нее, 
что обеспечивает более точный контроль темпе-
ратуры наплавляемого материала и  прецизионное 
позиционирование дорожки наплавки. В  случае 
обычного газотермического напыления разогрев 
материала производится непосредственно в голов-
ке распылителя. Элементарной технологической 
операцией данных процессов является однократ-
ный проход плазменной свечи вдоль обрабаты-
ваемой поверхности и  как результат  – появление 
одинарной тонкой расплавленной дорожки на этой 
поверхности со  скоростью, равной скорости дви-
жения плазменной свечи. В настоящей работе рас-
сматривается именно эта элементарная операция, 
поскольку именно она и формирует в основном ка-
чество покрытия.

Для оптимизации рассматриваемых техно-
логий и  повышения качества получаемых по-
крытий и  изделий критически важно понима-
ние теплофизических процессов, происходящих 
при взаимодействии расплавленного материала 

с  обрабатываемой поверхностью  [9–11]. В  част-
ности, особый интерес представляет распределе-
ние температуры в материале подложки во время 
и  после прохождения головки распылителя  [12]. 
Отмечается также важность точного контроля 
тепловложения для получения желаемой микро-
структуры покрытия [13, 14].

Методы математического моделирования ши-
роко используются для оптимизации технологии 
напыления и  прогнозирования свойств формиру-
ющихся покрытий  [15–17]. Для моделирования 
распределения температуры в  дорожке напыле-
ния используются численные методы, такие как 
метод конечных элементов  [13,  18,  19]. Авторы 
работы  [20] с  использованием метода конечных 
объемов исследовали влияние распределения 
температуры при лазерной наплавке на  процесс 
плавления порошкообразного металла в  дорожке 
наплавки и влияние эффекта Марангони на размер 
зоны плавления. Также данный метод был исполь-
зован в работе [21] для численного моделирования 
процессов тепломассопереноса в  трехмерной по-
становке задачи при моделировании порошковой 
лазерной наплавки нержавеющей стали. Показано, 
что распределение температуры в  дорожке на-
плавки является критическим фактором, опре-
деляющим форму профиля ее  сечения. Помимо 
мощности источника излучения на распределение 
температуры в дорожке напыления оказывает вли-
яние скорость движения головки напыления отно-
сительно поверхности образца и  расход порош-
ка [22, 23].

Наряду с численными методами полезным ока-
зывается использование и  аналитических методов, 
применение которых позволяет описать движущий-
ся источник тепла, предсказать скорость охлажде-
ния [13, 24] и оценить форму бассейна расплавлен-
ного металла [25].

Если не интересоваться детальным распределе-
нием тепловых величин в объеме дорожки и их ди-
намикой во времени, то процессы теплопереноса при 
напылении можно описать упрощенной моделью, 
в  которой напыление порождает локализованный 
на линии действия плазменной струи и локализован-
ный во времени источник тепла. В дальнейшем эту 
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модель можно принять за нулевое (главное) прибли-
жение и все остальные детали процесса учитывать 
в  форме поправок, в  которых параметром малости 
будет отношение ширины дорожки к характерному 
размеру обрабатываемой поверхности.

В настоящей статье рассматривается задача о не-
стационарном распределении температуры в беско-
нечном однородном полупространстве, на  границе 
которого имеется растущая во  времени «тепловая 
линия» – источник тепла, локализованный на геоме-
трическом луче, начало которого движется на  пло-
ской границе с постоянной скоростью. В такой по-
становке задача несколько нестандартна, поскольку 
вместо начальных условий она имеет асимптотиче-
ское условие для поля температур: при t → −∞ поле 
температуры полупространства стремится к  посто-
янному значению – температуре окружающей среды.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Абстрагируясь от  размеров и  формы поверхно-
сти напыления, рассмотрим эту поверхность как гра-
ницу бесконечного полупространства, заполненного 
теплопроводящим веществом с постоянными темпе-
ратуропроводностью α и удельной объемной тепло-
емкостью c. На этой поверхности рассмотрим непре-
рывно растущую со скоростью  v  тепловую полосу, 
которая состоит из  точечных мгновенных источни-
ков тепла с  мощностью выделения тепловой энер-
гии q0(t) как некоторой убывающей функции време-
ни (рис. 1).

Y

Z

X

v→

Рис. 1. Тепловая полоса на поверхности 
полубесконечного материального полупространства

	
Оси неподвижной системы координат ориенти-

рованы, как показано на рис. 1. В выбранной систе-
ме координат плотность мощности источников тепла 
рассматриваемого типа описывается соотношением

	 q(t, x, y, z) = q0(t, x)δ(z)δ(y)δ(x – vt),� (1)

где δ  – дельта-функция Дирака. Условный момент 
t  =  0  показан на  рис.  1. Условному моменту t  =  0 

не  соответствуют какие-либо начальные условия, 
поскольку тепловая полоса начинает формироваться 
при t → −∞.

Функция q0(t, x) в рамках рассматриваемой моде-
ли задается внешним образом: она моделирует про-
цесс теплопередачи от тепловой полосы в материал 
полупространства и зависит от многих физических 
параметров в процессе напыления. В настоящей ста-
тье примем простейшую модель «ступенчатого те-
плового высвечивания», в которой

	 q0(t, x) = k(θ(t – x/v) − θ(t – x/v − τ)),� (2)

где k  – постоянная эффективная тепловая мощ-
ность высвечивания; τ  – эффективное время те-
плового высвечивания  (эффективные величины 
представляют упрощенную модель теплообме-
на линии источников тепла, в  которой источник 
тепла движется вдоль линии со  скоростью свечи 
и  передает тепло материалу полупространства 
с  постоянной мощностью  k в  течение конечно-
го промежутка времени  τ в  каждой точке линии 
источников); θ(x) – стандартная ступенчатая функ-
ция Хевисайда.

Уравнение теплопроводности для рассматривае-
мой задачи будет иметь вид:

( ) ( ) ( )( ( / ) ( / )),
T T

p y z x vt t x v t x v
− α∆ =

= δ δ δ − θ − − θ − − τ



� (3)

где T  – температура в  рассматриваемой области, 
α  – коэффициент температуропроводности, p  =  k/c 
и  область изменения переменных: (x,  y)  ∊  ℝ2, 
z ∊ (−∞, 0), t ∊ ℝ.

Уравнение (3) должно быть дополнено гранич-
ными условиями Ньютона  –  Рихмана, заданными 
на границе полупространства в виде:

	 ( )00
0

,z
z

T T T
z =

=

−∂
= β −

∂
� (4)

где β  – приведенный коэффициент теплоотдачи, 
равный отношению коэффициента теплопередачи 
на  границе «материал-воздух» к  теплопроводно-
сти материала; T0  – температура окружающей сре-
ды  (воздуха), которая совпадает с  температурой 
в  асимптотическом начальном условии, знак «ми-
нус» в левой части соответствует охлаждению

	 0 const,tT T→∞ = = � (5)

играющему роль начального условия в рассматрива-
емой постановке задачи и необходимому для ее кор-
ректной постановки.
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РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Будем искать частное решение неоднородного уравнения (3) с помощью функции Грина G для оператора 
теплопроводности

	 3' ( ', ') ( ') ( '),
'

G t t r r t t r r
t
∂ − α∆ − − = δ − δ − ∂ 

   

� (6)

которая с точностью до произвольного решения однородного уравнения определяется формулой:

	 2| '| 4 ( ')
3

1( ', ') ( '),
(2 ( '))

r r t tG t t r r e t t
t t

− − α −− − = θ −
απ −

 

 

� (7)

r  соответствует текущей точке (x, y, z).
Частное решение ( , )T t r  уравнения (3), соответствующее (7), принимает вид:

	 ( )
2 2 2

3

3 (( ') ( ') ( ') )/4 ( ')
3

1( , ) ' ' e
2 ( ')

( ') ( ') ( ' ')( ( ' '/ ) ( ' '/ )).

t
x x y y z z t tT t r dt d r

t t

p y z x vt t x v t x v

− − + − + − α −

−∞

= ×
απ −

× δ δ δ − θ − − θ − − τ

∫ ∫


 

� (8)

Интегрирование по  ', 'y z  приводит к следующей промежуточной формуле для частного решения:

	
( )

2 2 2(( ') )/4 ( ')

3/2 3/2
e( , ) ' ' ( ' ')( ( ' '/ ) ( ' '/ )).

( ')2

t x x y z t tpT t r dt dx x vt t x v t x v
t t

+∞ − − + + α −

−∞ −∞

= δ − θ − − θ − − τ
−απ

∫ ∫


� (9)

Для корректного интегрирования по переменным (x, t) перейдем к запаздывающей и опережающей ком-
бинациям исходных переменных:

	 ' ', ' ' ' , ' .
2 2

s r s rr x vt s x vt t x
v

− +
= − = + ⇔ = = � (10)

Элемент объема заменится по правилу: ' ' /2 ,dt dx ds dr v=  область интегрирования (в координатах  ', 'x t  
представляющая собой полуплоскость  ' )t t≤  перейдет в полуплоскость s – r – 2vt ≤ 0.

В новых переменных интеграл (9) примет вид

	
( )

2 2 2(( ( )/2) )/4 ( ( )/2 )

3/2 3/2
2

e( , ) ( )( ( / ) ( / )).
( ( )/2 )2 2

x s r y z t s r v

s vt

pT t r ds dr r r v r v
t s r vv

+∞ +∞ − − + + + α − −

−∞ −

= δ θ − − θ − − τ
− −απ

∫ ∫


� (11)

Интегрирование по переменной r вместо δ-функции дает 0, если s – 2vt > 0 и 1 при противоположном до-
полнительном равенстве при подстановке r = 0 во все вхождения переменной r. Эта ситуация универсальным 
образом описывается множителем θ(2vt − s), что в итоге приводит к интегралу

	
( )

( )

2 2 2

2 2 2

(( /2) )/4 ( /2 )

3/2 3/2

2 (( /2) )/4 ( /2 )

3/2 3/2

e( , ) (2 )
( /2 )2 2

e .
( /2 )2 2

x s y z t s v

vt x s y z t s v

pT t r ds vt s
t s vv

p ds
t s vv

+∞ − − + + α −

−∞

− − + + α −

−∞

= θ − =
−απ

=
−απ

∫

∫



� (12)
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Введем новую переменную u = t – s/2v, для которой интеграл примет вид:

	
( )

2 2 2(( ( )) )/4

3/2 3/2
0

e( , ) .
2

x v t u y z upT t r du
u

+∞ − − − + + α
=

απ
∫



� (13)

Интеграл (13) вычисляется в элементарных функциях, и окончательный результат имеет вид:

	
( )2 2 2( ) ) /2

2 2 2

e( , ) .
4 ( )

x vt y z x vt v
pT t r

x vt y z

− − + + + − α

= ⋅
απ − + +



� (14)

Фактически, решение (14) описывает аксиально-симметричную тепловую волну, центр которой движется 
со скоростью v вдоль оси x. В сопутствующей инерциальной системе отсчета x = vt формула (14) приобретает 
вид цилиндрической волны

	
/2e'( , ) ,

4

vpT t r
−ρ α

= ⋅
απ ρ



� (15)

где 2 2 ,y zρ = +  с осью, совпадающей с прямой источников тепла.
При t → ±∞ решение (13) стремится к нулю по разным причинам: при t → −∞ тепло еще не успело вы-

делиться, а при t → +∞ бесконечное выделившееся на всей тепловой линии тепло успевает релаксировать 
по бесконечному объему, который в результате возвращается в состояние с нулевой температурой. В типич-
ной точке на некотором расстоянии ρ от тепловой 
оси характер эволюции температуры от  времени 
показан на рис. 2. Он имеет вид теплового импуль-
са, быстро нарастающего сразу после прохождения 
волны включения теплового импульса на  тепло-
вой прямой (момент прохождения лазерной свечи 
мимо координаты x = 0 точки наблюдения) и срав-
нительно медленно  (по закону обратной пропор-
циональности) релаксирующего к  равновесному 
состоянию с  нулевой температурой. Полученное 
решение еще пока не имеет физического смысла, 
релевантного поставленной задаче: это решение 
необходимо дополнить общим решением однород-
ного уравнения, с помощью которого можно реа-
лизовать граничные условия (4).

РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ И ПОЛНОЕ РЕШЕНИЕ

В силу линейности уравнения теплопроводности (3) его общее решение может быть записано в виде сум-
мы некоторого частного решения неоднородного уравнения и общего решения однородного Th:

	 h( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),T t x y z T t x y z T t x y z= + � (16)

где T  – уже найденное в предыдущем разделе частное решение (14), а отысканием подходящего Th займемся 
в настоящем разделе. По существу, все сводится к реализации посредством Th выбранного граничного усло-
вия (4). Подставляя в него представление (16), найдем после перегруппировки слагаемых

	 ( )h
h 0 0

0
,

z
z

T
T T T

z =
=

∂ 
β + = β − ∂ 

� (17)

где справа стоит уже известная функция и было учтено, что в силу четности T  по z выполняется равенство: 
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Рис. 2. Зависимость T(t) при значениях параметров:  
x = 0, y = 1, z = 1 (в мм), v = 5 мм/с, α = 1 мм2/с, 

p = 1.0 ∙ 105 мм3·К/с
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T
z =

∂
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∂

Будем искать общее решение Th методом разделения переменных:

	 Th = Θ(t)X(x)Y(y)Z(z).� (18)

Подставляя (18) в уравнение (3) при p = 0 и разделив его на Th, получим уравнение теплопроводности 
в разделенном виде: 

	
' '' '' '' 0,X Y Z

X Y Z
Θ  − α + + = Θ  

� (19)

где штрих обозначает дифференцирование по аргументу. Условие разделения переменных приобретает вид 
постоянства отдельных слагаемых в (19), так что это уравнение выражает соотношение между константами 
разделения

	 ( )2 2 2 0,t x y zk k k k− α − − + = � (20)

которое мы будем понимать как выражение для волнового числа kz:

	 2 2 .t
z x y

k
k k k= ± + +

α
� (21)

В (20):

	 2 2 2' '' '' '', , .t x y z
X Y Zk k k k
X Y Z

Θ
= = − = =

Θ
� (22)

Общее решение Th имеет вид следующего разложения (линейной комбинации различных решений с по-
стоянными коэффициентами):

	
2 2( ) /

h ,
,

e ,t x y t x yk t i k x k y k k k z
k

k
T C + + + ε α+ +

ε
ε

= ∑ � (23)

где k = {kt, kx, ky}, а параметр ε = ±1 различает корни для kz в (21).
Для отыскания коэффициентов Фурье Ck, ε подставляем выражение (23) в граничное условие (17), в кото-

ром правую часть тоже преобразуем в интеграл Фурье. Все Фурье-преобразования заметно упростятся, если 
заметить, что в правой части (17) частное решение T  зависит в соответствии с (14) лишь от запаздывающей 
комбинации ξ = x – vt. Для того, чтобы такая же комбинация получилась и в левой части (17), необходимо 
и достаточно потребовать, чтобы kt = −ivkx; только в этом случае в показателе экспоненты слева сформирует-
ся нужная комбинация ikx(x – vt) = ikξξ, относительно которой и будет вычисляться преобразование Фурье, 
приводящее к правильной зависимости в правой части. Найдем Фурье-образ правой части (17). Имеем цепоч-

ку равенств ( )2 2/2 , :ya v K k kξ+ α = +
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Интеграл в последнем выражении вычисляется с помощью аналитического продолжения вещественной 
формулы

	
2

2 2 2
0

2
cos cos

d
a b c a b c

π j π
=

+ j + j − −
∫ � (25)

в комплексную область, что дает в нашем случае равенство:

	
2

2
0

2
(1 cos ) cos( ) 2

d
a iK K iak

π

ξ

j π
=

+ j + ψ − j −
∫ � (26)

с выбором ветви корня, которая дает 2
yK k=  при kξ = 0.

Окончательно для Фурье-образа правой части (17) получаем:

	 0 2 2
( , ) ( ) ( ) ,

8 2
y y

pF k k T k k
K aik

ξ ξ
ξ

β
= β δ δ −

π α −
� (27)

где 2 2 , /2 .yK k k a vξ= + = α  Подставляя теперь (23) и (28) в (17), находим коэффициенты Фурье для однород-
ного решения:

	
2

( , )
.

2
y

k
F k k

C
K iak

ξ

ξ

=
β + −

� (28)

Однородное решение с  правильными граничными условиями запишется в  виде следующего интегра-
ла (δ-функции в F явно проинтегрированы):

	
( )

2( ) 2

h 0 2 2 2

e( , , ) .
8 2 2

yi k k y K iak z

y
pT y z T dk dk

K iak K iak

ξ ξξ+ + −+∞ +∞

ξ
−∞ −∞ ξ ξ

β
ξ = −

π α − β + −
∫ ∫ � (29)

Как показывает дальнейший анализ, формула (29) не допускает какого-то преобразования, позволяющего 
представить результат в аналитическом виде, частично или полностью свободном от квадратур. Поэтому все 
дальнейшие иллюстрации будут получены с помощью численного преобразования Фурье для конкретных 
значений параметров модели.

Прежде всего, запишем полное решение с правильными граничными условиями по формуле (16):

	
( )

( )2 2 22 /2( ) 2

0 2 2 2 22 2

e e( , , ) ,
48 2 2

y y z vi k k y K iak z

y
p pT y z T dk dk

y zK iak K iak

ξ ξ − ξ + + + ξ αξ+ + −+∞ +∞

ξ
−∞ −∞ ξ ξ

β
ξ = − + ⋅

παπ α ξ + +− β + −
∫ ∫ � (30)

где ξ = x – vt.
Примем для параметров модели следующие средние значения (в системе СИ):

T0 = 300, a = 40, 310 ,
4

p
a

=
π

 β = 2π ∙ 10−2, v = 10−3.

Далее замечаем, что, в формуле (30) параметр β (он имеет размерность волнового числа, т.е. обратной 
длины) можно рассматривать как малый. При этом решение будет заметно отличаться для области k → 0, 
которая соответствует длинноволновым модам решения, описывающим удаленные от источника области сре-
ды. Таким образом, упрощенный вид формулы (30) получается пренебрежением β в знаменателе под инте-
гралом – это соответствует сохранению членов первого порядка в разложении решения по параметру β (даже 
в этом случае интегралы не вычисляются аналитически). В итоге, переходя для удобства вычислений к веще-
ственной форме преобразования Фурье, находим:



135

Russian Technological Journal. 2025;13(6):127–138

М.Е. Соловьев 
и др.

Нестационарная задача теплопроводности  
в технологии газотермического напыления защитных покрытий

	

( )
( )2 2 2

/ 2

4 2

40
2

2 2 2

2e( , , ) 300 100
6400

ecos( sgn( ) ) 80 sin( sgn( ) ) 10000 ,

Q z

y

y z

y y

T y z dk dk
K k

K k k y c k Q z k k k y c k Q z
y z

+
+∞ +∞

ξ
ξ−∞ −∞

− ξ + + +ξ

ξ ξ − ξ ξ ξ −

ξ = − ×
+

× ξ + − − ξ + − +
ξ + +

∫ ∫
� (31)

где
4 2 2 36400 , 10 .Q K k K x t−

± ξ= + ± ξ = −

Перейдем к иллюстрациям зависимости (31). На рис. 3 и 4 представлены семейства одномерных графи-
ков, полученных из полной зависимости (31). Семейство кривых на рис. 3 представляет эволюцию во вре-
мени температуры в точках среды, расположенных на разных глубинах в толще среды под началом системы 
координат. Графики показывают, что через некоторое время после прохождения импульса нагревания тем-
пература внутри среды довольно быстро достигает максимального значения, а затем она относительно мед-
ленно релаксирует к температуре окружающей среды. При этом по мере углубления в толщу среды тепловой 
импульс расплывается: он уменьшает свою амплитуду и увеличивает ширину, а время достижения максиму-
ма монотонно увеличивается. В целом такая картина 
соответствует всем физически разумным ожиданиям 
рассматриваемой модели. 

На рис. 4 представлено пространственное рас-
пределение температуры в  момент  t  =  0  в  толще 
вещества под тепловой линией  – прямолинейной 
траекторией пятна свечи  – в  зависимости от  про-
дольной координаты  x при тех же  глубинах  z, что 
и  на  рис.  3. В  рассматриваемый момент времени 
свеча проходит над точкой x = 0. При этом видно, 
что тепловой импульс (тем более выраженный, чем 
ближе рассматриваемая точка к поверхности) нако-
пился на предыдущем участке x < 0 и далее будет 
перемещаться вправо в  соответствии с  зависимо-
стями на рис. 3.

Полученное решение (16) может быть полез-
ным при описании температурного поля на  не-
котором удалении от  области действия свечи, где 
конкретные детали нагрева (например, распределе-
ние температуры на  первоначальном пятне напы-
ления) не  проявляются. В  частности, из  графиков 
на рис. 4 следует, что в окрестности действия свечи 
возникают значительные градиенты температур, 
которые будут вызывать заметные нестационар-
ные температурные напряжения. Их  релаксация 
в  окрестности пройденных участков тепловой ли-
нии, так или иначе, будет влиять на  качество по-
крытия, что, вероятно, поддается технологическо-
му управлению с помощью специального тайминга 
напыления, согласованного с  динамикой темпера-
турной волны в слое.

Поперечное к  тепловой линии распределение 
температуры представлено семейством графиков 
на рис. 5. Оно имеет ожидаемый вид симметричных 
пиков, тем менее острых, чем глубже располагается 
точка наблюдения.
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Рис. 3. Временная эволюция температуры 
в точках с координатами x = y = 0: (1) z = −0.1 мм, 

(2) z = −0.2 мм, (3) z = −0.3 мм, (4) z = −0.4 мм, 
(5) z = −0.5 мм, (6) z = −0.6 мм. Отрицательное 

время соответствует принятому асимптотическому 
начальному условию (5);  в движущейся системе 

координат момент t = 0 условный
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Рис. 4. Пространственный профиль температурной 
волны при y = 0, t = 0 в зависимости от координаты 

x на тех же глубинах в слое, что и на рис. 3: 
(1) z = −0.1 мм, (2) z = −0.2 мм, (3) z = −0.3 мм, 
(4) z = −0.4 мм, (5) z = −0.5 мм, (6) z = −0.6 мм
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Рис. 5. Поперечный пространственный 
профиль температурной волны при x = 0, t = 0 

в зависимости от координаты y  
на тех же глубинах в слое, что и на рис. 3:  

(1) z = −0.1 мм, (2) z = −0.2 мм, (3) z = −0.3 мм, 
(4) z = −0.4 мм, (5) z = −0.5 мм, (6) z = −0.6 мм

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена нестационарная задача 
теплопроводности, моделирующая технологию 
газотермического напыления тонкой полосы, об-
разующей часть защитного покрытия. Получено 
точное аналитическое решение, описывающее 
температурное поле в  материале подложки при 
движении плазменной свечи, создающей тепло-
вую полосу.

В результате проведенных расчетов установле-
но, что:

•	 после прохождения импульса нагревания тем-
пература внутри среды быстро достигает макси-
мального значения и затем медленно релаксиру-
ет к температуре окружающей среды;

•	 по  мере углубления в  материал тепловой им-
пульс расплывается, уменьшая амплитуду и уве-
личивая ширину, а время достижения максимума 
температуры увеличивается;

•	 вблизи области действия источника тепла возни-
кают значительные градиенты температур, кото-
рые могут приводить к нестационарным темпе-
ратурным напряжениям.
Эти факты вполне соответствуют общим законо-

мерностям теплофизических процессов и  в совокуп-
ности демонстрируют правильность выбранной физи-
ческой модели и разумность сделанных приближений.

Выведена точная формула для температурного 
поля нестационарной тепловой полосы, позволяющая 
теоретически детально исследовать все существенные 
характеристики теплового импульса и  использовать 
их для расчетов экспериментально и практически зна-
чимых параметров технологии напыления. Отметим, 
что экспериментальные возможности исследования 
характеристик теплового импульса в  рассматривае-
мых условиях весьма ограничены и ресурсоемки.

Полученное решение может быть полезно для 
описания общего температурного поля на некотором 
удалении от области действия головки распылителя, 
где детали структуры тепловой полосы не проявля-
ются. Результаты работы могут быть использова-
ны для оптимизации технологических параметров 
напыления, таких как тайминг напыления, с целью 
управления качеством покрытия.
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Резюме
Цели. Целью настоящего исследования является разработка метода автоматической количественной оцен-
ки параметра гауссовского размытия цифрового изображения, возникающего, как правило, вследствие де-
фокусировки оптической системы, некоторых других погрешностей вносимых оптической системой и каме-
рой, а  также вследствие влияния среды распространения света. Данная задача актуальна для множества 
прикладных областей, включая дистанционное зондирование, техническую экспертизу, фотограмметрию, 
медицинскую визуализацию, автоматическую инспекцию и предварительную обработку изображений перед 
решением задач их восстановления, классификации или распознавания.
Методы. Предложенный метод основан на  сравнении двумерной гистограммы градиентов анализи-
руемого изображения с  эталонными гистограммами, заранее вычисленными для изображения высокой 
четкости, обладающего сходной текстурой и  масштабом. Эталонное изображение искусственно размы-
вается с различными значениями параметра размытия путем вычисления свертки с гауссовским ядром. 
Для каждого уровня размытия строится двумерная гистограмма градиентов, отражающая распределение 
направлений и величин локальных изменений яркости. Сравнение с аналогичной гистограммой обраба-
тываемого изображения выполняется после логарифмирования по евклидовой норме. Это дает высокую 
чувствительность, интерпретируемость и  численную устойчивость. Метод не  требует выделения резких 
границ, обучения нейросетей или наличия размеченных данных и может быть реализован с минимальными 
вычислительными затратами.
Результаты. На  синтетических данных показано, что предложенный подход обеспечивает высокую точ-
ность: относительная ошибка оценки параметра размытия в диапазоне его значений 0.7–2.0 пикселя состав-
ляет менее 5%, а в большинстве случаев не превышает 2–3%. Метод устойчив к шуму, сжатию, локальным 
артефактам и текстурным неоднородностям.
Выводы. Разработанный подход может применяться в  системах автоматического анализа изображений, 
а также в качестве предварительного этапа в задачах слепой деконволюции. Он отличается высокой точно-
стью, простотой реализации и воспроизводимостью, обеспечивая надежную оценку степени размытия при 
минимальных требованиях к исходным данным.
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Abstract
Objectives. The aim of this study is to develop a method for automatic quantitative estimation of the Gaussian blur 
parameter in digital images, which typically arises due to defocus of the optical system, various optical and camera-
induced aberrations, as  well as  the influence of  the propagation medium. This task is  highly relevant for a  wide 
range of applied fields, including remote sensing, forensic analysis, photogrammetry, medical imaging, automated 
inspection, and preprocessing of visual data prior to solving restoration, classification, or recognition problems.
Methods. The proposed method is  based on  comparing the two-dimensional histogram of  gradients of  the 
analyzed image with reference histograms precomputed for a high-sharpness image with similar texture and scale. 
The reference image is artificially blurred using convolution with a Gaussian kernel at various blur levels. For each 
level of blur, a two-dimensional gradient histogram is constructed, representing the distribution of directions and 
magnitudes of  local intensity changes. The comparison with the corresponding histogram of  the target image 
is performed after applying a logarithmic transformation and computing the Euclidean norm. This approach provides 
high sensitivity, interpretability, and numerical stability. The method does not require edge detection, neural network 
training, or labeled data, and can be implemented with minimal computational cost.
Results. Tests on synthetic data demonstrate that the proposed approach achieves high accuracy: the relative error 
in estimating the Gaussian blur parameter within the range of 0.7 to 2.0 pixels is less than 5%, and in most cases does 
not exceed 2–3%. The method is robust to noise, compression, local artifacts, and texture inhomogeneities.
Conclusions. The developed approach can be  applied in  automated image analysis systems as  well as  in blind 
deconvolution preprocessing tasks. It offers high accuracy, implementation simplicity, and reproducibility, providing 
reliable blur estimation under minimal data assumptions.

Keywords: image blur, Gaussian blur, blur parameter, gradient histogram, distribution comparison, distortion 
estimation, reference image, blind deconvolution, sharpness measurement, histogram distance metric
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ВВЕДЕНИЕ

Оценка параметров размытия изображения явля-
ется важной задачей в области обработки и анализа 
изображений. Она играет ключевую роль в повыше-
нии резкости, диагностике качества данных, предва-
рительной обработке изображений в  задачах спут-
никового мониторинга, медицины, промышленного 
контроля и  других областях. Особенно актуальной 
является задача оценки параметра размытия σ в слу-
чае гауссовского размытия, поскольку оно широко 
используется как модель пространственного ухудше-
ния изображения, вызванного дефокусом или други-
ми формами оптической деградации. Высокоточный 
метод оценивания параметра размытия изображения 
имеет важное значение для успешного решения за-
дачи слепой деконволюции. 

Существующие методы оценки параметров раз-
мытия можно условно разделить на несколько клас-
сов. Первый класс включает методы, основанные 
на анализе резкой границы. Они требуют точного вы-
деления и аппроксимации переходного профиля, что 
делает их чувствительными к шуму, сжатию и слож-
ной структуре сцены. Второй класс составляют ча-
стотные подходы, включая методы на основе оцен-
ки модуляционной функции передачи (modulation 
transfer function, MTF). Эти методы также подверже-
ны влиянию глобальной текстуры и могут давать си-
стематически завышенные оценки на неоднородных 
участках изображения. Третий класс  – это методы, 
основанные на  машинном обучении, в  частности, 
сверточные нейронные сети [1, 2]. Они демонстри-
руют высокую точность, однако требуют большой 
объем размеченных данных для обучения и  могут 
плохо переноситься на  новые домены, отличные 
от обучающей выборки [1–7]. В литературе встреча-
ются также отдельные исследования, посвященные 
прямой идентификации параметра гауссовского раз-
мытия [8].

Предлагаемый в работе метод направлен на пре-
одоление указанных ограничений. Он  не требует 
локализации резких границ и  устойчив к  шумам 
и артефактам сжатия. В его основе лежит сравнение 
двумерной гистограммы градиентов анализируемого 
изображения с аналогичными гистограммами, зара-
нее полученными из  эталонного изображения схо-
жей текстуры, искусственно размытого с различны-
ми значениями σ. Это позволяет оценивать степень 

размытия по  принципу ближайшего соседа в  про-
странстве гистограмм. Метод легко реализуется, 
не требует обучения и демонстрирует высокую точ-
ность (относительная ошибка, в зависимости от зна-
чения параметра размытия, составляет от 2% до 5%). 
Для его реализации требуется лишь одно достаточно 
произвольное изображение высокого качества, кото-
рое используется в качестве опорного.

Целями настоящей статьи являются формальное 
описание предлагаемого метода, экспериментальная 
оценка его точности на синтетически размываемых 
изображениях, а также сопоставление его эффектив-
ности с существующими методами оценки параме-
тров размытия.

1. МОДЕЛЬ РАЗМЫТИЯ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Рассмотрим декартову систему координат  Oxy, 
связанную с матрицей светочувствительных элемен-
тов изображения. Обозначим через q[x, y] дискретное 
изображение сцены – отраженный световой сигнал, 
приходящий от  объекта съемки до  прохождения 
через среду распространения и оптическую систему. 
Предполагается, что размер пикселя фотокамеры Δ 
удовлетворяет условию Δ < 1/Fmax, где Fmax – наиболь-
шая существенная пространственная частота, содер-
жащаяся в  частотном спектре изображения q[x,  y], 
которое в  этом случае согласно теореме отсчетов 
представляется в виде:

	
', '

[ , ] [ , ]sinc( )sinc( ),
x y

q x y q x y x x y y
∈

′ ′ ′ ′= − −∑


� (1)

где для удобства принято Δ = 1.
С учетом искажений при прохождении сигнала 

через оптический канал и оптическую систему фото-
камеры на сенсорную панель фотокамеры проециру-
ется размытое по Гауссу изображение:

	
2

( , ) ( , ) ( , ) ,q x y q x y g x x y y dx dyσ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − −∫


�  (2)

где

[ , ] ( ) ( ),g x y g x g yσ σ σ=  
2

221( ) e .
2

x
g x

−
σσ =

πσ

Здесь предполагается, что параметр гауссовско-
го размытия σ, моделирующий свойства оптического 
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канала и  некоторые конструкционно-технологиче-
ские погрешности оптической системы, достаточно 
велик  (σ > 0.7 пикселя) и поэтому доминирует над 
эффектом, вызываемым дифракцией.

За время экспозиции τ на сенсоре с индексами x, y 
накапливается заряд, равный 2[ , ] ( , ) [ , ],p x y q x y q x y′ ′= τ∆ = 

2[ , ] ( , ) [ , ],p x y q x y q x y′ ′= τ∆ =  где принято τ = 1 и учтено, что Δ = 1.
Из (2) с учетом (1) следует, что

,

[ , ]
[ , ](sinc )( )(sinc )( ),

x y

p x y
q x y h x x h y yσ σ

′ ′∈

=

′ ′ ′ ′= ∗ − ∗ −∑


�(3)

где (sinc )( ) sinc( ) ( ) ,h x x g x x dxσ σ′ ′∗ = −∫


 *  – опера-

ция свертки, определяемая формулой (2).
В работе [9] показано, что для значений параме-

тра смаза σ > 0.7 пикселя с высокой точностью мож-
но считать (sinc )( ) ( ).h x g xσ σ∗ =  С учетом этого вы-
ражение (3) может быть записано в виде:

,
[ , ] [ , ] [ , ],

x y
p x y q x y h x x y yσ

′ ′∈

′ ′ ′ ′= − −∑


 

где [ , ] ( ) ( )h x y g x g yσ σ σ=  – принимаемая нами дву-
мерная изотропная гауссовская модель дискретной 
функции размытия точки  (ФРТ) с  параметром раз-
мытия σ > 0.

Принятая модель типична, например, для спут-
никовой съемки Земли в случае, когда направленные 
искажения (связанные с движением камеры, объекта 
или нестабильностью платформы) компенсированы. 
В данной работе предполагается, что такие направ-
ленные смазы предварительно устранены аппаратно 
или программно и  поэтому в  первом приближении 
можно считать изображение размытым изотропно, 
без наличия в размытии хоть какого-либо преоблада-
ющего направления.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ  
МЕТОДА

Предлагаемый метод оценки параметров ли-
нейного смаза основан на  предположении, что при 
известном характере текстуры изображения и  за-
данном масштабе съемки  (соотношении линейного 
размера местности к  размеру пикселя) двумерная 
гистограмма градиентов изображения содержит ин-
формацию, достаточную для восстановления пара-
метров смаза. Иными словами, предполагается, что 
распределение градиентов яркости пикселей, рас-
сматриваемых как реализация двумерной случайной 
величины, зависит в первую очередь от свойств тек-
стуры сцены, масштаба изображения и параметров 
смаза, но не зависит от содержания сцены в целом. 

Это означает, что изображения с близкой текстурой 
и  одинаковым масштабом, но  различной степенью 
размытия, будут иметь отличающиеся статистики 
градиентов, и эта зависимость может быть использо-
вана для оценки параметров искажения.

Предполагается существование широких клас-
сов изображений, для которых распределение гра-
диентов может быть описано параметрическим се-
мейством, зависящим только от  параметров смаза. 
Подобные допущения характерны для статистиче-
ских моделей естественных изображений  (natural 
scene statistics  [1, 3, 4]), применяемых в ряде работ 
по оценке искажений [10–12].

Предположительно, такие классы определяются, 
в первую очередь, характеристиками текстур: круп-
ные или мелкие детали, контрастные или однород-
ные структуры, а также линейным масштабом. Как 
показано в разделе 3, это допущение подтверждается 
на  практике: гистограммы градиентов изображений 
с близкой текстурой, но разными параметрами смаза, 
демонстрируют устойчивую зависимость от параме-
тров искажения.

Основная идея метода заключается в использова-
нии эталонного изображения, принадлежащего тому 
же классу (т.е. обладающего схожей текстурой и мас-
штабом), что и анализируемое. Эталон синтетически 
подвергается гауссовскому размытию с параметром 
размытия, варьируемым по  регулярной сетке. Для 
каждого полученного таким способом размытого 
изображения вычисляется двумерная гистограмма 
градиентов  (эталонная гистограмма). Затем гисто-
грамма градиентов анализируемого изображения 
сравнивается с предвычисленными эталонными ги-
стограммами. В качестве меры рассматривались:

•	 lp-нормы (p = 1, 2, ∞) от разности логарифмов ги-
стограмм,

•	 дивергенции Кульбака  –  Лейблера и  Йенсена  – 
Шеннона,

что соответствует стандартной практике в  задачах 
оценки качества изображений  [13]. Однако суще-
ственно лучшие результаты получились именно с ис-
пользованием логарифмирования и l2-нормы.

Таким образом, задача сводится к поиску ближай-
шего соседа в пространстве эталонных гистограмм. 
Каждому узлу сетки параметров соответствует одна 
эталонная гистограмма и, следовательно, однознач-
но определенный вектор параметров смаза.

2.1. Построение двумерной гистограммы 
градиентов изображения

Для каждого пикселя входного изображе-
ния p[y, x] вычисляется дискретный градиент:

[ , ] ( [ , ], [ , ]),x yp y x p y x p y x∇ =
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где компоненты градиента определяются как свертка 
изображения с оператором Собеля D:

[ , ] ( )[ , ], [ , ] ( )[ , ],x x y yp y x p D y x p y x p D y x= ∗ = ∗

а сами операторы имеют вид

T
1 0 1
2 0 2 , .
1 0 1

y xD D
− 

 − = 
 − 

Каждый вектор градиента [ , ]p y x∇  далее интер-
претируется как реализация двумерной случайной 
величины, наблюдаемой в независимых «испытани-
ях» по всей области изображения. На основе сово-
купности этих значений строится двумерная гисто-
грамма распределения градиентов:

[ , ], , 1, ,pH i j i j N∇ =

где N – число ячеек гистограммы по каждому изме-
рению (оси px и py).

Подразумевается, что значения градиентов попа-
дают в  фиксированное ограниченное окно  (напри-
мер, max, max max, max[ ] [ ],G G G G− × −  которое равно-
мерно разбивается на N  ×  N ячеек.

Выбор параметра N  требует компромисса между 
сглаживанием и дискретизацией. При слишком ма-
лом  N  гистограмма становится чрезмерно гладкой 
и  теряет важные особенности распределения. При 
слишком большом  N  число наблюдений в  каждой 
ячейке резко падает, и  гистограмма становится за-
шумленной. Таким образом, выбор числа ячеек явля-
ется частью настройки метода и должен соответство-
вать плотности выборки и характеру градиентов.

2.2. Генерация эталонных гистограмм

Из выбранного эталонного изображения 
etalon[ , ]p y x  формируется набор синтетически сма-

занных изображений  { }
k

pσ  по  достаточно мелкой 
двумерной сетке параметра смаза σk. Для каждого се-
точного значения σk осуществляется смаз эталонного 
изображения:

( )etalon etalon [ , ],
kk

p p h y xσσ = ∗

где ядро смаза [ , ]
k

h y xσ  
рассчитывается по форму-

ле (3).
Затем для каждого варианта смаза эталонного 

изображения  etalon[ , ]
k

p y xσ  строится отдельная гисто-
грамма градиентов  etalon ,

k
pH

σ∇  как это указано в разде-

ле 2.1.

2.3. Процедура оценки параметра смаза, 
основанная на сравнении с эталонами

Для оценки расстояний между гистограммой гра-
диентов анализируемого изображения и вариантами 
аналогичных эталонных гистограмм должна исполь-
зоваться подходящая метрика. Как показали экспери-
менты, наилучший результат показывает метрика:

etalon

etalon

log

2

,

dist ( , )

log [ , ] log [ , ] .

k

k

p p

p p
i j

H H

H i j H i j

σ

σ

∇ ∇

∇ ∇

=

= −∑

Для повышения численной устойчивости под 
знаком логарифма следует использовать регуляри-
зирующую процедуру, состоящую в том, что перед 
логарифмированием значения нулевых ячеек долж-
ны быть заменены наименьшим из всех полученных 
значений ячеек. В  подобной ситуации выражение 
вида  log(x) часто заменяют на  log(x + ε), где, напри-
мер, ε = 10−6. Однако, как показал эксперимент, такое 
решение, по сравнению с предложенным выше, часто 
приводит к кратному увеличению относительной по-
грешности оценки параметра размытия.

Таким образом, оценка параметров смаза, присут-
ствующего в анализируемом изображении, осущест-
вляется по правилу:

etalonlogˆ arg min dist ( , ).
k

p pk
H H

σ
∇ ∇

σ =

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 1 представлены два изображения высоко-
го качества. Первое из них, размываемое на разные 
величины, рассматривается как обрабатываемое, 
степень размытия которого требуется оценивать (при 
разных величинах размытия). Второе – используется 
в качестве опорного (эталонного).

Результаты моделирования представлены в табл. 1.
В табл. 2 представлены результаты моделирова-

ния при изменении ролей рассматриваемых изобра-
жений – изображение, которое раньше было оцени-
ваемым, стало эталонным и наоборот.

Как можно видеть из указанных таблиц, при ис-
кусственном размытии оцениваемого изображения 
на  величины  [0.7, 2.0]σ∈  относительная точность 
оценок, в  большинстве случаев, не  превышает  5%, 
и  в большинстве случаев значительно ниже. 
Отдельные выбросы значений оценки связаны с вы-
сокой чувствительностью метода к  выбору границ 
ячеек гистограммы. Приведенные в табл. 1 и 2 оцен-
ки были получены при границах ячеек гистограммы, 
взятых в диапазоне от −2.1 до 2.1 с шагом 0.02126.
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Таблица 1. Результаты моделирования

Истинное 
значение σ Оценка σ Величина 

погрешности

Относи
тельная 

ошибка, %

0.7 0.69 +0.01 4.3

0.8 0.79 +0.01 1.3

0.9 0.88 +0.02 1.1

1.0 0.99 +0.01 1.0

1.1 1.07 +0.03 1.8

1.2 1.24 −0.04 2.5

1.3 1.35 −0.05 2.3

1.4 1.42 −0.02 3.6

1.5 1.54 −0.04 7.3

1.6 1.61 −0.01 3.1

1.7 1.74 −0.04 5.9

1.8 1.82 −0.02 1.7

1.9 2.00 −0.10 7.9

2.0 2.10 −0.10 6.5

2.1 2.20 −0.10 6.7

2.2 2.30 −0.10 6.8

2.3 2.40 −0.10 7.8

2.4 2.50 −0.10 3.8

2.5 2.60 −0.10 10.0

(а) (б)

Рис. 1. Два изображения высокого качества:  
(а) обрабатываемое изображение, (б) изображение, используемое в качестве эталона

Таблица 2. Результаты моделирования 
при изменении ролей рассматриваемых изображений

Истинное 
значение σ Оценка σ Величина 

погрешности

Относи
тельная 

ошибка, %

0.7 0.69 +0.01 4.3

0.8 0.80 0.00 5.0

0.9 0.93 −0.03 2.2

1.0 1.02 −0.02 1.0

1.1 1.12 −0.02 0.9

1.2 1.13 +0.07 2.5

1.3 1.24 +0.06 3.1

1.4 1.34 +0.06 3.6

1.5 1.44 +0.06 0.7

1.6 1.56 +0.04 1.3

1.7 1.64 +0.06 1.8

1.8 1.77 +0.03 3.9

1.9 1.80 +0.10 3.2

2.0 1.90 +0.10 6.0

2.1 2.00 +0.10 8.1

2.2 2.11 +0.09 1.4

2.3 2.20 +0.10 5.7

2.4 2.30 +0.10 5.4

2.5 2.40 +0.10 9.2

Типичный вид одномерной логарифмической 
гистограммы  (натурального логарифма от  гисто-
граммы) показан на  рис.  2. Соответствующие од-
номерные гистограммы получаются в  результате 
усреднения двумерной гистограммы по  каждому 
из двух направлений.

На рис. 3  представлены типичные графики зави-
симости значения метрики distlog от параметра σk (при 
фиксированном σ). Минимумы на этих кривых соот-
ветствуют оценке параметров размытия. На графиках 
сравниваются результаты при двух значениях шага сет-
ки по σ: 0.01 и 0.001 пикселя. Как видно, шаг 0.01 уже 
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достаточно мал, и дальнейшее уменьшение не приво-
дит к существенному увеличению точности.
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Рис. 2. Характерный вид одномерных 
логарифмических гистограмм

4. СРАВНЕНИЕ С ДРУГИМИ МЕТОДАМИ

В настоящей работе предложен метод оценки па-
раметра гауссовского размытия изображения на ос-
нове сравнения двумерной гистограммы градиентов 
с  предварительно вычисленными эталонными ги-
стограммами, полученными из изображения схожей 
текстуры и масштаба, подвергнутого искусственно-
му размытию. Метод не требует локализации границ 
и хорошо работает даже при наличии сжатия и шума.

Проведенное моделирование показало, что ме-
тод демонстрирует высокую точность в  диапазоне 
значений параметра размытия  [0.7, 2.0],σ∈  дости-
гая относительной ошибки, в  подавляющем боль-
шинстве случаев не  превышающей  5%, и  часто 
ниже. При этом одним из ключевых факторов, влия-
ющих на  точность оценки, является выбор границ 
ячеек при построении гистограммы градиентов. 

Минимальный шаг сетки по  параметру размы-
тия σk, достаточный для высокой точности, состав-
ляет 0.01 пикселя, и дальнейшее уменьшение не дает 
значимого выигрыша, что делает метод эффектив-
ным по вычислительным затратам.

Таким образом, предложенный подход является 
простым в реализации, устойчивым к шуму и легко 
адаптируется под различные диапазоны размытия. 
Он потенциально может применяться в задачах авто-
матического анализа изображений в технических, ме-
дицинских и дистанционных приложениях, а  также 
использоваться в  качестве предварительного этапа 
для последующего восстановления изображения.

В табл. 3 представлено краткое сравнение пред-
ложенного метода с  рядом известных подходов 
к  оценке параметров гауссовского или линейного 
размытия.

Таким образом, сравнение с  существующими 
методами показывает, что предложенный подход 
достигает точности, сопоставимой с  лучшими со-
временными методами, основанными на обучаемых 
нейросетевых моделях (2–5%), при этом не требует 
предварительного обучения, размеченных данных 
и сложной инфраструктуры.

Следует отметить, что предложенный метод 
по  сути реализует простейший вариант регрессии 
по  признаковому пространству, аналогично тому, 
как работают сверточные нейросети. В  качестве 
признаков выступают двумерные гистограммы 
градиентов, а  роль обучающей выборки выполня-
ет набор эталонных изображений, искусственно 
размытых при известных значениях параметра  σ. 
При этом вместо обучения параметров модели про-
изводится явное сравнение по метрике, что делает 
метод интерпретируемым и  устойчивым. Таким 
образом, предложенный подход можно рассматри-
вать как эффективную и  интерпретируемую аль-
тернативу нейросетевым методам оценки размы-
тия [4, 5–7, 14, 15].
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Рис. 3. Типичный вид зависимости метрики, 
определяющей близость сравниваемых 

изображений, от величины оцениваемого параметра 
размытия σ при шаге сетки: (а) 0.01, (б) 0.001
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе использовалось одно эталон-
ное изображение, обладающее текстурными харак-
теристиками, сходными с  анализируемым. Однако 
для повышения устойчивости и  универсальности 
метода на  практике разумно использовать не  один 
эталон, а  репрезентативное множество эталонов. 
Такой подход предполагает предварительное фор-
мирование базового набора изображений высокого 
качества, кластеризацию их  по признакам  (напри-
мер, по гистограммам градиентов при σ =   0) и по-
следующий выбор ближайшего эталона для каждого 
анализируемого изображения. Это может позволить 

адаптировать метод к  разнообразным структурам 
сцены и  текстурам, повысив точность и  расширив 
применимость подхода.

Также представляется интересным дальнейшее 
развитие метода в направлении автоматического вы-
бора участков изображения, обладающих высокой 
текстурной информативностью, что потенциально 
позволит снизить требования к подбору эталонного 
изображения.

Вклад авторов
Все авторы в  равной степени внесли свой вклад 

в исследовательскую работу.

Authors’ contribution
All authors contributed equally to the research work.

Таблица 3. Сравнительная таблица различных методов оценивания параметра размытия изображения

Метод Требует 
эталон?

Требует 
границу?

Устойчивость 
к шуму

Автомати
зируемость

Точность при
[1.0, 2.0]σ ∈

Комментарии

Предложенный 
метод

Да (схожая 
текстура) Нет Высокая Полная

2–5%
(в большинстве 

случаев)

Высокая точность, хорошо 
масштабируется

Метод резкой 
границы Нет Да 

(локально) Низкая Ограни
ченная 5–15%

Требует явной резкой границы 
и может быть чувствителен 
к шуму и направлению линии 
края

Частотный метод 
(MTF-fit)1 Нет Нет Средняя Да 5–10% Требует корректного выбора 

окна, зависит от текстуры

Статистика 
градиентов 
без эталона

Нет Нет Средняя Да 10–20% Прост в реализации, имеет 
низкую точность

Методы на основе 
сверточных 
нейронных сетей

Не всегда Нет Высокая Требует 
обучения 2–5%

Хорошие результаты 
на обученной выборке, 
но сложен в применении

1  Modulation transfer function – экспериментальная подгонка функции передачи модуляции. [Modulation Transfer Function is an 
experimental fitting of the modulation transfer function.]
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