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•  Information systems. Computer 
sciences. Issues of information  
security

•  Multiple robots (robotic centers)  
and systems. Remote sensing  
and nondestructive testing 

•  Modern radio engineering  
and telecommunication systems 

•  Micro- and nanoelectronics. Condensed 
matter physics

•  Analytical instrument engineering  
and technology

•  Mathematical modeling 
•  Economics of knowledge-intensive  

and high-tech enterprises and industries. 
Management in organizational systems

•  Product quality management. 
Standardization

•  Philosophical foundations of technology 
and society
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•  Информационные системы. 
Информатика. Проблемы 
информационной безопасности

•  Роботизированные комплексы и системы.  
Технологии дистанционного зондирова-
ния и неразрушающего контроля

•  Современные радиотехнические 
и телекоммуникационные системы

•  Микро- и наноэлектроника. Физика 
конденсированного состояния

•  Аналитическое приборостроение  
и технологии

•  Математическое моделирование
•  Экономика наукоемких и высокотехно-

логичных предприятий и производств. 
Управление в организационных системах

•  Управление качеством продукции. 
Стандартизация

•  Мировоззренческие основы  
технологии и общества

РОССИЙСКИЙ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ 
ЖУРНАЛ
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Кибербезопасность смарт-сетей:  
сравнение подходов машинного обучения 

для обнаружения аномалий

С.В. Кочергин @,  
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Е.С. Митяков,  
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Резюме 
Цели. Современные электрические сети, трансформирующиеся в децентрализованные смарт-сети, сталкива-
ются с новыми вызовами в области кибербезопасности. Цель работы – провести исследование и анализ эф-
фективности различных методов машинного обучения для выявления аномалий в децентрализованных смарт- 
сетях, включая кибератаки и аварийные режимы, для разработки рекомендаций по оптимальному сочетанию 
этих методов для обеспечения эффективной кибербезопасности в условиях изменяющейся электрической на-
грузки.
Методы. Рассматриваются различные методы машинного обучения для выявления аномалий в энергоси-
стемах, моделирующих поведение сети в условиях кибератак и аварийных режимов. Проведен анализ эф-
фективности таких методов, как мультифрактальный анализ с использованием вейвлетов и модель изоли-
рованного леса (Isolation Forest), локальный коэффициент выбросов (local outlier factor, LOF), кластеризация 
методом k-средних и одноклассовая машина опорных векторов (One-Class SVM).
Результаты. Рассмотрены различные методы машинного обучения для выявления аномалий в энергоси-
стемах, моделирующих поведение сети в условиях кибератак и аварийных режимов. Методы обнаружения 
аномалий показали разную эффективность в выявлении киберугроз и отклонений в электрических системах. 
Метод Isolation Forest лучше всего обнаруживает резкие изменения, связанные с кибератаками, высокой точ-
ностью и минимумом ложных срабатываний. Метод LOF также может выявлять кибератаки, но его повышен-
ная чувствительность к мелким отклонениям увеличивает число ложных срабатываний. Методы k-средних 
и One-Class SVM менее эффективны в выявлении резких аномалий, но полезны для общей кластеризации 
данных и обнаружения как резких, так и плавных изменений соответственно. 
Выводы. Полученные результаты исследований указывают на то, что для обеспечения надежной защиты 
смарт-сетей от кибератак следует использовать комбинацию алгоритмов машинного обучения с учетом ха-
рактера электрической нагрузки.

Ключевые слова: смарт-сети, кибербезопасность, машинное обучение, выявление аномалий, Isolation 
Forest, кибератаки
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Abstract
Objectives. The transformation of modern electric grids into decentralized smart grids presents new challenges 
in the field of cybersecurity. The purpose of this work is to conduct research and analysis into the effectiveness 
of different machine-learning methods for identifying anomalies in decentralized smart networks, including cyber-
attacks and emergency modes, as well as to develop recommendations on the optimal combination of these methods 
for ensuring effective cybersecurity under conditions of changing electrical loads.
Methods. We consider several machine learning methods for identifying anomalies in power systems that simulate 
network behavior under conditions of cyberattacks and emergency modes. The relative effectiveness of such 
methods as multifractal analysis using wavelets, the Isolation Forest model, local outlier factor (LOF), k-means 
clustering, and one-class support vector machine (One-Class SVM), is analyzed.
Results. The comparison of machine learning methods reveals the varying effectiveness of anomaly detection 
methods used to detect cyber threats and deviations in electrical systems. Isolation Forest is best at detecting 
abrupt changes related to cyberattacks with high accuracy and a minimum of false positives. While LOF can also 
be effective in detecting cyberattacks, its increased sensitivity to minor deviations increases the number of false 
positives. K-means and One-Class SVMs are less effective in detecting abrupt anomalies but are useful for general 
clustering of data and detecting both abrupt and smooth changes, respectively.
Conclusions. The obtained research results indicate the advantages of using a combination of machine learning 
algorithms to ensure the reliable protection of smart networks from cyberattacks taking into account the nature of 
the electrical load.

Keywords: smart grids, cybersecurity, machine learning, anomaly detection, Isolation Forest, cyberattacks
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С.В. Кочергин 
и др.

Кибербезопасность смарт-сетей: сравнение подходов машинного обучения  
для обнаружения аномалий

ВВЕДЕНИЕ

Современные электрические сети стремительно 
трансформируются в децентрализованные системы 
с внедрением смарт-сетей (Smart Grids) и распреде-
ленной генерации энергии. Эти сети, являясь кибер-
физическими системами, сталкиваются с новыми 
вызовами в области кибербезопасности, связанными 
с необходимостью защиты распределенных компо-
нентов и реализацией многоуровневых атак [1–5]. 
Защита таких сетей только традиционным антиви-
русным обеспечением не приносит положительного 
результата, поэтому в последнее время все больше 
внимания профессиональным сообществом уделя-
ется вопросу защиты конечных точек, в т.ч. с помо-
щью системы безопасности Endpoint Detection and 
Response (EDR) [6].

Особенностью EDR-системы является то, что 
она позволяет осуществлять поведенческий анализ 
в выявлении подозрительной активности и обна-
ружении изменений в конфигурации конечных то-
чек – узлов электрической сети и непосредствен-
но электротехнического оборудования. Например, 
действия злоумышленников с применением бес-
файловых методов могут проявляться в изменении 
параметров электрической энергии (напряжения, 
сопротивления) и ложных командах на переключе-
ние оборудования.

Для защиты смарт-сетей требуется разработка 
новых методов поведенческого анализа, учитываю-
щих особенности их технологических режимов ра-
боты.

ИССЛЕДОВАНИЕ И КЛАССИФИКАЦИЯ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ИСКАЖЕНИЙ 

И АНОМАЛЬНЫХ СИГНАЛОВ, 
ВЫЗВАННЫХ КИБЕРАТАКАМИ

Основное внимание кибератак на смарт-сети мо-
жет быть направлено на создание условий для нане-
сения максимального ущерба от нарушения их нор-
мального функционирования.

Одним из вариантов кибератак, представляю-
щих значительную угрозу, является вмешательство 
в систему управления регулированием напряжения. 
Для поддержания необходимого уровня напряжения 

в смарт-сетях используются трансформаторы с авто-
матическим регулированием напряжения. Наиболее 
распространенным способом регулирования являет-
ся использование трансформаторов с регулировани-
ем под нагрузкой [7–9].

Необычные команды и действия в ходе кибе-
ратаки на электрическую сеть могут проявляться 
в различных формах, отличающихся от нормального 
поведения системы. Например, команда на измене-
ние коэффициента трансформации трансформатора 
без видимой причины или попытки неоднократного 
входа в систему управления могут указывать на по-
пытки атакующих вмешаться в работу системы. 
Такие аномальные действия требуют оперативного 
выявления и анализа для предотвращения возмож-
ных угроз.

Рассмотрим пример работы электрической сети 
во время кибератаки. Энергосистема работает в нор-
мальном режиме, все параметры находятся в до-
пустимых пределах. Трансформатор T1 стабильно 
функционирует, обеспечивая необходимое напряже-
ние на подстанции с коэффициентом трансформации 
35(10)/0.4 кВ. Внезапно поступает команда на изме-
нение коэффициента трансформации трансформато-
ра T1, хотя оператор не находит причин для таких 
изменений, т.к. параметры системы остаются в нор-
ме. Тем не менее, команда выполняется, и трансфор-
матор начинает изменять коэффициент трансформа-
ции. Это вызывает колебания напряжения на стороне 
низкого напряжения трансформатора (0.4 кВ), что 
приводит к нарушению работы подключенных по-
требителей.

Этот процесс может спровоцировать веерное от-
ключение автоматики и потери питания у конечных 
потребителей. На диспетчерском пульте появляются 
сигналы тревоги из-за отклонений параметров сети, 
и операторы принимают меры по восстановлению 
нормального режима работы. После устранения по-
следствий инцидента проводится анализ для выяв-
ления причины отправки несанкционированной ко-
манды. Проверяются логи системы и сетевой трафик 
на предмет возможных кибератак или сбоев в системе 
управления.

Этот пример демонстрирует уязвимость элек-
трических сетей в случае проникновения зло-
умышленников в систему управления, а также 
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необходимость раннего выявления аномалий (лож-
ных команд).

Понимание аномалий в защите сетей электро-
снабжения невозможно без знаний особенностей 
технологического процесса. Кибератаки часто от-
личаются от обычных сбоев в системе тем, что они 
не связаны с очевидными причинно-следствен-
ными связями в цепочке нарушений. Такие ата-
ки происходят внезапно, что делает их трудными 
для выявления с помощью традиционных мето-
дов [10–14].

В связи с этим задачей исследования являются 
проведение эксперимента, моделирующего отклоне-
ние напряжения в сети, и выбор такого метода ана-
лиза этой аномалии, который позволит максимально 
точно отличить ее от обычного аварийного режима 
работы электрической сети.

Для проведения исследований были сгенери-
рованы синтетические данные, моделирующие 
электрическое напряжение в диапазоне от −0.9 кВ 
до +0.9 кВ (рис. 1). Эти данные охватывают три раз-
личных сценария: нормальную работу системы (без 
отклонений напряжения), резкое отклонение напря-
жения вследствие кибератаки (без изменения элек-
трической нагрузки) и аварийный режим работы 
с продолжительным отклонением напряжения (с из-
менением электрической нагрузки).

В нормальных условиях напряжение описывает-
ся синусоидальной функцией времени ( )U f t=  
с добавлением случайного шума, отражающего ре-
альные флуктуации (рис. 1а). Для моделирования 
кибератаки был искусственно введен внезапный 
скачок напряжения на 0.3 кВ (рис. 1б). Аварийный 
режим работы с отклонением напряжения был смо-
делирован увеличением амплитуды синусоиды 
на определенный промежуток времени (рис. 1в).

В рамках данного исследования использованы 
несколько алгоритмов машинного обучения для 
анализа синтетических данных, моделирующих по-
ведение электрической сети в условиях кибератаки 
и аварийного режима отклонения электрической 
нагрузки. В отличие от нейронных сетей, которые 
требуют значительных вычислительных ресурсов, 
выбранные методы, такие как метод изолирован-
ного леса (Isolation Forest), локальный факторинг 
выбросов (local outlier factor, LOF), одноклассовая 
машина опорных векторов (one-class support vector 
machine, One-Class SVM) и кластеризация методом 
k-средних, обладают меньшей вычислительной 
сложностью и не требуют большого массива дан-
ных для обучения.

Рассмотрим каждый метод отдельно и проана-
лизируем полученные результаты, чтобы оценить 
их эффективность в выявлении таких аномалий.

Рис. 1. Моделирование различных режимов работы электрической сети:  
нормальный режим работы (а); режим с кибератакой (б); обычный режим с отклонением напряжения (в)
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Мультифрактальный анализ  
и метод Isolation Forest

Фрактальные методы позволяют выявлять ано-
малии в данных, которые могут указывать на из-
менение состояния системы или наличие внешних 
воздействий. Это делает их полезными для монито-
ринга и диагностики различных процессов [15–17].

Применим дискретное вейвлет-преобразование 
для напряжения и вычислим мультифрактальные 
признаки – среднее значение и дисперсию абсолют-
ных значений коэффициентов. Вектор этих призна-
ков будем использовать в модели Isolation Forest [18] 
для обнаружения аномалий.

Пусть x(t) – временной ряд, представляющий 
данные (например, временной ряд напряжения). Для 
анализа временного ряда используется дискретное 
вейвлет-преобразование, которое разлагает сигнал 
на несколько уровней детализации.

Вейвлет-преобразование Wx сигнала x(t) на уров-
не j можно записать как:

 Wx(t, j) = Σt x(t)ψj,k(t), (1)

где ψj,k(t) – функция-вейвлет, сдвинутая и масштаби-
рованная версия материнского вейвлета.

Для каждого уровня разложения j получаем на-
бор коэффициентов cj, которые описывают различ-
ные временные масштабы сигнала:

 cj = Wx(t, j). (2)

На каждом уровне j вейвлет-разложения вычис-
ляются среднее значение и дисперсия абсолютных 
значений коэффициентов cj:

 ,
1

1 | |,
jN

j j k
j kN �

� �μ c  (3)

 2 2
,

1

1 (| | ) ,
jN

j j k j
j kN �

� ��σ c μ  (4)

где Nj – количество коэффициентов на уровне j. 
Эти признаки составляют вектор признаков для 

каждого временного ряда:

 2 2 2
1 1 2 2[ , , , , ..., , ].m m� µ σ µ σ µ σfeatures  (5)

Пусть Fi – вектор мультифрактальных признаков 
для i-го временного ряда, тогда множество призна-
ков для всех временных рядов можно записать как 
матрицу:

 F = [F1, F2, …, Fn]T. (6)

Проведем обучение модели Isolation Forest [18] 
на матрице признаков F, чтобы выявить аномалии. 
При этом модель строит несколько деревьев ре-
шений, в которых данные разрезаются на основе 
случайно выбранных признаков, и пытается изоли-
ровать аномальные точки данных с минимальной 
глубиной дерева.

Аномальные оценки (scores) для каждого вре-
менного ряда вычисляются с использованием функ-
ции принятия решений:

 Si = decision_function(Fi), (7)

где Si – оценка аномалии для i-го временного ряда.
Аномальная оценка Si используется для опреде-

ления степени отклонения временного ряда от нор-
мального состояния. Низкие значения Si указывают 
на сильную аномалию, тогда как высокие значения 
Si соответствуют нормальному поведению.

На основе изложенных теоретических принци-
пов была разработана компьютерная программа. С ее 
помощью и использованием модели Isolation Forest, 
основанной на мультифрактальных признаках, созда-
на тепловая карта аномалий (рис. 2). Использование 
тепловых карт для визуализации аномалий обоснова-
но тем, что они позволяют наглядно продемонстриро-
вать повторяющиеся паттерны и отделить нормаль-
ные события от кибератак и аварийных режимов.

На тепловой карте горизонтальная ось представ-
ляет временные шаги (от 0 до 1000), отображающие 
последовательные измерения данных во времени, 
а вертикальная ось отражает оценки аномалий, пред-
сказанные моделью. Градиентная шкала варьируется 
от черного, указывающего на высокие аномальные 
оценки (низкая вероятность нормальности), до бело-
го, который свидетельствует о низких аномальных 
оценках (высокая вероятность нормальности).

Анализ тепловой карты

1. Период равен 0–500 с. Большая часть данных 
в этом периоде окрашена в белый цвет, что сви-
детельствует о низких аномальных оценках. Это 
указывает на то, что модель классифицирует эти 
данные как нормальные.

2. Период около временной отметки равен 500 с. 
В этом периоде наблюдается узкая черная по-
лоса, что соответствует высокому аномальному 
скору. 

3. Эта черная полоса явно указывает на киберата-
ку, которая была синтезирована для имитации 
резкого отклонения от нормы. Модель успеш-
но идентифицировала это отклонение, что под-
тверждается наличием черного участка на те-
пловой карте.
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Рис. 2. Тепловая карта аномалий с использованием изолированного леса с мультифрактальными объектами

4. Период равен 700–900 с. На этом участке наблю-
дается значительная вариативность цветовой 
шкалы от черного до серого, что связано с ава-
рийным режимом, в котором изменена амплиту-
да синусоидального сигнала. В отличие от узкой 
черной полосы, указывающей на кибератаку, 
здесь видна более сложная и градиентная кар-
тина, отражающая аномалию, связанную с ра-
бочим режимом отклонения напряжения, а не 
с кибератакой.

5. Период равен 900–1000 с. На этом отрезке снова 
доминирует белый цвет, что указывает на нор-
мальные данные, аналогичные начальному пе-
риоду.

LOF-метод

Метод LOF [19] позволяет выявлять локальные 
аномалии на основе сравнения плотности данных 
в окрестностях каждой точки.

Локальный фактор выброса для каждой точки xi 
рассчитывается следующим образом:

1. Определяется расстояние до ближайших сосе-
дей:

 ( , ) ,k i j i jd x x x x= −  (8)

где k – количество ближайших соседей.
2. Определяется локальная плотность достижимо-

сти lrdk для точки xi:

 

1

1reach_dist ( , )
lrd ( ) ,

k
k i jj

k i

x x
x

k

−

=
 
 =  
 
 

∑
 (9)

где reach_distk(xi, xj) – это расстояние, на которое 
нужно переместиться от xi к xj, чтобы достичь плот-
ности xj.

3. Расчет LOF:

 
1

lrd ( )
lrd ( )

LOF ( ) .

k k j
j

k i
k i

x
x

x
k

=
=
∑

 (10)

Значение LOFk(xi), значительно превышающее 1, 
указывает на то, что точка xi является аномальной.

Для визуализации результатов оценки аномалий 
полученные значения LOF инвертируются:

 Si = −LOFk(xi), (11)

где Si – аномальная оценка для точки xi.
На основе этих значений строится тепловая 

карта (рис. 3), где аномальные точки отображаются 
в градациях серого, соответствующих степени их от-
клонения от нормы.

Метод LOF продемонстрировал способность эф-
фективно обнаруживать кибератаки, что отчетливо 
видно по черной полосе на тепловой карте в области 
около 500-й точки временного ряда. Однако LOF также 
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выявил аномалии по всей временной шкале, что может 
быть как преимуществом, так и недостатком. В част-
ности, в области аварийного режима (700–900 с) на-
блюдаются значительные изменения, хотя их выделе-
ние не столь контрастное. Высокая чувствительность 
LOF к локальным отклонениям и мелким аномалиям 
позволяет детектировать тонкие изменения в данных, 
но вместе с тем может приводить к увеличению числа 
ложных срабатываний, что требует учета в процессе 
интерпретации результатов.

Метод кластеризации k-средних

Метод k-средних предназначен для разбиения 
набора данных на k кластеров, где каждый кластер 
характеризуется своим центром (центроидом) [20].

Цель метода заключается в минимизации суммы 
квадратов расстояний между точками данных и цен-
трами кластеров.

Пусть у нас есть набор данных X = {x1, x2, …, xn}, 
где каждая точка данных xi является вектором при-
знаков.

Расчет состоит из следующих шагов:
1. Выбирается число кластеров k, на которые нуж-

но разбить данные.
2. Инициализация центроидов:

Инициализируются k начальных центроидов 
{μ1, μ2, …, μk}, которые могут быть выбраны слу-
чайным образом из точек данных или другими мето-
дами, например, методом k-средних++.

3. Назначение точек кластерам:
Для каждой точки данных xi вычисляется рассто-

яние до каждого из центроидов μj:

 ( , ) .i j i jd x xµ = − µ  (12)

Точка xi назначается кластеру с минимальным 
расстоянием:

 arg min ( , ),i i j
j

C d x= µ  (13)

где Ci – кластер, к которому относится точка xi.
4. Обновление центроидов:

После назначения всех точек пересчитываются 
центроиды каждого кластера:

 
1 ,

| |
i j

j i
j x C

x
C ∈

µ = ∑  (14)

где |Cj| – количество точек в j-м кластере, а μj – новое 
положение центроида.

5. Повторение шагов 3 и 4.
Шаги 3 и 4 повторяются до тех пор, пока не сой-

дется процесс (например, пока центроиды не пере-
станут изменяться или не будет достигнуто макси-
мальное количество итераций).

Метод k-средних минимизирует следующую 
функцию стоимости (функцию потерь):
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Рис. 3. Тепловая карта оценок аномалий с использованием локального коэффициента выбросов (LOF)
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где J – суммарное внутрикластерное отклонение, а 
2

i jx − µ  – квадрат евклидова расстояния между 
точкой данных и центроидом ее кластера.

На тепловой карте (рис. 4) показаны расстояния 
до центров кластеров, вычисленные с использова-
нием метода кластеризации k-средних. На горизон-
тальной оси отображены временные шаги, а на вер-
тикальной оси – расстояния до центров кластеров. 
Градиентная шкала варьируется от светло-серого 
до черного, где черные области соответствуют мак-
симальным значениям расстояний.

Результаты использования метода кластери-
зации k-средних показали, что метод эффективно 
справляется с крупными аномалиями, но при плав-
ных изменениях может давать ошибки. Поэтому 
использование этого метода необходимо сочетать 
с другими методами для более комплексного ана-
лиза аномалий.

Метод One-Class SVM

Метод One-Class SVM [21] обладает рядом осо-
бенностей, которые делают его особенно подходя-
щим для задач обнаружения аномалий в критиче-
ски важных системах, таких как электрические 

сети. В отличие от других методов, One-Class SVM 
направлен на обучение модели, которая описы-
вает распределение нормальных данных, и затем 
используется для выявления отклонений, кото-
рые не соответствуют этому распределению. Этот 
подход особенно полезен в условиях, где имеются 
ограниченные данные об аномальных состояниях 
или кибератаках, и основное внимание уделяется 
выявлению отклонений от нормального состояния 
системы.

Математически метод One-Class SVM строит 
гиперплоскость в пространстве признаков, кото-
рая отделяет все точки данных от начала коорди-
нат, стремясь максимизировать расстояние между 
этой гиперплоскостью и наиболее близкими к ней 
точками данных. Цель состоит в том, чтобы все 
нормальные данные располагались по одну сторо-
ну гиперплоскости, а аномалии – по другую.

Формально, пусть xi обозначает вектор при-
знаков временного ряда, где i = 1, 2, …, n. Модель 
One-Class SVM решает следующую задачу оптими-
зации:

 2

, , 1

1 1min
2i

n

i
ivnr x =

+ x − r∑
w

w  (16)

при условии:

 (w ∙ ϕ(xi)) ≥ ρ – ξi, ξi ≥ 0, i = 1, 2, …, n. (17)
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Рис. 4. Тепловая карта расстояний до центров кластеров с использованием кластеризации k-средних
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Здесь w – вектор весов, ρ – смещение гиперпло-
скости, ξi – переменные разрывов (slack variables), 
ϕ(xi) – функция отображения в высокоразмерное 
пространство признаков, а v – гиперпараметр, кон-
тролирующий допустимую долю выбросов и слож-
ность модели.

Результатом работы One-Class SVM является 
функция принятия решений:

 f(x) = (w ∙ ϕ(x)) – ρ. (18)

Значения f(x) ≥ 0 указывают на потенциальные 
аномалии, тогда как значения f(x) < 0 соответствуют 
нормальным данным. 

Выполнив расчет с помощью метода One-Class 
SVM, получим результаты, которые показаны на те-
пловой карте (рис. 5).

Метод One-Class SVM продемонстрировал вы-
сокую эффективность в выявлении как резких, так 
и плавных аномалий в синтетических данных, моде-
лирующих работу электрической сети. Способность 
этого метода обнаруживать различные типы откло-
нений подтверждается контрастными областями 
на тепловой карте, соответствующими как киберата-
ке, так и аварийному режиму. Данный подход может 
быть полезен для мониторинга критически важных 
инфраструктур, где важно своевременное выявление 
аномалий для предотвращения нарушений в работе 
системы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основании проведенного анализа тепловых 
карт можно заключить, что различные методы обна-
ружения аномалий демонстрируют разную степень 
эффективности в контексте выявления киберугроз 
и других отклонений в электрических системах. 
Метод Isolation Forest показал наилучшие результаты 
в обнаружении резких изменений, связанных с кибе-
ратаками, выделяя такие аномалии с высокой точно-
стью и минимальным числом ложных срабатываний. 
В то же время, метод LOF также продемонстрировал 
способность к выявлению кибератак, однако, его по-
вышенная чувствительность к мелким отклонениям 
привела к увеличению числа ложных срабатываний, 
что требует дополнительного внимания при интер-
претации результатов.

Методы кластеризации k-средних и One-Class 
SVM проявили себя менее контрастно по сравнению 
с Isolation Forest, но имеют свои преимущества. Метод 
кластеризации k-средних оказался полезным для об-
щей кластеризации данных, однако, оказался менее 
эффективным в выявлении резких аномалий. Метод 
One-Class SVM, в свою очередь, продемонстрировал 
способность к обнаружению как резких, так и плав-
ных изменений, но с меньшей контрастностью в выде-
лении аномалий, что также требует учета при выборе 
подходящего метода для задач мониторинга и защиты 
критически важных инфраструктур. В целом Isolation 
Forest является наиболее предпочтительным методом 
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Рис. 5. Тепловая карта оценок аномалий с использованием метода One-Class SVM
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для выявления киберугроз, однако, для комплексного 
анализа аномалий рекомендуется использование не-
скольких методов в сочетании.

На основании проведенных исследований мож-
но сделать вывод о необходимости сочетания раз-
личных методов в зависимости от характера измене-
ния электрической нагрузки с целью эффективного 
предотвращения кибератак на смарт-сети.
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Резюме 
Цели. Анализ различных архитектур вычислительных систем (ВС), использовавшихся в последние десятиле-
тия, позволил выделить наиболее распространенные структуры. Одной из ключевых особенностей является 
использование серийно производимого оборудования для создания подсистем обработки данных (напри-
мер, многоядерные процессоры и полупроводниковая память большой емкости) и сетевого оборудования 
для построения коммуникационных подсистем. Это снижает затраты на оборудование и позволяет созда-
вать типовые или кластерные конфигурации, что особенно важно для дорогостоящих ВС. Стремление до-
стичь высокой вычислительной скорости и производительности в таких ВС требует минимизации времени на 
выполнение задачи и балансировки временных задержек как в подсистемах обработки данных, так и в ком-
муникационной подсистеме, обеспечивающей передачу данных внутри ВС. Целью работы является анализ 
вычислительных модулей (ВМ) и структур, на основе которых проводится построение кластерных ВС.
Методы. Основные результаты работы получены с использованием методов математического анализа 
и моделирования.
Результаты. Рассмотрена структура современных многоядерных микропроцессоров (МП), являющихся ос-
новой построения ВМ кластерных ВС. По мере увеличения числа ядер в структуре МП усложняется коммуни-
кационная сеть, объединяющая их в единую структуру. Показано, что в новых разработках МП коммуникация 
между ядрами выполняется в виде сети, а сами МП представляют собой MIMD-структуры (множественный 
поток команд, множественный поток данных) в соответствии с известной классификацией Флинна.
Выводы. Предложенная методика выбора эффективной структуры ВС позволяет получить оптимальную 
структуру ВС по критерию быстродействия.

Ключевые слова: сеть InfiniBand, быстродействие, микропроцессоры, вычислительные модули, метрики 
Холстеда, анализ
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Abstract
Objectives. Analysis of the various architectures of computing systems (CSs) used in recent decades has allowed 
us to identify the most common structures. One of the key features is the use of mass-produced equipment to create 
data processing subsystems (for example, multicore processors and high-capacity semiconductor memory), as 
well as network equipment to build communication subsystems. This reduces hardware costs and allows typical 
or cluster configurations to be created, which is especially important for expensive CSs. The desire to achieve 
high computational speed and performance in such CSs requires minimizing the time to complete the task and 
balancing time delays both in data processing subsystems and in the communication subsystem which provides 
data transmission inside the CS. The aim of this work is to analyze computing modules (CMs) and structures on the 
basis of which the construction of cluster CSs is carried out.
Methods. The main results of the work were obtained using methods of mathematical analysis and modeling.
Results. The study considers the structure of modern multicore microprocessors as the basis for building CMs 
of cluster CSs. As the number of cores in the microprocessor structure increases, the communication network 
which unites them into a single structure becomes more complicated. It has been shown that in new developments 
of microprocessors, communication between cores is performed in the form of a network. The microprocessors 
themselves are MIMD structures in accordance with the well-known Flynn classification.
Conclusions. The proposed method of selecting an effective structure of a CS allows us to obtain the optimal 
structure of a CS according to the criterion of performance.

Keywords: InfiniBand network, performance, microprocessors, computing modules, Halstead metrics, analysis
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ВВЕДЕНИЕ

Основой построения вычислительных моду-
лей (ВМ) кластерных вычислительных систем (ВС) 
являются современные многоядерные микропроцес-
соры. По мере увеличения числа ядер в структуре 
микропроцессора усложняется коммуникационная 
сеть, объединяющая их в единую структуру. В новых 
разработках микропроцессоров коммуникация меж-
ду ядрами выполняется в виде сети, а сами микро-
процессоры представляют собой MIMD-структуры1 
в соответствии с известной классификацией Флин-
на [1–3].

На следующем уровне на основе одного или 
нескольких микропроцессоров выполняется ВМ – 
ячейка кластерной ВС. В ВМ микропроцессоры 
объединяются с модулями оперативной памяти 
либо стандартными интерфейсами класса PCI2 – 
Express 3.0, либо через коммутатор, обеспечиваю-
щий связь всех микропроцессоров со всеми модуля-
ми памяти [4].

На уровне системы в кластерных ВС сравни-
тельно большое число ВМ объединяется сетевыми 
средствами. Как правило, для этого требуется не-
сколько сетей [5]: 

• сеть, обеспечивающая передачу данных между 
ВМ в процессе решения задачи;

• сеть, обеспечивающая связь отдельных 
ВМ с хранилищем данных, используемым как 
для начальной загрузки данных задачи, так и для 
хранения результатов; 

• служебная сеть, связанная с управлением ВС, 
по которой циркулирует информация о монито-
ринге работоспособности ВМ и ВС в целом.
Самой быстрой из перечисленных сетей должна 

быть первая сеть, называемая также сетью передачи 
данных и выполняемая как сеть InfiniBand (IBA) [6]. 
Эта сеть поддерживает наиболее плотный трафик 
передач данных в процессе решения задач в ВС. 
По мере увеличения числа ВМ в ВС время обработ-
ки данных для задачи снижается за счет роста числа 
обрабатывающих устройств, а «накладные» расходы 
времени на передачу данных между ВМ будут ра-
сти [7]. 

Возникает вопрос об оптимальном числе 
ВМ в ВС, обеспечивающем минимальное время вы-
полнения задачи при известных характеристиках 
ВМ и сети передачи данных.

Эта задача сформулирована в работе как задача 
выбора структуры кластерной ВС [8].

1  Multiple instruction, multiple data – множественный по-
ток команд, множественный поток данных.

2  Peripheral component interconnect – взаимосвязь пери-
ферийных компонентов.

МЕТОДИКА ВЫБОРА ЭФФЕКТИВНОЙ 
СТРУКТУРЫ ВС, ОПТИМАЛЬНОЙ 

ПО КРИТЕРИЮ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ

Оценим производительность ВС, использующих 
сеть IBA, при увеличении числа микропроцессоров 
и ВМ [9]. Рост производительности таких систем 
с увеличением числа ВМ происходит нелинейно, т.к. 
увеличение количества ВМ приводит к увеличению 
«накладных расходов», связанных с временем, не-
обходимым для обмена данными между модулями. 
Время, затрачиваемое на обмен данными, особенно 
увеличивается при взаимодействии ВМ через сеть, 
где возникают задержки и увеличивается объем тра-
фика.

Чтобы проанализировать влияние этих «наклад-
ных расходов» [10], рассмотрим идеализированный 
случай выполнения хорошо распараллеливаемой 
программы, которая состоит из N параллельно вы-
полняемых фрагментов, распределенных по K ВМ, 
где N > K.

Время выполнения программы в рассматривае-
мом случае можно оценить следующим образом:

 Тпр = Твыч + Тобм, (1)

где Твыч – время, затрачиваемое на вычисления 
в ВМ; Тобм – время, затрачиваемое на обмен данны-
ми между ВМ.

Величину Твыч можно оценить с учетом РВМ – 
производительности одного ВМ и K – числа ВМ по 
формуле:

 ,GT
KP

=âû÷
ÂÌ

 (2)

где G – оценка числа операций в программе.
Значение G можно получить при анализе алго-

ритма программы, используя, например, метрики 
Холстеда.

Затраты времени на обмен пакетом данных 
Тп в сети передачи данных определяются следую-
щим образом:

 ,QT T T
V

= + +ï í ç  (3)

где Тн – задержки формирования пакета передачи 
данных в адаптере сети; Тз – задержка передачи па-
кета в сети, связанная с задержками в коммутаторе; 
Q – объем передаваемых данных в пакете данных; 
V – скорость передачи данных в сети.

Рассмотрим сеть передачи данных в составе 
ВС [11], поскольку объем трафика в ней много боль-
ше, чем в служебной сети. Анализируя время обме-
на данными как «накладные расходы» в процессе 
вычислений, в первом приближении Тобм можно 
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оценить с учетом ограниченной пропускной способ-
ности сети как

 .QT K
V

=îáì  (4)

Поясним более подробно получение выраже-
ния (4) на примере системы, состоящей из K ВМ. 
Поскольку объем трафика каждого ВМ пропор-
ционален числу ВМ, предположим, что каждый 
ВМ пересылает пакеты другим ВМ по завершении 
выполнения своего фрагмента программы. При объ-
единении трафика всех ВМ [12], пересылаемого 
по сети, можно оценить общее время обмена данны-
ми. Это время и отображено в виде (4).

Объем данных в байтах пакета обмена связан 
с числом операций в выполняемой программе G (вы-
числительной сложностью алгоритма) как

 Q = CGL, (5)

где С – коэффициент, характеризующий класс испол-
няемых алгоритмов в отношении связности по дан-
ным (алгоритмы с большей связностью по данным 
характеризуются большей интенсивностью обменов 
между ВМ и большим значением коэффициента С), 
а L – доля расчетных операций в выполняемом фраг-
менте программы (L ≈ 1).

С учетом выражений (2)–(5), выражение (1) мож-
но переписать в виде:

 .G CGLT K
KP V

= +ïð
ÂÌ

 (6)

Как следует из приведенного выражения (6), 
с ростом K снижается время, затрачиваемое на вы-
числения, и растет длительность времени на обмен 
данными в ВС. Таким образом, характеристики сети 
передачи данных будут сильно влиять на работу ВС.

Из выражения (6) следует, что можно провести 
оценку оптимального значения числа ВМ Kоп, обе-
спечивающего минимальное значение времени вы-
полнения программы Тпр. Значение коэффициента k, 
определяющего число ВМ в полной ВС, определяет-
ся из условия dТпр/dk = 0 и оценивается следующим 
образом:

 .VK
CP L

=îï
ÂÌ

 (7)

Для современных ВС [13] значения коэффи-
циента находятся на уровне единицы для пропуск-
ной способности сети V = 10 Гбайт/с и скорости 
обработки данных, составляющей 10 млрд опера-
ций в секунду. Однако для значений коэффициента 
C = 0.01 байт/операция, характеризующих алгорит-
мы со слабой связностью по данным, он может со-
ставлять порядка 10.

При увеличении пропускной способности сети 
передачи данных число ВМ в системе можно увели-
чивать без значительного снижения производитель-
ности из-за времени, затраченного на обмен данны-
ми. Использование оптической шины со скоростью 
передачи информации V = 1 Тбайт/с для сети пере-
дачи данных может увеличить оптимальное число 
ВМ более чем в 10 раз (до 100 ВМ), что значительно 
повышает эффективность работы многопроцессор-
ной и многомодульной ВС.

Выражение (7) для коэффициента будем назы-
вать правилом «выбора эффективной структуры ВС» 
и отметим его важное практическое значение при 
проектировании ВС. Методика выбора структуры 
для кластерной вычислительной системы включает 
несколько этапов [14, 15]:

1. Анализ производительности ВМ.
2. Оценка скорости передачи данных в самой бы-

строй сети передачи данных ВС.
3. Анализ алгоритма для определения коэффициен-

та связности по данным C.
4. Определение коэффициента в соответствии 

с выражением (7).
В реальных ВС число ВМ, как правило, превы-

шает значение 10. Это связано с разработкой эффек-
тивных конструкций ВС. Однако с ростом скоростей 
передачи данных в сети расчетное и реальное коли-
чества ВМ будут все лучше согласовываться.

ВЫВОДЫ

1. Наиболее эффективные по соотношению «стои-
мость/производительность» структуры кластер-
ных ВС строятся на основе стандартного обору-
дования сетей IBA и Ethernet.

2. На основе анализа временных затрат на обработ-
ку и передачу данных в ВС предложена методика 
выбора эффективной структуры ВС, что позво-
ляет получить оптимальную структуру ВС по 
критерию быстродействия. Методика включает 
в себя следующие шаги:

• анализ особенностей обмена данными меж-
ду ВМ в зависимости от алгоритма решения  
задачи;

• анализ производительности ВМ в зависимости 
от используемого оборудования;

• анализ пропускной способности сети передачи 
данных в ВС;

• выбор структуры ВС как выбор оптимального 
числа ВМ в соответствии с выражением (7).
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Резюме 
Цели. Цель работы – разработка аналитических методов оценки вероятностно-временных характеристик 
и производительности оптоволоконной FDDI-сети (fiber distributed data interface) с маркерным методом до-
ступа, позволяющих автоматизировать процессы передачи сообщений для цифровых электроподстанций.
Методы. Использованы методы теории надежности, теории случайных процессов и теории массового об-
служивания, преобразование Лапласа – Стилтьеса для вывода функциональных уравнений.
Результаты. Проведено численное исследование процессов передачи пакетов между электрическими 
цифровыми подстанциями (ЦПС) в оптоволоконной сети FDDI. Рассмотрены процессы обмена дискретной 
информацией между электронными устройствами в системе электрических ЦПС, включая основные техно-
логические операции, выполняемые персоналом системы ЦПС при подготовке отчетов, характеризующих 
различные режимы работы как отдельных ЦПС, так и всей системы в целом. Получены зависимости загрузки 
узлов, производительности FDDI-сети и временных характеристик процессов передачи пакетов от интенсив-
ности входных потоков сообщений и надежности передающей среды. Проведен анализ функционирования 
FDDI-сетей, построенных на основе двух оптоволоконных колец, которые образуют основной и резервный 
пути передачи данных между узлами сети, что значительно повышает отказоустойчивость таких сетей. Зада-
ча исследования включала анализ процессов передачи информации в сетях FDDI с акцентом на обеспечение 
надежности передающей среды.
Выводы. Выявлено, что существует критическая область функционирования сети, при достижении которой 
наблюдается резкое увеличение загрузки узлов и временных характеристик, в то время как производитель-
ность достигает максимального значения и затем резко снижается. Предложено осуществлять обмен дис-
кретными сообщениями, отражающими состояние электронных устройств, и информационными сообще-
ниями персонала между различными дистанционно разнесенными ЦПС с использованием оптоволоконной 
сети FDDI.

Ключевые слова: цифровые подстанции, FDDI-сети, маркерный метод доступа, модели, временные харак-
теристики, отказы, производительность
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Abstract
Objectives. To develop analytical approaches for the evaluation of probability-time characteristics and fiber 
distributed data interface (FDDI) network performance with the marker access method, thus enabling communication 
processes for digital electrical substations to be automated.
Methods. The authors used theory reliability methods, random process theory, mass maintenance theory, the 
Laplace–Stieltjes transformation for inferring functional equations and the probability-time characteristics calculation 
for the information transfer processes with the occurring failures.
Results. We conducted a numerical study of packet transfer processes between central processing stations in the 
FDDI network. We considered the processes of discrete information exchange between electronic devices in the 
system of electrical digital substations. These included the main technological operations and electrical digital 
substations operator performed when preparing reports. We described the different modes of operation, both for the 
individual electrical digital substation and for the system. The authors calculated node loading dependencies, FDDI 
network performance and temporal characteristics of the packet transfer processes on the incoming message flow 
intensity and the transmission medium reliability. We conducted a functional analysis of the FDDI networks on two 
fiber-optic rings which form the main and redundant path of data transfer between the network nodes, significantly 
increasing network resiliency. The objective of the study was to analyze the information transfer processes in FDDI 
networks with an accent on ensuring the transmission medium reliability.
Conclusions. We were able to establish the existence of the critical operating network region, which leads to a sharp 
increase in node load and temporal characteristics, while performance reaches its maximum value and then sharply 
decreases. We propose the exchange of discrete messages to reflect the electronic devices state and information 
messages of operator between various remotely spaced electrical digital substation with the FDDI fiber-optic network.

Keywords: digital substations, FDDI networks, token access method, models, time characteristics, failures, 
performance
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ВВЕДЕНИЕ

Цифровая подстанция (ЦПС) – это тип электри-
ческой подстанции, где все процессы мониторинга, 
анализа и управления выполняются в едином цифро-
вом формате. Основным звеном для передачи данных 
в таких подстанциях служит локальная вычислитель-
ная сеть (ЛВС), основанная на технологии Ethernet.

Одной из основных задач ЦПС является об-
мен дискретной информацией между цифровыми 
электронными устройствами, к которым относятся 
трансформаторы напряжения и тока [1–4]. Для об-
мена дискретными сигналами применяется прото-
кол передачи данных GOOSE (generic object-oriented 
substation event – общее объектно-ориентированное 
событие на подстанции), описанный в стандарте 
МЭК 618501 [5–7]. GOOSE-модель обеспечивает 
быстрый механизм передачи событий (например, 
команд и предупреждений) и используется для от-
ключения, запуска устройств, записи аварийных со-
бытий. На этапе проектирования следует учитывать 
загруженность и пропускную способность трак-
тов передачи данных. Размер GOOSE-сообщения 
составляет от 573 до 830 байт. Когда сообщение 
включает в себя 64 дискретных сигнала, размер 
GOOSE-сообщения с учетом служебной информа-
ции (28–30 байт, включая преамбулу, адреса отпра-
вителя и получателя, циклический контрольный код, 
управляющие поля, ограничители, поле статуса) со-
ставляет 1 Кбайт. В связи с этим, при моделировании 
обмена дискретными сигналами между разными 
ЦПС, подключенными к сети FDDI (fiber distributed 
data interface – волоконно-оптический распреде-
ленный интерфейс передачи данных), синхронный 

1 ГОСТ Р МЭК 61850-5-2011. Национальный стан-
дарт Российской Федерации. Сети и системы связи на под-
станциях. Часть 5. Требования к связи для функций и мо-
делей устройств. М.: Стандартинформ, 2020. Стандарт 
описывает форматы потоков данных, виды информации, 
правила описания элементов энергообъекта и свод правил 
для организации событийного протокола передачи данных. 
[GOST R IEC 61850-5-2011. National Standard of the Russian 
Federation. Communication networks and systems in substations. 
Part 5. Communication requirements for functions and device 
models. Moscow: Standartinform, 2020. The standard describes 
data flow formats, types of information, rules for describing the 
elements of an energy object, and a set of rules for organizing 
an event-based data transfer protocol (in Russ.).]

трафик в сети составляют GOOSE-сообщения раз-
мером 1 Кбайт или 8 кбит. Для ускорения процесса 
разработки и улучшения качества работы системы 
ЦПС необходимо предложить методы анализа эф-
фективности применяемых информационных тех-
нологий, в частности, стандартных технологий 
подготовки персоналом информационно-аналити-
ческих отчетов. Создание математических моделей, 
описывающих основные этапы и схемы подготовки 
отчетов, позволяет автоматизировать выбор компо-
нентов системы для реализации различных режи-
мов работы как отдельных ЦПС, так и всей систе-
мы в целом, на основе многовариантного анализа. 
Функционирование отдельных ЦПС основывается 
на использовании ЛВС типа Fast Ethernet, а для вза-
имодействия различных ЦПС используется оптово-
локонная сеть FDDI.

Основные функциональные задачи, которые 
ежедневно решает персонал системы ЦПС при под-
готовке отчетов, описывающих различные режимы 
работы как отдельных ЦПС, так и всей системы в це-
лом, включают поиск информации по фактографии, 
контекстный поиск информации, частотный анализ 
по атрибутам отчетов, сортировку, кластеризацию 
и семантический анализ.

1. МЕТОДИКА ПОЛУЧЕНИЯ СООБЩЕНИЯ 
ДЛЯ ЦПС

Максимальная протяженность линий между 
ЦПС составляет 200 км при условии, что кольце-
вая часть не превышает 100 км. Максимальное ко-
личество узлов двойного подключения ограничено 
и составляет 500. В соответствии со стандартом 
МЭК 61850 [1–3] для обмена GOOSE-сообщениями 
между объектами электроэнергетики предусмотре-
ны два варианта.

Первый вариант (рис. 1) опирается на техноло-
гию туннелирования. В данном контексте между 
объектами формируется широкополосный канал 
Ethernet, по которому осуществляется передача 
GOOSE-сообщений с использованием сетевого обо-
рудования.

Второй сценарий, изображенный на рис. 2, 
включает использование шлюза. В этом варианте  
предполагается использование устройства передачи 
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аварийных сигналов для обмена GOOSE-сообще-
ниями между объектами. Устройства передачи 
аварийных сигналов и команд выполняют преоб-
разование дискретных сигналов из GOOSE-сообще-
ний в закодированные аналоговые или цифровые 
сигналы, предназначенные для безопасной пере-
дачи команд релейной защиты по каналу ЦПС.  
На приемной стороне устройства передачи аварий-
ных сигналов и команд генерируют GOOSE-сообще-
ния из полученных по каналу закодированных сиг-
налов.

Для передачи GOOSE-сообщений при использо-
вании туннелирования необходимо наличие цифро-
вых каналов между подстанциями. Они могут быть 
организованы по цифровым промышленным сетям 
связи или выделенным оптоволоконным каналам. 
Однако организация надежных цифровых высокоча-
стотных каналов для GOOSE-сообщений невозмож-
на из-за необходимости передачи команд релейной 
защиты и противоаварийной автоматики при возник-
новении короткого замыкания на линиях электропе-
редач [2–4].

Оптоволоконная сеть FDDI может быть связана 
с ЦПС для обеспечения эффективной передачи дан-
ных в цифровых сетях электропередачи. Цифровые 
подстанции могут использовать сети FDDI для 
обмена данными между различными устройства-
ми в электроэнергетической системе, такими как 
мониторинговые и управляющие системы, систе-
мы безопасности, системы управления нагрузкой 
и другие устройства, требующие быстрой и надеж-
ной передачи данных. Подключение сетей FDDI 
к ЦПС позволяет использовать оптоволоконные 
кольца для передачи больших объемов данных 
с высокой скоростью и надежностью, обеспечить 
высокую пропускную способность, отказоустой-
чивость и низкую задержку передачи данных, что 
особенно важно для критически важных систем 
электропередачи.

Туннелирование

ЦПС 1

GOOSE-сообщение

ЦПС 2

Ethernet канал

Оборудование сетей связи

Рис. 1. Технология туннелирования для передачи 
GOOSE-сообщений между компонентами ЦПС

Шлюз

ЦПС 1

GOOSE-сообщение

Устройство передачи аварийных сигналов

Высокочастотный тракт

Устройство передачи сигналов

GOOSE-сообщение

ЦПС 2

Рис. 2. Использование устройств передачи 
аварийных сигналов

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ АНАЛИТИЧЕСКОГО 
ИССЛЕДОВАНИЯ FDDI-СЕТИ

При анализе эффективности работы сетей FDDI 
первостепенным является создание методов, моде-
лей и алгоритмов, которые учитывают особенности 
передачи данных в этих сетях, включая возможные 
сбои.

Методы имитационного моделирования для 
определения временных характеристик компьютер-
ных систем и сетей в условиях сбоев оказываются 
неэффективными [8]. Известные аналитические ме-
тоды обычно применимы для анализа локальных 
структур и, как правило, ориентированы на анализ 
либо временных характеристик локальных систем 
c учетом надежности [9–11], либо показателей на-
дежности компьютерных систем и сетей [12–14].

Рассмотрим формулировку задачи и аналитиче-
скую модель для оценки временных характеристик 
и показателей производительности сети FDDI с оп-
товолоконными кольцами с учетом надежности пе-
редающей среды и ограничений на время передачи 
данных. Такой подход и его реализация расширя-
ют область применения методологии исследования 
процессов передачи данных в локальных сетях с ис-
пользованием аналитических методов [15, 16].

Основными показателями в этом контексте яв-
ляются вероятностно-временные характеристики, 
которые сильно зависят от сбоев и отказов переда-
ющей среды.

Впервые развернутые постановки задач иссле-
дования вероятностно-временных характеристик 
и производительности ЛВС типа Ethernet и ЛВС 
с маркерным методом доступа, а также аналитиче-
ские методы их решения были разработаны автором 
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Леонтьевым А.С. и опубликованы в 2001 г. в рабо-
те [15]. Общая постановка задачи исследования 
вероятностно-временных характеристик и произ-
водительности сетей FDDI соответствует методике, 
описанной в работе [15], и формулируется следую-
щим образом: определить вероятностно-времен-
ные характеристики передачи пакетов, загруз-
ку узлов и передающей среды, а также оценить 
производительность оптоволоконной сети FDDI 
при заданных пропускной способности и надеж-
ности передающей среды, структуре и количе-
стве узлов FDDI-сети, потоках передаваемой 
информации и ограничениях на время передачи 
пакетов.

Выбранная метрика производительности – это 
общая интенсивность потока, который был обслу-
жен вовремя. Решение задачи основывается на пред-
положении, что потоки , 1, ,n n Nl =  входящие в сеть 
для обслуживания, и отказы передающей среды име-
ют пуассоновскую природу. Предусматривается, что 
ввод данных в узел происходит через аккумулятор 
с неограниченной емкостью. Как было показано 
в [15], эти предположения обоснованы при разработ-
ке системных режимов работы локальной сети, 
и точность результатов, полученных с их помощью, 
приемлема для инженерных расчетов.

3. РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АППАРАТА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ FDDI-СЕТИ

Пронумеруем узлы сети в порядке опроса и бу-
дем использовать индекс n для обозначения стан-
ции (узла) FDDI-сети. Пусть N – количество узлов 
сети, ln – интенсивность потока пакетов, поступа-
ющих в n-й узел. Среднее время передачи пакета 
от одного узла к соседнему узлу определяется соот-
ношением: 

( )1 ,
L

X
C

= ïàê

где Lпак – длина пакета, включающего и длину мар-
кера; С – пропускная способность передающей сре-
ды.

Очевидно, что средний интервал Z(1) между дву-
мя последовательными опросами узла равен:

 (1) (1)

1
(1 ) ,

N

n n
n

L
Z X

C=

 
= r + − r 

 
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где ρn – загрузка n-го узла, Lм – длина маркера.
В стационарном режиме:

 (1) .n nZl = r  (2)

Из (1) и (2) получаем:
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n n n n
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Система уравнений (3) является неоднородной 
системой линейных алгебраических уравнений от-
носительно rn.
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lk – максимальное количество пакетов в узле; k – 
максимальное количество узлов.

Сравнивая (2) и (4), получаем:
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Формулы (4) и (5) определяют загрузку узлов 
сети и средний цикл опроса узлов в условиях надеж-
ного функционирования.

Функциональные уравнения для определения 
цикла сети с маркерным методом доступа с учетом 
возникающих отказов имеют вид:

 * * *( ) ( ( )),Z s Z s Y s= l + − lîò îò îò îò  (6)

 * * *( ) ( ( )),Y s F s Y s= l + − lîò îò îò îò îò  (7)
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îò îò îò îò

где Zот(t) – функция распределения (ФР) цикла сети 
с учетом отказов, Z(t) – ФР цикла сети в условиях 
надежного функционирования, Fот(t) – ФР времени 
восстановления передающей среды после отказов, 
Yот(t) – ФР периода занятости передающей среды 
после отказов, s – комплексный параметр ФР цикла 
сети с учетом отказов.

Функциональные уравнения (6) и (7) мож-
но получить, используя метод катастроф [9], 
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в соответствии с методикой, изложенной в рабо-
те [15]. Дифференцируя (6) и (7) по s, получим:
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Преобразование Лапласа – Стилтьеса ФР време-
ни передачи пакета с учетом возникающих отказов 

* ( )X sîò  определяется с помощью следующего функ-
ционального уравнения:
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где ( )*

0
( ) e ( ),s tX s dX t

∞
− +l+ l = ∫ îò

îò  X(t) – ФР време-

ни передачи пакета по передающей среде в условиях 
надежного функционирования.

Функциональное уравнение (10) легко получить, 
воспользовавшись методом катастроф [9].

Моменты (1) (2),n nV V  ФР времени обслуживания 
пакета, поступившего в свободный n-й узел, опреде-
ляются выражениями:
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где ξn – число пакетов в узле n; (1) (2),X Xîò îò  – моменты 
ФР ( );X tîò  (1)

| 1,
nnW x =  (2)

| 1nnW x =  – 1-й и 2-й моменты 
ФР времени ожидания прихода маркера в n-й узел 
при 1.nx =

Среднее время ожидания пакетов в очереди 
на обслуживание в n-м узле FDDI-сети (1)

nW  дается 
формулой Полячека – Хинчина [15]:
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где (1) (2),n nV V  определяются формулами (11).
Среднее время доставки пакетов (1)

nT  в сети 
определяется выражением:

 (1) (1) (1) .n n nT W V= +  (13)

Суммарная интенсивность своевременно об-
служенного потока пакетов (производительность 
FDDI-сети) рассчитывается по формуле:
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где Pi – вероятность своевременной доставки паке-
тов, поступающих в i-й узел FDDI-сети, li – интен-
сивность поступления пакетов в i-й узел сети.

Аналитические соотношения, необходимые для 
оценки вероятности Pi своевременной доставки па-
кетов, поступающих в i-й узел сети с учетом возни-
кающих отказов, представлены в работах [9, 15].

4. КОМПЛЕКС ПРОГРАММ  
ДЛЯ АНАЛИЗА ПРОЦЕССОВ ПЕРЕДАЧИ 

ИНФОРМАЦИИ В FDDI-СЕТИ 
И РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Авторами разработан комплекс программ, ко-
торый позволяет на практике использовать рассмо-
тренную аналитическую модель для оценки эффек-
тивности FDDI-сети. Он может быть установлен 
на сервер FDDI-сети для доступа с рабочих мест.

Аналитический аппарат, реализованный в виде 
этого комплекса программ, позволяет автоматизи-
рованно исследовать структуру и характеристики 
FDDI-сети с двумя оптоволоконными кольцами, 
учитывая надежность передающей среды. Экранная 
форма ввода исходных данных и вывода результатов 
моделирования показана на рис. 3. Пользователь мо-
жет вводить исходные данные в диалоговом режиме 
с помощью заданных форм.

Результаты расчетов выводятся на экран в тек-
стовых и графических окнах. Пользователь может 
корректировать исходные данные и сохранять ре-
зультаты расчетов в текстовых и графических фай-
лах без выхода из системы моделирования.

Для демонстрации исследования процессов до-
ставки пакетов и производительности оптоволокон-
ной FDDI-сети с помощью разработанного аналити-
ческого метода проведено моделирование передачи 
пакетов в ней. Для моделирования выбраны следую-
щие исходные данные:

• тип передающей среды – два оптоволоконных 
кольца;

• тип распределения узлов в сети – случайный;
• количество узлов в сети N = 100;
• пропускная способность – 100 Мбит/с;
• время наработки на отказ передающей среды – 

100000–1000000 с; 
• среднее время восстановления после отказа – 

100 с;
• длина маркера – 96 бит;
• директивное время – 1 мс;
• длина синхронного пакета (дискретного 

GOOSE-сообщения) – 8 кбит;
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• интенсивность поступления синхронных паке-
тов (дискретных GOOSE-сообщений в систе-
ме ЦПС) одинакова во всех узлах FDDI-сети  
(варьируемый параметр).
Отметим, что разработанный комплекс про-

грамм позволяет проводить моделирование и при 
разной интенсивности пакетов, поступающих на об-
служивание в узлы сети. 

Результаты расчетов вероятностно-временных 
характеристик, производительности, загрузки уз-
лов и передающей среды FDDI-сети системы ЦПС 
с заданными исходными данными при изменении 
нагрузки представлены на рис. 4–10.

Время доставки пакетов в FDDI-сети зависит 
от времени ожидания передачи в очереди на узлах 
сети и времени передачи пакета. Поэтому параметры 
обработки информации в сети должны выбираться 
таким образом, чтобы во всем диапазоне изменения 
интенсивности потоков обрабатываемых пакетов 
не возникало узких мест в системе, т.е. перегрузок 
отдельных узлов и передающей среды. В сбаланси-
рованной системе загрузка передающей среды и за-
грузка узлов при увеличении нагрузки должны быть 
близки друг другу. С уменьшением интенсивности 

отказов и уменьшением количества узлов при задан-
ной пропускной способности передающей среды 
длина передаваемых пакетов должна увеличиваться 
таким образом, чтобы сеть была сбалансированной 
при увеличении нагрузки.

Отметим, что с увеличением интенсивности 
отказов в FDDI-сети и увеличением количества 
узлов для заданной пропускной способности сети 
для сбалансированности сети во всем диапазоне 
изменения нагрузки, и для получения оптимальной 
производительности, необходимо уменьшать длину 
передаваемых информационных пакетов, т.к. при 
этом будет уменьшаться вероятность возникнове-
ния искажений.

Как видно из графиков (рис. 4–9), с увеличе-
нием интенсивности потоков пакетов, обслужива-
емых в FDDI-сети, увеличивается загрузка узлов, 
цикл опроса узлов и временные характеристики, 
а производительность сети (суммарный своевремен-
но обслуженный поток пакетов в сети) достигает 
максимального значения и начинает резко падать. 
С увеличением интенсивности отказов передающей 
среды область резкого изменения характеристик 
FDDI-сети сдвигается в сторону меньших загрузок.

Рис. 3. Экранная форма ввода исходных данных и вывода результатов моделирования.  
АМС – производительность ЛВС (automatic message counting)
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Рис. 4. Зависимость загрузки передающей среды оптоволоконной FDDI-сети системы ЦПС  
от интенсивности поступления синхронных пакетов в узлы

Рис. 5. Зависимость загрузки узлов FDDI-сети системы ЦПС от интенсивности поступления  
синхронных пакетов в узлы
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Рис. 6. Зависимость среднего цикла опроса узлов FDDI-сети системы ЦПС от интенсивности поступления 
синхронных пакетов в узлы

Рис. 7. Зависимость времени ожидания начала передачи синхронного пакета в очереди на узле FDDI-сети 
системы ЦПС от интенсивности поступления синхронных пакетов 
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Рис. 8. Зависимость среднего времени обслуживания синхронных пакетов в FDDI-сети системы ЦПС 
от интенсивности поступления синхронных пакетов в узлы

Рис. 9. Зависимость вероятности обработки синхронных пакетов в заданные директивные сроки в FDDI-сети 
системы ЦПС от интенсивности поступления синхронных пакетов
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Рис. 10. Зависимость производительности, суммарного своевременно обслуженного потока  
синхронных пакетов в FDDI-сети системы ЦПС от интенсивности поступления синхронных пакетов

Следовательно, необходимо обеспечивать такие ре-
жимы работы FDDI-сети множества разнесенных ЦПС 
при обмене синхронными пакетами (GOOSE-сообще-
ниями и пакетами, передающими синхронизирован-
ные параметры векторных измерений для ЦПС) между 
различными ЦПС, чтобы не достигать области резкого 
изменения производительности FDDI-сети, т.е. необхо-
димо контролировать интенсивности входных потоков 
и ограничивать их рост. 

Конкретные рекомендации по выбору параметров 
и режимов функционирования FDDI-сети, исполь-
зуемой для обмена информацией в распределенной 
системе ЦПС, можно получить, проводя многова-
риантные аналитические расчеты с помощью ком-
плекса программ, реализующего разработанный 
аналитический метод исследования оптоволоконных 
FDDI-сетей с учетом надежности передающей среды.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана стандартная технологическая схема 
подготовки отчетов диспетчерами ЦПС. Предложено 
использовать отказоустойчивую FDDI-сеть с двумя 
оптоволоконными кольцами как телекоммуникаци-
онный компонент для обмена информацией меж-
ду различными узлами в системе удаленных ЦПС. 
Дискретные GOOSE-сообщения формируют син-
хронный поток пакетов FDDI-сети, в то время как 

информационные сообщения, возникающие при вы-
полнении основных технологических операций при 
подготовке отчетов диспетчерами ЦПС, такой поток 
не формируют.

Исследованы аспекты разработки аналитиче-
ских моделей для оценки вероятностно-временных 
характеристик и производительности FDDI-сетей 
с оптоволоконными кольцами с учетом возможных 
отказов в передающей среде. Поставлена задача 
и разработан аналитический метод для оценки про-
изводительности FDDI-сетей с учетом надежности 
передающей среды, что расширяет область приме-
нения аналитических подходов.

В результате проведенных исследований сделан 
вывод о необходимости внедрения механизма управ-
ления потоками пакетов, поступающими в сеть, для 
обеспечения эффективного функционирования се-
тей FDDI. Таким образом, контроль интенсивности 
входных потоков и ограничение их роста приобре-
тают важное значение в обеспечении эффективной 
работы сети.

На основе разработанного аналитического ме-
тода создан комплекс программ для изучения про-
цессов передачи информации в FDDI-сетях. Это 
программное обеспечение позволяет провести мно-
говариантный анализ различных режимов работы 
FDDI-сетей, используемых для передачи данных 
между удаленными ЦПС.
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В рамках этого исследования получены аналити-
ческие выражения для оценки загрузки узлов и пере-
дающей среды, среднего времени пребывания пакета 
в сети, вероятности своевременного обслуживания 
пакетов и производительности. Учтены особенности 
функционирования сети FDDI и надежности переда-
ющей среды при формулировании этих выражений.

Обнаружено, что существует критическая на-
грузка для FDDI-сетей, при которой производи-
тельность сети достигает максимума и затем резко 
снижается. С увеличением интенсивности отказов 
передающей среды критические режимы работы 
FDDI-сети смещаются в сторону меньших загрузок.

Для обеспечения эффективного функциониро-
вания FDDI-сетей необходимо регулировать режи-
мы работы так, чтобы избежать достижения кри-
тической нагрузки на узлах и в передающей среде. 
Контроль интенсивности входных потоков и ограни-
чение их роста являются ключевыми элементами для 
систем ЦПС в FDDI-сетях.
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Резюме 
Цели. Основной целью исследования является разработка модели управления инцидентами информацион-
ной безопасности на предприятии, минимизирующей ущерб и затраты на устранение инцидентов в условиях 
ограниченных ресурсов и времени.
Методы. В работе проведен анализ существующих подходов к управлению инцидентами информационной 
безопасности, включая математические и имитационные модели, стохастические дифференциальные урав-
нения, цепи Маркова и другие методы. Основанием для работы послужил системный подход, который вклю-
чает в себя всесторонний анализ параметров инцидентов, действий по их устранению, времени реакции, 
а также ущерба от реализации инцидентов и вероятности успешного их устранения. Для проверки работо-
способности разработанной модели использовались синтетические данные, которые отражают разнообраз-
ные типы инцидентов и возможные пути их ликвидации.
Результаты. Предложенная модель управления инцидентами позволяет оптимизировать управление инци-
дентами за счет минимизации ущерба и затрат. В рамках модели учитываются такие параметры, как кри-
тичность инцидентов, доступные ресурсы, время реакции и вероятность успешного устранения инцидентов. 
Апробация модели на синтетических данных показала, что предложенный подход существенно улучшает вы-
бор оптимальных действий для реагирования на инциденты в ситуациях ограничений бюджета и времени, 
что в свою очередь повышает общую эффективность управления инцидентами.
Выводы. Внедрение предложенной модели на предприятиях позволит повысить общий уровень информа-
ционной безопасности, эффективность реагирования на инциденты и улучшить процессы защиты информа-
ции. Это обеспечит минимизацию рисков, связанных с утечками данных и другими инцидентами, и поможет 
предприятиям принимать обоснованные и оперативные решения в условиях ограниченных ресурсов и вре-
мени.

Ключевые слова: управление инцидентами, информационная безопасность, моделирование инцидентов, 
минимизация ущерба, ограниченные ресурсы, математическое моделирование, оптимизация 
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Abstract
Objectives. The primary aim of the study is to develop a model for managing information security incidents within 
an enterprise that minimizes damage and costs associated with incident resolution under limited resources and time 
constraints.
Methods. The paper analyzes existing approaches to managing information security incidents, including 
mathematical and simulation models, stochastic differential equations, Markov chains, and other methods. The 
study is based on a systems approach, incorporating analysis of incident parameters, actions for their resolution, 
response times, damages due to incident occurrence, and the probability of incident elimination. To validate the 
developed model, synthetic data reflecting various types of incidents and possible actions were used.
Results. The proposed model optimizes incident management by minimizing damage and costs. It considers 
parameters such as incident criticality, available resources, response time, and the likelihood of successful incident 
resolution. Testing of the model on synthetic data showed that the proposed approach significantly improves the 
selection of optimal actions for responding to incidents in situations constrained by budget and time limitations, 
thereby enhancing the overall effectiveness of incident management.
Conclusions. Implementing the proposed model in enterprises will improve the overall level of information security, 
enhance incident response efficiency, and strengthen information protection processes. This will ensure the 
minimization of risks associated with data leaks and other incidents, thus helping enterprises to make informed and 
timely decisions under conditions of limited resources and time.

Keywords: incident management, information security, incident modeling, damage minimization, limited resources, 
mathematical modeling, optimization
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информационной безопасности на предприятии

ВВЕДЕНИЕ

Управление инцидентами информационной безопас-
ности на предприятии – это процесс идентификации, 
анализа и реагирования на инциденты, связанные с ин-
формационными системами и данными, который вклю-
чает в себя комплекс мероприятий по предотвращению, 
минимизации ущерба и восстановлению нормального 
функционирования систем после инцидентов. 

В современных реалиях данный процесс высту-
пает ключевым аспектом обеспечения информацион-
ной безопасности организации. Сегодня предприя-
тия сталкиваются с множеством угроз – от кибератак 
и несанкционированного доступа к данным до уте-
чек информации. Названные угрозы влекут за собой 
финансовые потери и подрыв репутации компании. 
Поэтому надлежащее управление инцидентами ин-
формационной безопасности на предприятии высту-
пает неотъемлемой частью его общей стратегии без-
опасности. Такое управление позволяет, во-первых, 
обеспечить оперативную реакцию на текущие угро-
зы, и, во-вторых, сформировать проактивный подход 
к прогнозированию и предотвращению потенциаль-
ных инцидентов информационной безопасности. 

В Российской Федерации управление инциден-
тами информационной безопасности регламенти-
руется рядом государственных стандартов. Один 
из них, ГОСТ Р 59712-20221, посвящен управлению 
инцидентами компьютерной безопасности, что явля-
ется более узкой областью в рамках информацион-
ной безопасности. Этот стандарт описывает струк-
турированный подход к обнаружению, регистрации, 
реагированию и анализу инцидентов в рамках госу-
дарственной системы ГосСОПКА2. В свою очередь, 
ГОСТ Р ИСО/МЭК ТО 18044-20073 охватывает более 
широкий спектр инцидентов информационной без-
опасности, устанавливая требования к их докумен-
тированию, правовой экспертизе, взаимодействию 

1 ГОСТ Р 59712-2022. Национальный стандарт Российской Федерации. Защита информации. Управление компью-
терными инцидентами. Руководство по реагированию на компьютерные инциденты. М.: Стандартинформ; 2023. 20 с. 
[GOST R 59712-2022. National Standard of the Russian Federation. Information protection. Computer incident management. Guide 
to responding to computer incident. Moscow: Standartinform; 2023. 20 p. (in Russ.).]

2 https://gossopka.ru/ (in Russ.). Дата обращения 15.07.2024. / Accessed July 15, 2024.
3 ГОСТ Р ИСО/МЭК ТО 18044-2007. Национальный стандарт Российской Федерации. Информационная техно-

логия. Методы и средства обеспечения безопасности. Менеджмент инцидентов информационной безопасности. М.: 
Стандартинформ; 2008. 50 с. [GOST R ISO/IEC TO 18044-2007. National Standard of the Russian Federation. Information 
technology. Security techniques. Information security incident management. Moscow: Standartinform; 2008. 50 p. (in Russ.).]

4 Distributed denial of service – распределенный отказ в обслуживании.

с органами и адаптации к современным угрозам. 
Однако в названных стандартах не учитываются ме-
ханизмы оценки ущерба от инцидентов и затрат на их 
устранение, что ограничивает их применение в усло-
виях, когда критичны время и ресурсы.

В данной работе рассматриваются процессы 
управления инцидентами информационной без-
опасности на предприятии, с акцентом на анализ 
существующих подходов и моделей, направленных 
на оптимизацию затрат на устранение последствий, 
повышение оперативности реагирования на инци-
денты и минимизацию ущерба. Основной целью 
статьи является разработка модели, которая систе-
матизирует процесс управления инцидентами и по-
могает повысить эффективность принятия решений 
в условиях ограниченных ресурсов и времени.

УПРАВЛЕНИЕ ИНЦИДЕНТАМИ В СИСТЕМЕ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ 

ПРЕДПРИЯТИЯ

Управление инцидентами информационной без-
опасности имеет решающее значение для поддержа-
ния целостности, конфиденциальности и доступно-
сти данных предприятия. Эффективное управление 
инцидентами включает в себя выявление, реагирова-
ние и извлечение уроков из инцидентов безопасно-
сти для улучшения общего состояния безопасности. 
Инцидент в контексте информационной безопас-
ности – это любое событие или действие, которое 
наносит или потенциально может нанести вред кон-
фиденциальности, целостности или доступности 
информации и информационных систем. Инциденты 
могут варьироваться от случайных ошибок до целе-
направленных атак, и их последствия могут быть до-
статочно серьезными для организаций.

Примеры инцидентов включают вирусные атаки, 
утечки данных, DDoS-атаки4, несанкционированный 
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доступ и др. Существуют различия между инциден-
тами и простыми нарушениями. Инцидент является 
событием, которое вызывает (или может вызвать) 
негативные последствия для безопасного функцио-
нирования систем. В свою очередь, простые нару-
шения, как правило, не приводят к значительным 
последствиям или ущербу и могут быть устранены 
без воздействия на безопасность системы. Таким 
образом, инциденты требуют более всестороннего 
анализа, оперативной реакции и, потенциально, при-
менения соответствующих мер по восстановлению 
и совершенствованию защиты.

Своевременное реагирование на инциденты спо-
собствует совершенствованию процессов управле-
ния обеспечением информационной безопасности. 
Тем не менее, связь между функциями реагирования 
на инциденты и управления безопасностью зачастую 
отсутствует. Поэтому предприятиям необходимо уста-
навливать интеграцию между этими двумя областями, 
иметь четкий план действий, который может повысить 
доверие и поддержку со стороны подрядчиков [1].

Выявление инцидентов безопасности в режиме 
реального времени осуществляется посредством 
специализированных центров управления безопас-
ностью с использованием систем управления ин-
формацией и событиями информационной безопас-
ности. Данные центры собирают, нормализуют, 
хранят и сопоставляют события безопасности, они 
необходимы для быстрого обнаружения инциден-
тов, минимизации потерь, устранения уязвимостей 
и восстановления ИТ-услуг [2].

В задачах управления информационной безопас-
ностью необходимо задействовать целостный под-
ход, включающий разработку и выполнение политик 
безопасности, обучение по соблюдению требований 
и согласование бизнеса и ИТ5. Например, в работе [3] 
отмечено, что интеграция цифровой криминалистики 
с обработкой инцидентов может повысить эффектив-
ность стратегий реагирования на инциденты.

В работе [4] показано, что эффективное управле-
ние инцидентами требует сочетания технологических 
решений и управленческих мероприятий (разработка 
политик безопасности, обучение и обмен информаци-
ей между департаментами и т.д.). Текущие практики 
управления инцидентами соответствуют стандартам 
ISO/IEC 270356, но организации зачастую сталкиваются  

5 Tran D.U. Holistic Understanding of Information Security 
Posture: Thesis Dr. Phil. University of Oslo, Department 
of Informatics, Series of Dissertations Submitted to the Faculty 
of Mathematics and Natural Sciences, no. 2696. 2023. https://
www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/106520/PhD-Tran-2023.
pdf?sequence=3&isAllowed=y. Дата обращения 15.07.2024. / 
Accessed July 15, 2024.

6 https://www.iso.org/standard/78973.html. Дата обраще-
ния 15.07.2024. / Accessed July 15, 2024.

с определенными трудностями, которые решают с по-
мощью усовершенствованных стратегий.

Таким образом, эффективное управление инци-
дентами информационной безопасности на пред-
приятиях включает в себя сочетание тщательного 
анализа инцидентов, стратегического использова-
ния специализированных информационных систем, 
целостного подхода к управлению безопасностью 
и интеграции технологических и управленческих ре-
шений. Устраняя пробелы в коммуникации, исполь-
зуя инструменты мониторинга в реальном времени 
и внедряя передовой опыт, организации могут улуч-
шить свои возможности реагирования на инциденты 
и общее состояние безопасности [5].

СУЩЕСТВУЮЩИЕ МОДЕЛИ 
УПРАВЛЕНИЯ ИНЦИДЕНТАМИ

Для повышения эффективности процессов 
управления инцидентами в профильной науч-
ной литературе предлагаются различные модели. 
Например, в [6] рассматривалось когнитивное мо-
делирование деструктивных злоумышленных воз-
действий на объектах критической информационной 
инфраструктуры и модель состояний субъектов кри-
тической информационной инфраструктуры при де-
структивных воздействиях в статичном режиме.

Для описания динамики систем управления инфор-
мацией и событиями безопасности используют цепи 
Маркова и стохастические дифференциальные уравне-
ния [7]. Использование контролируемых цепей Маркова 
помогает формализовать и структурировать процесс 
поддержки принятия решений для управления события-
ми безопасности и инцидентами. Данный подход фоку-
сируется на динамике обнаружения и предотвращения 
кибератак, обеспечивая своевременность, обоснован-
ность, секретность и эффективность ресурсов [8].

В ряде исследований для моделирования управ-
ления инцидентами предложено использовать ими-
тационные модели, которые оценивают эффек-
тивность операций по управлению инцидентами, 
анализируя реальные данные и различные стратегии 
развертывания групп реагирования на чрезвычай-
ные ситуации. Эти модели могут прогнозировать 
статистические закономерности кибератак и эффек-
тивность групп реагирования на инциденты, что по-
зволяет осуществлять динамические корректировки 
для поддержания требуемого уровня защиты [9].

В работе [10] показано, что реализация трехуровне-
вой модели управления инцидентами с использованием 
ключевых метрик значительно повышает эффектив-
ность обработки инцидентов. Данная модель объединя-
ет метрики процесса, технологии и обслуживания для 
повышения скорости, удовлетворенности пользовате-
лей и доступности каналов обработки инцидентов.

https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/106520/PhD-Tran-2023.pdf?sequence=3&isAllowed=y
https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/106520/PhD-Tran-2023.pdf?sequence=3&isAllowed=y
https://www.duo.uio.no/bitstream/handle/10852/106520/PhD-Tran-2023.pdf?sequence=3&isAllowed=y
https://www.iso.org/standard/78973.html
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Кроме названных моделей в научной литерату-
ре можно встретить различные подходы, основанные 
на формальных языках и теории автоматов [11] (обеспе-
чивают структурированный подход к моделированию 
и анализу процессов управления инцидентами, позволяя 
выявлять и решать системные проблемы), приоритиза-
ции инцидентов [12] (используют отзывы аналитиков 
для исправления ошибок в процессе оценки, гаранти-
руя оперативное решение наиболее критических инци-
дентов) и др. Интегрируя механизмы обратной связи 
и комплексное управление событиями безопасности, 
организации могут поддерживать надежные процессы 
управления инцидентами, которые адаптируются к ме-
няющимся угрозам и технологическим изменениям.

Таким образом, в задачах управления инцидентами 
информационной безопасности используются различ-
ные модели, включая математические, имитационные, 
системные динамические и формальные языковые 
подходы. Данные модели направлены на улучшение 
идентификации, классификации и реагирования на ин-
циденты, эффективное и проактивное управление ри-
сками безопасности [13]. Управление инцидентами 
информационной безопасности выступает важным 
процессом, который напрямую связан с обеспечением 
трех ключевых элементов: целостности, аутентифи-
кации и доступности данных [14]. Применение вари-
ативных моделей позволяет улучшить процессы иден-
тификации, классификации и устранения инцидентов. 
Для достижения максимальной эффективности важно 
учитывать специфику каждой организации, степень 
угроз и доступные ресурсы, чтобы адаптировать мо-
дели к реальным условиям.

МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ ИНЦИДЕНТАМИ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ 

НА ПРЕДПРИЯТИИ

В задачах управления инцидентами информа-
ционной безопасности можно использовать модель, 
содержащую следующие компоненты:

1.  Множество инцидентов информационной безопас-
ности I = {I1, I2, …, In}, где Ii – инцидент информа-
ционной безопасности, зафиксированный в органи-
зации. При этом каждый инцидент характеризуется 
параметрами времени обнаружения, степени кри-
тичности, вероятности реализации угрозы и т.д.

2.  Множество действий по управлению инциден-
тами A = {A1, A2, …, Am}, где Aj – определенное 
действие по устранению инцидента или мини-
мизации его последствий. К таким действиям 
можно отнести блокировку доступа, восстанов-
ление данных, внедрение дополнительных за-
щитных мер на предприятии и т.д.

3.  Время реакции на инцидент T(Ii). Данный ком-
понент модели зависит от уровня критичности 

инцидента и ресурсов, доступных для реагиро-
вания. В идеале, чем выше критичность инци-
дента, тем меньше должно быть время реакции.

4.  Функция ущерба от инцидента D(Ii) оценивает 
реальные или возможные потери для организа-
ции в результате инцидента Ii (финансовые по-
тери, ущерб репутации, нарушение конфиденци-
альности данных и т.д.).

5.  Функция вероятности устранения инциден-
та P(Aj, Ii) показывает вероятность успе-
ха действия Aj по отношению к инциденту Ii. 
Вероятность зависит от различных факторов (ква-
лификация сотрудников, время выполнения, тип 
инцидента и др.).

6.  Затраты на устранение инцидента C(Aj, Ii) от-
ражают сколько ресурсов (финансовых, времен-
ных и человеческих) нужно потратить на реали-
зацию действия Aj для устранения инцидента Ii.
Ключевой целью модели выступает решение за-

дачи минимизации общего ущерба от инцидентов 
информационной безопасности и затрат на их устра-
нение. Для решения названной задачи целесообраз-
но минимизировать следующую целевую функцию:

1 1
( )(1 ( , )) ( , ) min,

n m

i j i j i
i j

Z D I P A I C A I
= =

 = − + → ∑∑

где Z – это совокупность ущерба и затрат на все ин-
циденты. При этом целесообразен учет ограниче-
ний на доступные ресурсы, время реакции и уров-
ню риска:

max

1 1
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( ) ,

( , ) ,

( , ) ,

I, A,

i
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j i
i j

j i
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где Tmax – максимальное допустимое время ре-
акции на инцидент (может быть установлено по-
литикой безопасности предприятия), R – общий 
доступный бюджет (количество ресурсов), выделен-
ный на устранение инцидентов информационной 
безопас ности, Pmin – минимально допустимая веро-
ятность успешного устранения инцидента.

Использование приведенной модели подразуме-
вает следующие шаги:

1.  Обнаружение инцидента.
2.  Сбор данных об инциденте (критичность, воз-

можный ущерб, затраты на устранение).
3.  Оценка вероятности успешного устранения 

инцидента с учетом временных и финансовых 
ограничений.
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4.  Оптимизация действий (на основе представлен-
ной модели находится минимизирующее ущерб 
и затраты действие Aj).

5. Мониторинг и корректировка (после выполне-
ния всех необходимых действий по устранению 
инцидента модель может быть скорректирована 
для дальнейшего анализа и предотвращения ин-
цидентов в будущем).
Предложенная модель помогает систематизи-

ровать процесс управления инцидентами информа-
ционной безопасности и принять оптимальные ре-
шения по их устранению. Однако модель содержит 
ряд ограничений и допущений. К ограничениям 
можно отнести необходимость точных и актуаль-
ных данных, трудности в оценках ущерба и вероят-
ности, а также игнорирование человеческого фак-
тора. Допущения модели включают линейность 
функций ущерба и затрат, независимость инциден-
тов, однозначное определение критичности и др. 
Предприятиям целесообразно учитывать эти аспек-
ты, адаптируя модель к собственным условиям ин-
формационной безопасности.

Для эффективной апробации модели использо-
ван набор синтетических данных, имитирующих 
различные типы инцидентов и возможные пути 
их ликвидации. Выбор синтетических данных вза-
мен реальных обусловлен ограниченной доступно-
стью последних, поскольку предприятия зачастую 
не могут или не желают делиться информацией 
о своих инцидентах по соображениям безопасности 
и конфиденциальности. Кроме того, применение 
синтетических данных позволяет строить более пол-
ные и надежные модели на основе разнообразных ги-
потетических сценариев. Такой подход в сочетании 
с теоретическим анализом и разработкой создает ос-
нову для более глубокого понимания механизмов ре-
агирования на инциденты и управления ими в обла-
сти информационной безопасности. Таким образом, 
использование синтетических данных представляет 
собой обоснованный метод в условиях нехватки ре-
альной информации и направлено на обеспечение 
качественной и надежной апробации модели.

Пусть в ходе анализа на предприятии выявлен 
ряд инцидентов информационной безопасности, 
каждый из которых требует различных действий для 
устранения, которые ограничены по ресурсам и вре-
мени. Исходные данные для расчетов представлены 
в табл. 1.

Допустим, у предприятия ограниченные ресур-
сы для реагирования: бюджет на устранение инци-
дентов составляет R = 50000 у.е., а максимальное 
время реакции на все инциденты – 6 ч. Пусть для 
каждого инцидента существует несколько возмож-
ных действий с разной стоимостью, вероятностью 
устранения и временем выполнения (табл. 2).

Таблица 1. Исходные данные

Инцидент Потенциаль ный 
ущерб (D), у.е.

Время реак-
ции (T), ч

Критич-
ность

Утечка данных 
клиентской базы 200000 2 Высокая

Вирусная атака 
на серверы 100000 5 Средняя

Неправомерный 
доступ к сети 50000 1 Низкая

Таблица 2. Возможные действия по устранению 
инцидентов информационной безопасности

Инцидент Действие
Стои-

мость (C), 
у.е.

Вероят-
ность 

успеха (P)

Утечка 
данных (I1)

Отключение 
внешних 
соединений (A1)

15000 0.7

Уведомление 
клиентов и правка 
уязвимости (A2)

25000 0.9

Вирусная 
атака (I2)

Перезагрузка 
серверов и запуск 
антивируса (A3)

10000 0.8

Замена 
оборудо вания 
и восстановле ние 
данных (A4)

20000 0.95

Неправо-
мерный 
доступ (I3)

Отключение сессии 
нарушителя (A5) 5000 0.6

Аудит сети 
и исправ ле ние 
конфигу рации (A6)

8000 0.85

Для минимизации ущерба с учетом ограничений 
нужно выбрать действия для каждого инцидента. 
Рассмотрим альтернативы.

Для I1. Действие A1 дешевле, однако, имеет ве-
роятность успеха 0.7, тогда как действие A2 дороже, 
но вероятность успеха выше (0.9). Учитывая критич-
ность инцидента, целесообразно выбрать действие 
A2, т.к. утечка данных несет высокий ущерб.

Для I2. Действие A3 дешевле и имеет достаточно 
высокую вероятность успеха (0.8). Учитывая бюд-
жетные ограничения, выбираем действие A3.

Для I3. Действие A5 самое дешевое, однако, веро-
ятность его успеха равна всего 0.6. В данном случае 
целесообразнее выбрать действие A6, т.к. его веро-
ятность успеха значительно выше (0.85), и можно 
уложиться в бюджет.

Построим модель по исходным данным. Целевая 
функция и ограничения модели будут иметь следу-
ющий вид:
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Окончательное модельное решение примет сле-
дующий вид:

• A2 для инцидента 1 (стоимость равна 25000 у.е., 
вероятность успеха – 0.9).

• A3 для инцидента 2 (стоимость равна 10000 у.е., 
вероятность успеха – 0.8).

• A6 для инцидента 3 (стоимость равна 8000 у.е., 
вероятность успеха – 0.85).
Рассчитав общие затраты и ущерб, получим 

Z = 90500 у.е. Таким образом, применение моде-
ли позволило выбрать оптимальные действия для 
устранения инцидентов с минимальными затратами 
и ущербом в рамках имеющегося бюджета и време-
ни реакции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная в статье модель управления инци-
дентами помогает минимизировать ущерб и затраты 
за счет оптимального выбора действий в условиях 
ограниченных ресурсов. Хотя модель имеет свои 
ограничения, ее использование на практике может 
существенно повысить уровень информационной 
безопасности предприятия.

В рамках работы предложена модель управле-
ния инцидентами информационной безопасности, 
направленная на минимизацию ущерба и затрат. 
Однако ее практическое использование вызывает ряд 
вопросов, связанных с упрощениями: линейность 
функций ущерба и затрат, независимость инциден-
тов и однозначное определение их критичности. Эти 
допущения не всегда отражают сложность реальных 
ситуаций, где инциденты взаимосвязаны, а послед-
ствия могут быть нелинейными. Кроме того, модель 
не учитывает человеческий фактор и сложности 
получения точных данных на этапах реагирования. 
Реальные условия предполагают ограниченность ре-
сурсов, стрессовые ситуации и необходимость при-
оритизации.

Несмотря на указанные ограничения, предло-
женная модель значительно развивает существую-
щие стандарты и модели управления инцидентами 
информационной безопасности. Модель включает 
приоритизацию инцидентов, оценку критичности 
и распределение ресурсов, что позволяет принимать 
более обоснованные и оперативные решения в усло-
виях ограниченного времени и ресурсов.

Таким образом, модель может дополнить суще-
ствующие подходы, предложив инструменты для 
более точного анализа и эффективного управления 
инцидентами, ориентированного на снижение их по-
следствий и повышение общей устойчивости пред-
приятия к угрозам информационной безопасности.

В дальнейших исследованиях планируется про-
ведение апробации на реальных данных, что позво-
лит более точно оценить эффективность разработан-
ной модели. Кроме того, дальнейшие исследования 
могут быть связаны с интеграцией моделей управ-
ления инцидентами с другими процессами управле-
ния информационной безопасностью. Также крайне 
важно дать оценку влияния человеческого фактора 
на инциденты и сформировать действенные меха-
низмы обучения сотрудников.
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Резюме 
Цели. Основными целями цифровой обработки изображений являются повышение их четкости при сохране-
нии качества изображения и устранение шумов. Однако объемы информации, содержащейся в файлах циф-
ровых изображений, растут из года в год. Это обстоятельство негативно сказывается на времени их обра-
ботки, что критично для систем с высокими требованиями к нагрузке на вычислительную платформу. В связи 
с этим актуальным становится применение цифровых фильтров, позволяющих сократить время обработки 
поступающих данных. Для решения этой задачи разрабатываются адаптивные фильтры с различными раз-
мерами многоэлементной апертуры обработки, которые позволяют повысить четкость и сохранить детали 
изображения. Фильтры с адаптивными свойствами способны изменять свои параметры в процессе обработ-
ки данных, обеспечивая максимальное быстродействие при увеличении размеров апертуры. Целью работы 
является разработка рекурсивно-сепарабельного цифрового фильтра с изменяемыми размерами сканиру-
ющей многоэлементной апертуры, позволяющего сократить количество вычислительных операций при со-
хранении эффективности фильтрации входных данных (изображений).
Методы. В работе использовались рекурсивно-сепарабельные методы и алгоритмы построения цифровых 
фильтров.
Результаты. Описан алгоритм рекурсивно-сепарабельной реализации цифрового фильтра, а также пред-
ставлен итоговый вид апертуры обработки и ее трехмерный вид. Для оценки быстродействия фильтра про-
ведено сравнение разработанного алгоритма с алгоритмом классической двумерной свертки. Эксперимент 
проводился с использованием изображений различных размеров и заключался в определении времени, 
затраченного на процесс обработки тестового изображения. Установлено, что время обработки тестового 
изображения с применением разработанного фильтра в среднем в 5 раз меньше, чем время, затрачиваемое 
алгоритмом классической двумерной свертки. Определены оптимальные коэффициенты увеличения цен-
трального элемента и поднятия положительной части апертуры цифрового фильтра, позволяющие повысить 
эффективность его применения.
Выводы. Проведенные исследования показывают эффективность использования разработанного рекур-
сивно-сепарабельного двумерного фильтра для повышения четкости изображений и уменьшения затрачи-
ваемого на обработку времени.
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Abstract
Objectives. The main aim of digital image processing is to increase clarity while maintaining image quality and 
eliminate noise. However, the amount of information contained in digital image files is growing year after year. This 
circumstance negatively affects processing time, critical for systems with high load requirements on the computing 
platform. In this regard, the use of digital filters which enable a reduction to the processing time of incoming data 
is important. In order to resolve this issue, adaptive filters with different sizes of multielement processing aperture 
are being developed to improve image clarity and preserve image details. Filters with adaptive properties are 
able to change their parameters during data processing, and provide maximum performance as the aperture size 
increases. The aim of the work is to develop a type of recursively separable digital filter with variable sizes of a scanning 
multielement aperture which allows the number of computational operations to be reduced while maintaining the 
efficiency of filtering input data (images).
Methods. The work used recursive-separable methods and algorithms to construct digital filters.
Results. An algorithm for the recursive-separable implementation of a digital filter is described, and the final view 
of the processing aperture and its three-dimensional appearance are presented. In order to evaluate the performance 
of the filter, a comparison of the developed algorithm with the classical two-dimensional convolution algorithm was 
carried out. The experiment was performed using images of various sizes and consisted of determining the time 
spent on the process of processing the test image. The study established that the processing time of a test image 
using the developed filter is on average 5 times less than the time taken by the classical two-dimensional convolution 
algorithm. The optimal coefficients for magnifying the central element and raising the positive part of the aperture 
of a digital filter were determined, enabling the efficiency of its use to be enabled.
Conclusions. The studies show the effectiveness of using the developed recursive-separable two-dimensional filter 
to improve image clarity and reduce the time spent on processing.

Keywords: digital image processing, digital filters, recursion, separability, increased image clarity, speed
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ВВЕДЕНИЕ

Первым предварительным этапом при анализе 
изображений, как правило, является их цифровая 
обработка. Качество выполнения этого этапа может 
сильно влиять на результаты последующего анализа. 
Цифровая обработка, включающая в себя цифровую 
фильтрацию, применяется для решения таких задач, 
как повышение разрешения, восстановление «ис-
порченных» объектов на изображении, повышение 
четкости и колоризации [1].

Основной целью фильтрации изображений явля-
ется улучшение их четкости и повышение качества, 
а также устранение шумов. Однако объемы инфор-
мации, содержащейся в файлах цифровых изобра-
жений, растут из года в год [2]. Это отрицательно 
сказывается на способности цифровых фильтров 
выполнять быструю и качественную обработку по-
ступающих данных. Одним из путей решения этой 
проблемы является повышение быстродействия 
цифровых фильтров за счет сокращения количества 
вычислительных операций, необходимых для про-
цесса обработки. Также важно обеспечить вариатив-
ность их использования и возможность коррекции 
параметров при работе. Эффективным решением 
является разработка адаптивных фильтров, которые 
могут изменять свои параметры в процессе обработ-
ки изображений, чтобы сохранить быстродействие 
при увеличении размеров апертуры. В адаптивных 
фильтрах скорость обработки всегда остается посто-
янной для конкретных размеров изображений неза-
висимо от размера апертуры обработки.

ФИЛЬТРЫ С АДАПТИВНЫМИ СВОЙСТВАМИ

Адаптивные фильтры представляют собой класс 
фильтров, в которых настройка параметров происхо-
дит в процессе работы в соответствии с характеристи-
ками входных данных [3]. При каждом фиксированном 
наборе параметров адаптивный фильтр – это линейное 
устройство, т.к. между его входными и выходными 
сигналами существует линейная зависимость [4, 5].

Адаптивные фильтры бывают двух типов [6, 7]:
• трансверсальный – фильтр с конечной импуль-

сной характеристикой;
• рекурсивный – фильтр с бесконечной импуль-

сной характеристикой.

Адаптивные фильтры широко используются 
в различных областях, таких как обработка сигналов, 
компьютерное зрение, обработка изображений и т.д. 
В двух последних случаях их основное назначение – 
очистка фото- и видеоинформации от шумов, кото-
рые перекрываются по спектру с полезным сигна-
лом, или в случае, когда полоса шумов не определена 
и не может быть задана изначально [8]. Применение 
адаптивных фильтров может значительно повысить 
эффективность и качество обработки данных в раз-
личных приложениях, где необходима автоматиче-
ская настройка на изменяющиеся условия или тре-
бования [4, 9].

ОБРАЗУЮЩИЕ ЭЛЕМЕНТЫ

При разработке рекурсивных фильтров использу-
ются образующие рекурсивные ячейки (рециркулято-
ры). Рециркуляторами называют рекурсивные ячейки, 
которые выполняют обработку по строке (строчный 
рециркулятор, СР) и по кадру (кадровый рецирку-
лятор, КР) матрицы входного изображения [10]. 
Их функциональность заключается в выполнении 
процедуры двумерной дискретной свертки, при кото-
рой входные данные обрабатываются в соответствии 
с заданной импульсной характеристикой рециркуля-
тора. Импульсную характеристику можно предста-
вить в виде единичной матрицы (строка или столбец 
размером N × 1 элементов). На рис. 1 представлены об-
разующие рекурсивные ячейки по n1-строке (СР) (а)  
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Рис. 1. Схемы рециркуляторов: 
(а) по n1-строке, (б) по n2-кадру

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-48-58
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-48-58


51

Russian Technological Journal. 2024;12(6):48–58

А.В. Каменский,  Т.М. Акаева,  
Д.А. Гребенщикова

Цифровой трехкаскадный рекурсивно-сепарабельный фильтр обработки  
изображений с изменяемыми размерами сканирующей многоэлементной апертуры

и по n2-кадру (КР) (б), реализующие соответствую-
щие ортогональные направления обработки «сколь-
зящее среднее». Рециркулятор СР осуществляет 
обработку по строке матрицы входных данных, 
а КР – по столбцу данной матрицы; x(n1, n2) – вход-
ные данные; y(n1, n2) – выходные данные; Z – эле-
менты задержки; М1 – коэффициент, определяющий 
величину задержки по строке (целое число); М2 – 
коэффициент определяющий величину задержки 
по столбцу (целое число) [11, 12].

ИСХОДНЫЙ ФИЛЬТР

Разработка двумерного фильтра основывается 
на последовательности определенных процессов. 
В качестве примера рассмотрим процесс формиро-
вания апертуры обработки размером 7 × 7 элементов 
двумерного трехкаскадного рекурсивно-сепарабель-
ного фильтра (ТРСФ).

На вход фильтра подается информационная по-
следовательность в виде единичной матрицы раз-
мером 1 × 1 элемент. Это действие позволит сфор-
мировать маску ТРСФ, которая в дальнейшем даст 
возможность провести корректное сравнение раз-
работанного алгоритма с алгоритмом классической 
двумерной свертки (КДС). Для формирования основ-
ного размера апертуры обработки указанная после-
довательность проходит через три строчных (строка 
из единиц размером 3 × 1 элементов) и три кадро-
вых (столбец из единиц размером 1 × 3 элементов) 
рециркулятора. В результате образуется матрица раз-
мером 7 × 7 элементов, которая является основой для 
формирования итоговой маски и подвергается даль-
нейшим изменениям. На рис. 2 представлен алгоритм 
рекурсивно-сепарабельной реализации фильтра.

В результате операций, протекающих в фильтре 
после подачи на вход тестовой информационной по-
следовательности в виде единичной матрицы, фор-
мируется маска ТРСФ, представленная на рис. 3, 
ее трехмерный вид показан на рис. 4 [13].

Из рис. 3 видно, что маска ТРСФ облада-
ет положительной областью в центре размером 

3 × 3 элементов, ее пропорциональное увеличение, 
приводящее к изменению изначальной суммы ко-
эффициентов итоговой маски, позволит повысить 
эффективность обработки цифрового изображе-
ния. По такому же принципу выполняется обработ-
ка за счет изменения центрального элемента ма-
трицы (для маски размером 7 × 7 элементов – это 
4-й элемент в 4-й строке).

Структурная схема ТРСФ размерностью 
7 × 7 элементов приведена на рис. 5, где обозначено: 
A1 – коэффициент увеличения значений положитель-
ной части маски, A2 – коэффициент увеличения зна-
чения центрального элемента маски. В первой ветви 
ТРСФ происходит формирование маски размером 

1 3 6 7 6 3 1

3 9 15 21 15 9 3

1 1 1 6 18 33 42 33 18 6

1 1 1 * 1 1 1 * 1 1 1 * 1 * 1 * 1 = 7 21 36 49 36 21 7

1 1 1 6 18 33 42 33 18 6

3 9 15 21 15 9 3

1 3 6 7 6 3 1

Рис. 2. Алгоритм рекурсивно-сепарабельной реализации фильтра
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Рис. 3. Вид маски ТРСФ 7 × 7 элементов
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Рис. 4. Трехмерный вид маски ТРСФ
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3 × 3 элементов, которая необходима для компенса-
ции отрицательной части и формирования положи-
тельного центра итоговой маски за счет элементов 
задержки Z. Вторая ветвь фильтра формирует основ-
ную матрицу размером 7 × 7 элементов. Третья ветвь 
ТРСФ необходима для компенсации отрицатель-
ной части маски за счет добавления остатка к цен-
тральному элементу основной матрицы, а также 
для возможности его корректировки пользователем. 
Выходные данные ветвей суммируются, образуя вы-
ходной сигнал фильтра, причем для второй и третьей 
ветвей суммирование происходит с инверсией знака.

ОПИСАНИЕ ПРИНЦИПОВ МОДИФИКАЦИИ 
ФИЛЬТРА ТРСФ

Для правильного функционирования адаптив-
ного ТРСФ необходимо обеспечить его корректную 
реакцию на задаваемое пользователем значение раз-
меров апертуры обработки. При этом работа проис-
ходит исключительно с нечетными значениями раз-
меров (9 × 9, 11 × 11, 13 × 13 и т.д.). Важно учесть 
изменение коэффициентов рециркуляторов централь-
ной маски к изменениям рециркуляторов основной 
маски фильтра в соотношении 1 : 2. Это означает, что 
при изменении итогового размера основной апертуры 
фильтра также изменяется размер его центральной 
маски, но лишь при каждом втором увеличении раз-
мера основной маски. Один рециркулятор остается 
всегда неизменным, т.к. в фильтре используется не-
четное количество рециркуляторов, и размер матрицы 
значений импульсной характеристики должен быть 
3 × 1 или 1 × 3 элементов. В таком случае при задан-
ной размерности 9 × 9 коэффициенты строчного и ка-
дрового рециркулятора будут равны, соответственно 
4 (единичная матрица 4 × 1 элементов) и 4 (единич-
ная матрица 1 × 4 элементов), а при размерности 
11 × 11 равны 5 (единичная матрица 5 × 1 элементов) 
и 5 (единичная матрица 1 × 5 элементов).

Важно отметить, что в центральной части филь-
тра генерируется маска меньшего размера по сравне-
нию с основной. Эта центральная часть необходима 

для достижения баланса суммы внешней и централь-
ной частей итоговой маски, для приведения ее суммы 
к нулю и сохранения нормальной яркости обработан-
ного изображения. Подобный баланс внешней и цен-
тральной частей итоговой маски можно наблюдать 
в фильтре лапласиан для «восьми соседей», где сумма 
всех коэффициентов равна нулю [14]. При увеличении 
размера маски необходимо сохранить нормальное со-
отношение между размерами внешней и центральной 
областей для пропорционального изменения ее трех-
мерного вида. Для этого используется изменение раз-
мера центральной маски с шагом 2. Например, цен-
тральная маска 3 × 3 будет использоваться для матриц 
размером 7 × 7 и 9 × 9 элементов, после чего произой-
дет ее увеличение на 2 элемента до матрицы 5 × 5 эле-
ментов, которая будет использоваться для итоговых 
матриц размером 11 × 11 и 13 × 13 элементов. Это до-
стигается путем автоматизированного расчета коэф-
фициентов рециркуляторов в нижней части фильтра 
за счет ввода размеров требуемой апертуры фильтра. 
Таким образом, каждое второе возможное значение 
размера маски, начиная с 3 × 3, будет влиять на из-
менение размера внутренней маски. Например, при 
размерности 7 × 7 левый верхний угол маски находит-
ся в позиции x(n1 − 1, n2 − 2). Затем, при следующем 
возможном значении размера маски (начиная с 5 × 5) 
коэффициент сдвига внутренней маски изменится 
на 1. Таким образом, при значении 5 × 5 сдвиг будет 
равен 2 (а не 1), потому что размер внутренней маски 
также уменьшится на 1 ячейку и станет равным 1 × 1. 
Этот процесс будет продолжаться, и при размерности 
основной маски 9 × 9 и внутренней маски 3 × 3, сдвиг 
будет равен 3.

Описанную зависимость можно программно вы-
разить как функцию, используя параметры размеров 
апертуры матриц. Коэффициент сдвига внутренней 
маски будет равен разности между размером основной 
маски и размером центральной маски, деленной на два. 
Например, при размере 17 × 17 получаем: (17 − 7) / 2 = 5. 
Следовательно, матрица смещается на 5 элементов.

Этот процесс работает корректно для масок любых 
размеров. Сначала вычисляется общее количество ячеек 
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Рис. 5. Структурная схема ТРСФ
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в маске, например, для маски 9 × 9 оно равно 81, а для 
маски 7 × 7 это 49. Затем суммируются все элементы 
маски, и эта сумма делится на предварительно рассчи-
танную сумму элементов положительного центра ито-
говой маски. Результат используется для создания но-
вой маски в верхней части фильтра. Из нее происходит 
вычитание начальной маски, и в результате в ячейках 
образуются конечные значения, при суммировании ко-
торых получается, что вся маска (ее значения) равна 0.

Модифицированный фильтр должен быть на-
страиваемым с помощью двух входных коэффици-
ентов. Один из этих коэффициентов будет использо-
ваться для увеличения значений центральной части 
маски на заданную величину, а второй – для увели-
чения значения центрального элемента маски.

Закономерности, которые используются при соз-
дании фильтра, иллюстрируются табл. 1, где приве-
дены значения коэффициентов рециркуляторов, раз-
мер центральной маски, количество рециркуляторов 
для свертки и значения сдвига центральной маски 
для различных размеров масок от 5 × 5 до 17 × 17.

На базе описанных принципов модификации 
можно построить структурную схему фильтра, 
представленную на рис. 6, где обозначено: X – ко-
эффициент уравнивания сумм центральной и внеш-
ней масок; A1 – коэффициент увеличения значений 

x(n1, n2)

y(n1, n2)–

+

+

A1 + X Z1
–a

CP
M1 = n1

Z2
–a

CP
M1 = n2

CP
M1 = m1

CP
M1 = n3

CP
M1 = m1

KP
M2 = n1

A2

KP
M2 = m1

KP
M2 = n2

Z1
–b

KP
M2 = m1

KP
M2 = n3

Z2
–b

∑

Рис. 6. Структурная схема ТРСФ

положительной части маски; A2 – коэффициент уве-
личения значения центрального элемента маски; Z1 и 
Z2 – коэффициенты сдвига масок (зависимые от пе-
ременных −a и −b, рассчитываемых автоматически 
в коде фильтра); m – коэффициенты строчного и ка-
дрового рециркуляторов для положительной ветви; 
n – коэффициенты строчного и кадрового рециркуля-
торов для отрицательной ветви.

ИССЛЕДОВАНИЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ 
РАЗРАБОТАННОГО ФИЛЬТРА  

ПРИ УВЕЛИЧЕНИИ РАЗМЕРА АПЕРТУРЫ 
ОБРАБОТКИ

Для проведения экспериментальных исследо-
ваний использовались три изображения различ-
ной размерности: 640 × 480 элементов формата tiff, 
1280 × 720 элементов формата bmp и 3000 × 2000 эле-
ментов формата jpeg. При исследовании для каждо-
го фильтра использовались маски размером 7 × 7, 
9 × 9 и 11 × 11. Обработка изображений проводилась 
на персональном компьютере со следующими харак-
теристиками: операционная система – Windows 10; 
процессор – 12th Gen Intel(R) Core(TM) i5-12400F 
2.50 ГГц; оперативная память – 32 Гб. Измерение 
времени работы фильтра проводилось 10 раз при 
каждом эксперименте и вычислялось среднее  
значение.

Результатом экспериментального исследования 
являлись зависимости быстродействия обработки 
от размера апертуры для каждого из трех изображе-
ний. Средние значения времени обработки для КДС 
и ТРСФ, а также их компилированных MEX-функций1 
оценивались при помощи процедуры измерения 
времени из программного обеспечения MATLAB2. 
Результаты измерения быстродействия обработки для 
трех изображений представлены в табл. 2.

1 Minimum EXcluded, алгоритм поиска минимального 
отсутствующего числа. [Minimum EXcluded, algorithm for 
finding the minimum missing number.].

2 https://www.mathworks.com/products/matlab.html. Дата 
обращения 20.09.2023. / Accessed September 20, 2023.

Таблица 1. Зависимость показателей фильтра 
от изменения размера маски

Задан-
ный 

размер

Коэффи-
циент 

СР и КР

Размер 
внутрен-

ней 
маски

СР и КР  
для внутрен-

ней маски

Коэффи-
циент 
сдвига 

внутрен-
ней маски

5 × 5 2 и 2 1 × 1 1 и 1 3
7 × 7 3 и 3 3 × 3 3 и 3 3
9 × 9 4 и 4 3 × 3 3 и 3 4

11 × 11 5 и 5 5 × 5 5 и 5 4
13 × 13 6 и 6 5 × 5 5 и 5 5
15 × 15 7 и 7 7 × 7 7 и 7 5
17 × 17 8 и 8 7 × 7 7 и 7 6

https://www.mathworks.com/products/matlab.html
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Таблица 2. Средние значения времени обработки 
изображения

Изображение 640 × 480, формат tiff

Размер маски 
фильтра

Время обработки, с

MATLAB MEX

КДС ТРСФ КДС ТРСФ

7 × 7 0.6318 0.0995 0.1187 0.0891

9 × 9 4.2060 0.0969 3.1092 0.0951

11 × 11 5.2562 0.0979 4.1090 0.0884

Изображение 1280 × 720, формат bmp

Размер маски 
фильтра

Время обработки, с

MATLAB MEX

КДС ТРСФ КДС ТРСФ

7 × 7 1.8361 0.3211 0.3622 0.2915

9 × 9 16.4342 0.3256 15.0594 0.2572

11 × 11 24.5264 0.3413 17.3964 0.2912

Изображение 3000 × 2000, формат jpeg

Размер маски 
фильтра

Время обработки, с

MATLAB MEX

КДС ТРСФ КДС ТРСФ

7 × 7 12.3788 2.4025 2.4289 2.1971

9 × 9 30.3757 2.3876 12.3612 2.1965

11 × 11 45.5701 2.2715 19.3326 2.1916

На рис. 7 представлены графики зависимости 
времени обработки от размера апертуры фильтра для 
изображения 640 × 480 элементов.

На рис. 8 представлены графики зависимости 
времени обработки от размера апертуры фильтра для 
изображения 1280 × 720 элементов.

На рис. 9 представлены графики зависимости 
времени обработки от размера апертуры фильтра для 
изображения 3000 × 2000 элементов.

Из представленных графиков виден выигрыш 
в быстродействии разработанного фильтра при 
росте апертуры обработки относительно алгорит- 
ма КДС.
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Рис. 7. График зависимости быстродействия 
от размера апертуры для изображения 640 × 480 (tiff)
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Рис. 8. График зависимости быстродействия 
от размера апертуры для изображения 

1280 × 720 (bmp)

КДС
ТРСФ
КДС МЕХ
ТРСФ МЕХ

50
45
40
35
30
25
20
15
10

5
0

В
ре

м
я 

об
ра

бо
тк

и,
 с

7 × 7 9 × 9 11 × 11
Размер апертуры

Рис. 9. График зависимости быстродействия 
от размера апертуры для изображения 

3000 × 2000 (jpeg)

Следующий шаг – оценка влияния роста аперту-
ры ТРСФ на время его работы. Были использованы 
значения размера маски апертур от 7 до 25 с ша-
гом 2, а также 49, 75 и 99. Значения коэффициентов 
при всех вычислениях были одинаковы и равнялись: 
А1 = 10, А2 = 0. Результаты измерений приведены 
в табл. 3.

Таблица 3. Затраты времени на выполнение 
фильтрации изображения

Размер маски Время обработки, с
7 2.46
9 2.39
11 2.24
13 2.27
15 2.33
17 2.29
19 2.31
21 2.32
23 2.31
25 2.33
49 2.56
75 2.62
99 2.49
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Можно сделать вывод о том, что изменение апер-
туры фильтра приводит к незначительным измене-
ниям в быстродействии алгоритма работы ТРСФ 
в диапазоне от 2.24 до 2.62 с.

ОЦЕНКА ИЗМЕНЕНИЯ КОЛИЧЕСТВА 
ТЕЛЕВИЗИОННЫХ ЛИНИЙ НА ОБРАБОТАННЫХ 

ИЗОБРАЖЕНИЯХ

При разработке новых алгоритмов цифровой 
обработки изображений важно не только повысить 
их быстродействие, но и не потерять полезную ин-
формацию, хранящуюся в самих изображениях, а в 
идеальном случае – повысить их качество (увели-
чить четкость, удалить шумы и т.п.). 

Исследование проводилось путем измерения ко-
личества телевизионных линий (ТВЛ) на обработан-
ных изображениях при изменении коэффициентов 
А1 и А2. Это необходимо для проверки способно-
сти фильтра сохранять мелкие детали изображений 
четкими [15]. Для пересчета числа «циклов на пик-
сель» (modulation transfer function, MTF50), полу-
чаемых при измерении разрешения в программном 
обеспечении Imatest3 в ТВЛ, использовалась форму-
ла [12]: 

CPP ,
0.5

 = × 
 

ÒÂË ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå

где СРР – число «циклов на пиксель», предельное 
разрешение (в ТВЛ) – значение количества пикселей 
по ширине изображения. 

В качестве тестового изображения взят кадр, по-
лученный активно-импульсной телевизионной изме-
рительной системой4 (рис. 10) [16, 17]. 

Рис. 10. Тестовое изображение

3 https://www.imatest.com/. Дата обращения 20.09.2023. / 
Accessed September 20, 2023.

4 Капустин В.В. Активно-импульсные телевизионные 
измерительные системы с повышенной устойчивостью 
к оптическим помехам: дис. ... канд. техн. наук. Томск, 2017. 
118 c. [Kapustin V.V. Active-impulse television measurement 
systems with increased immunity to optical interference: 
Cand. Sci. (Eng.). Tomsk, 2017. 118 p. (in Russ.).]

Данное измерение было выполнено для опреде-
ления оптимальных значений коэффициентов А1 и 
А2, а также для определения факта наилучшей обра-
ботки при изменении либо А1, либо А2, т.к. их изме-
нение независимо друг от друга приводило к разным 
результатам. Сначала изменялся коэффициент А1 
от 1 до 50, затем в таком же диапазоне изменялся ко-
эффициент А2. Значение ТВЛ для исходного изобра-
жения – 158. На рис. 11 представлена зависимость 
значений ТВЛ от коэффициента А1.
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Рис. 11. Зависимость значений ТВЛ 
от коэффициента увеличения значения 

положительной части маски А1

Как видно из полученных результатов, увеличе-
ние коэффициента А1 от 15 и более не влияет на ито-
говое число ТВЛ. Разрешение изображения до об-
работки и после практически не изменяется, т.е. 
фильтрация теряет свою эффективность.

На рис. 12 представлен пример обработки исход-
ного изображения фильтром с оптимальным значе-
нием коэффициента А1 = 1.

(а) (б)

Рис. 12. Изображения до (а) и после (б) обработки 
фильтром с оптимальным коэффициентом А1

Результаты измерений количества ТВЛ при из-
менении коэффициента А2 приведены на рис. 13.

На рис. 14 представлен пример обработки исход-
ного изображения фильтром с оптимальным значе-
нием коэффициента А2 = 21.

На основании приведенных графиков и изобра-
жений можно сделать вывод, что изменение коэффи-
циента А2 дает хорошие результаты во всем диапазо-
не значений.

https://www.imatest.com/
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Рис. 13. Зависимость значений ТВЛ от изменения 
коэффициента увеличения значения центрального 

элемента маски А2
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Рис. 14. Изображения до (а) и после (б) обработки 
фильтром с оптимальным коэффициентом А2

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен модифицированный ТРСФ 
для повышения четкости изображений. Описаны 
принципы его модификации и приведена структур-
ная схема. Выполнено исследование быстродействия 
и эффективности обработки изображений, обеспе-
чиваемых предложенной модификацией фильтра. 
Время, затрачиваемое на обработку изображения, 
оказалось меньше в среднем в 5.3 раза, чем время, 
затрачиваемое на обработку для КДС.

Представлены результаты оценки влияния ко-
эффициента увеличения значения положительной 

центральной апертуры и увеличения значения цен-
трального элемента маски фильтра на характери-
стики обработанных изображений. Установлено, 
что величина центрального элемента маски сильнее 
влияет на параметры обработанного изображения, 
его изменение позволяет поднять качество изобра-
жения значительнее, чем при увеличении положи-
тельной центральной апертуры фильтра. Найдены 
оптимальные значения коэффициентов фильтра-
ции A1 и A2.
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Резюме 
Цели. При измерении экваториального эффекта Керра в тонкопленочных структурах большое влияние на по-
лученный результат оказывают интерференционные эффекты. В выступлениях на конференциях некоторые 
исследователи сообщали об использовании белого света в экспериментах. На их взгляд, хотя толщина ис-
следуемых слоев была много меньше длины волны света, белый свет может помочь избежать интерферен-
ционных эффектов и/или резонансного возбуждения плазмонных волн. Цель статьи – путем моделирования 
проверить обоснованность таких утверждений.
Методы. Для решения обозначенной задачи применялся метод компьютерного моделирования – численно-
го решения уравнений, составленных для модельной структуры при различных толщине и материалах слоев.
Результаты. Результаты моделирования показывают, что интерференционные эффекты в разных частях 
спектра при использовании источников белого света не нейтрализуют друг друга, и на величину эффекта 
влияет не только толщина слоев структуры, но и форма спектра излучения источника, а также кривая чув-
ствительности фотоприемника. При этом выход измеряемой величины эффекта на плато при относительно 
большой толщине магнитооптической пленки обуславливается тем, что при этом свет поглощается в толще 
магнитооптической пленки и обратное отражение света от подложки пренебрежимо мало.
Выводы. Представленная методика позволяет учитывать влияние интерференционных эффектов при из-
мерении экваториального эффекта Керра в белом свете или с использованием других источников с широ-
ким спектральным диапазоном и более качественно интерпретировать экспериментальные результаты, что 
может быть весьма полезным для разработки и исследования физических основ создания новых и совер-
шенствования существующих приборов, изделий микро- и наноэлектроники, твердотельной электроники, 
а также квантовых устройств, включая оптоэлектронные приборы и преобразователи физических величин.

Ключевые слова: магнитооптический экваториальный эффект Керра, тензор диэлектрической проницае-
мости, интерференция, коэффициент отражения, тонкие пленки
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Abstract
Objectives. When measuring the transverse Kerr effect on thin-film structures, interference effects have a great 
influence on the result obtained. In conference presentations, some researchers have reported on the use of white 
light in experiments. In their opinion, despite the thickness of the studied layers being much less than the wavelength 
of light, white light can help avoid interference effects and/or resonant excitation of plasmon waves. The aim of the 
present work is to verify the validity of such statements using simulation.
Methods. In order to solve this problem, the method of computer simulation was used. A numerical solution 
of equations was compiled for a model structure for various thicknesses and materials of layers.
Results. The simulation results show that interference effects in different parts of the spectrum when using white light 
sources do not neutralize each other. The magnitude of the effect is affected not only by the thickness of the structure 
layers, but also by the shape of the source emission spectrum, as well as the sensitivity curve of the photodetector. 
In this case, the output of the measured value of the effect to a plateau at relatively large thicknesses of the magneto-
optical film is due to the light being absorbed in the thickness of the magneto-optical film and is negligibility of the 
back reflection of light from the substrate.
Conclusions. The presented technique takes into account the influence of interference effects when measuring 
the equatorial Kerr effect in white light or using other sources having a wide spectral range, thus improving the 
interpretation of experimental results. The results are relevant to the development and research of the physical 
foundations for creating new and improving existing devices in micro-, nano-, and solid-state electronics, as well 
as quantum devices, including optoelectronic devices and converters of physical quantities.

Keywords: magneto-optical transverse Kerr effect, dielectric constant tensor, interference, reflection coefficient, 
thin films
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ВВЕДЕНИЕ

Магнитооптический экваториальный эффект 
Керра (ЭЭК) заключается в изменении интенсив-
ности отраженного от образца света при перемаг-
ничивании образца в направлении, перпендикуляр-
ном плоскости падения света, и является важным 
и очень эффективным методом изучения магнит-
ной микроструктуры однородных и неоднородных 
магнетиков. Измеряя величину ЭЭК в зависимости 
от длины волны излучения, можно судить о магнито-
оптических переходах, отражающих электронную, 
кристаллическую и магнитную структуры данного 
локального участка образца. Магнитооптические 
тонкопленочные системы также широко изучаются 
как потенциальные носители для хранения цифро-
вых данных оптическими средствами. В то время 
как запись данных осуществляется с помощью тер-
момагнитных процессов, считывание осуществля-
ется путем измерения изменения поляризации при 
отражении с помощью полярного магнитооптиче-
ского эффекта Керра. Поэтому исследователи очень 
активно применяют его в своих работах (см., на-
пример, [1–8]), в т.ч. для ультратонких [9] и мно-
гослойных (ферромагнитный материал и тонко-
пленочное покрытие [10]) структур. При этом, 
как правило, измерение ЭЭК проводят, используя 
источник с узким спектром, почти монохроматич-
ный. Но не так давно, на VIII Евроазиатском симпо-
зиуме «Тенденции в магнетизме» (VIII Euro-Asian 
Symposium «Trends in MAGnetism»), проходившем 
в 2022 г. в Казани, был сделан доклад [11], автор 
которого использовал белый свет при проведении 
экспериментов по влиянию на величину магнитооп-
тического эффекта тонких пленок немагнитных ме-
таллов, нанесенных поверх слоя ферромагнетика. 
Автор считал, что это значительно уменьшит влия-
ние интерференционных эффектов, и на основании 
этого сделал вывод, что наблюдаемое им изменение 
эффекта Керра обуславливалось более фундамен-
тальными физическими процессами. Однако такая 
оценка не представляется нам априори справед-
ливой, т.к. практически все величины, влияющие 
на величину эффекта, имеют нелинейную зависи-
мость от частоты падающего света. И хотя данный 
доклад не был опубликован полностью, сам факт 
постановки вопроса привел нас к необходимости 

более подробного рассмотрения вопроса о степени 
влияния интерференционных эффектов на пара-
метр ЭЭК в белом свете.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
И МЕТОДИКА РАСЧЕТА

Как уже отмечалось, магнитооптический ЭЭК 
заключается в изменении интенсивности отра-
женного от образца света при приложении внеш-
него магнитного поля к образцу в направлении, 
перпендикулярном плоскости падения света. 
Соответственно, необходимо рассчитать интенсив-
ность отраженного от образца света без приложения 
магнитного поля и при его включении. Геометрия 
модельной структуры приведена на рис. 1. Здесь 
вектор напряженности магнитного поля лежит 
в плоскости пленки перпендикулярно плоскости 
падения света.

B
→

j

1

2

3

Рис. 1. Геометрия модельной структуры: 
1 – защитная пленка (при наличии),  

2 – материал, обладающий магнитооптическими 
свойствами, 3 – подложка,  

j – угол падения света. B
→

 – вектор индукции 
магнитного поля

Связь амплитуд отраженного Rj и падающего 
Aj света можно выразить через их s- и p-компоненты 
как в [12]:

ss sps s

p pps pp
.

r rR A
R Ar r

    
 =           
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Для изотропного материала rsp = rps = 0. 
Приложение внешнего магнитного поля в общем 
случае нарушает симметрию. Однако в геометрии, 
используемой в работе и показанной на рис. 1, т.е. 
при приложении отличного от нуля магнитного поля 
к магнитооптическому материалу в плоскости плен-
ки перпендикулярно плоскости падения света, также 
имеем rsp = rps = 0. Поэтому в нашем случае матрица 
коэффициентов отражения имеет инвариантный вид:

ss

pp

0
ˆ .0

r
r r

 
=   
 

Тогда:

 s ss s

p pp p

,
.

R r A
R r A

=
 =

 (1)

При моделировании учитывалась спектральная 
зависимость интенсивности излучения источника. 
В модели рассматривался «естественный» или по-
ляризованный по кругу свет. В этом случае матрица 
компонент амплитуды падающего света может быть 
представлена в виде:

( /2)s

p

e ,
e

i

i

A
AA

a+π

a

   
=       

где начальная фаза a меняется либо произволь-
но («естественный» свет) либо циклически с не-
которой частотой (поляризованный по кругу свет).  
И, соответственно

s s

p p

| | e ,

| | e .

i

i

R R

R R

c

x

 =


=

Здесь c = α + π/2 + Δs и ξ = α + Δp, а Δs, Δp – на-
бег фазы в результате отражения света от исследуе-
мой структуры для s- и p-компонент, соответственно. 
Ввиду изменения во времени начальной фазы a, таким 
же образом изменяются и результирующие фазы c и x.

Тогда интенсивность света, падающего на фото-
диод, будет равна:

2 2 2 2 2
s p| | cos | | cos sin ,I R R t = c+ x w 

где w – частота излучения, t – время.
Ввиду инерционности фотоприемника происхо-

дит усреднение сигнала по времени и, учитывая 
также постоянное изменение начальной фазы a, 
а как следствие, результирующих c и x, получаем 
cos cos sin 0tc = x = w =  и

 
2 2

s p| | | |
.

4

R R
I

+
=  (2)

Как уже отмечалось, практически все вели-
чины, влияющие на величину эффекта, имеют 
нелинейную зависимость от частоты падающе-
го света. Методика вычислений в широком спек-
тральном диапазоне заключалась в следующем. 
Спектральный диапазон разбивался на небольшие 
участки, в пределах которых значения используе-
мых величин считались независящими от частоты 
и соответствующими значению в середине данного 
участка. На рис. 2 приведен пример такого разби-
ения для относительного спектра одного из источ-
ников излучения. Участки разбиения для всех 
одновременно используемых в расчете величин 
брались одинаковые, при недостаточности экспе-
риментальных данных использовалась линейная 
аппроксимация. Для нелинейных зависимостей 
ошибка такого метода тем меньше, чем уже уча-
сток разбиения. Стоит отметить, что это приводит 
к увеличению времени вычислений. В данной ра-
боте применялось разбиение по частоте на участ-
ки 1 ∙ 10−3 – 3 ∙ 10−3 эВ (240–720 ГГц). Для каждого 
участка разбиения по формуле (2) определяется 
средняя интенсивность излучения, фиксируе-
мая фотоприемником, с учетом его спектральной 
чувствительности Sw. Затем путем суммирования 
по всем участкам разбиения определяется итого-
вая величина сигнала:

 ,I S IΣ w ww=∑  (3)

1
2
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Рис. 2. Спектр излучения белого светодиода 
с цветовой температурой Tc = 6500 К:  

1 – данные, взятые из [13], 2 – представление спектра 
в виде кусочно-постоянной функции.  

λ – длина волны света в вакууме, которой 
соответствует квант энергии hv
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Итоговая величина сигнала определяется в от-
сутствие магнитного поля 0IΣ  и при его наличии 

M .IΣ  Затем вычисляется величина поперечного маг-
нитооптического эффекта d:

 
M 0

0
.

I I

I
Σ Σ

Σ

−
d =  (4)

Для определения амплитуд отраженного сигна-
ла (1) необходимо рассчитать коэффициенты отра-
жения света от исследуемой структуры в отсутствие 
магнитного поля 0 0

ss pp( , )r r  и при его включении 
M M

ss pp( , ).r r  Этот расчет основывался на известной ра-
боте В.М. Маевского «Теория магнетооптических 
эффектов в многослойных системах с произвольной 
ориентацией намагниченности» [12], где линейный 
по намагниченности магнитооптический параметр 

1
xy xxQ i −= ε ε  рассматривается в качестве малой вели-

чины (|Q| << 1). Здесь εxx, εyy и т.д. – элементы тензо-
ра диэлектрической проницаемости, который для 
изотропных материалов в нашем случае может быть 
представлен в виде:

0 1 0
0 1 0 .

0 0 0 0 1

i Q iQ
i Q iQ
ε − ε −   

   ε = ε ε = ε   
   ε   



Учитывая, что для оптического диапазона маг-
нитная проницаемость μ ≈ 1, можно принять n2 ≈ ε. 
Здесь n – показатель преломления вещества. Все 
указанные величины в общем случае комплексные. 
Тогда для коэффициентов отражения s- и p-поляризо-
ванной волны на границе сред j и k можно записать:

 ps , .j k j k k j
jk jk

j k j k k j

g g g g
r r

g g g g

− ε − ε
= =

+ ε + ε
 (5)

Здесь 

 2sin ,j jg = ε − j  (6)

j – угол падения света на исследуемую структуру. 
Свет падает из воздуха, εair ≈ 1.

Для коэффициентов отражения многослойных 
структур можно использовать следующие рекур-
рентные формулы [12, 14]:

 
s(p) s(p) s(p) s(p)2 2

s(p) s(p)
s(p) s(p) s(p) s(p)2 2

,
1 1

jk k kl jk k klm
jkl jklm

k jk kl k jk klm

r F r r F r
r r

F r r F r r

+ +
= =

+ +
 (7)

и т.д., где j, k, l, m – номера слоев (сред), а величи-
ны Fk определяют набег фаз и затухание амплитуды 
на толщине k-го слоя:

 
2

e .
k

k
d

g
kF

− π
l=  (8)

Здесь dk – толщина слоя, l – длина волны света 
в вакууме, gk – определяется выражением (6). 

Эти выражения справедливы для когерентного из-
лучения. Однако в случае проведения измерений в бе-
лом свете, длина когерентности небольшая и толщина 
некоторых слоев (например, подложки) может ее пре-
вышать. Как правило, когерентный и некогерентный 
расчет не смешивают в рамках одной модели, и мож-
но было бы исключить подложку, рассматривая ее как 
полубесконечное пространство. Однако в этом случае 
становится невозможным учесть влияние толщины 
и спектра поглощения слабопоглощающей подложки 
при проведении эксперимента с освещением ферро-
магнитной пленки со стороны подложки. Поэтому, 
учитывая инерционность фотоприемника и то, что для 
слабопоглощающих материалов поглощение практи-
чески не меняется между двумя интерференционными 
максимумами, было проведено «усреднение» коэффи-
циентов (7) для толщины слоя много большей длины 
когерентности для того, чтобы «зафиксировать» фазу 
отраженного света, оставив влияние поглощения. Так, 
выражение (7) для одного слоя можно записать в виде:

 

s(p)
2

s(p)
s(p) s(p)

s(p) s(p)2

1

.
1

kl
k

jk
jkl jk

k jk kl

r
F

r
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F r r

 
 +
 
 =
 +
 
 
 

 (9)

Так как любую комплексную величину можно 
представить в виде Yeiα, где Y и a – действительные 
числа, то в числителе и знаменателе формулы (9) на-
ходятся выражения вида:

1 21 2e e e ,i i iY Y Za a b+ =

где Y1, Y2 и Z ≥ 0 – модули комплексных чисел, а a1, 
a2 и b – их аргументы.

Пусть γ = a2 − a1, тогда результирующая ампли-
туда

2 2
1 2 1 22 cos ,Z Y Y Y Y= + + g

а для аргумента b можно записать:

 1 2
1

cossin arccos .
| sin |

Y Y
Z

+ g g
b = a +  g  

 (10)
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Второе слагаемое в (10) периодическое и ан-
тисимметричное, и легко можно показать, что при 
усреднении по разности фаз g оно обращается 
в ноль. Тогда:

2 2
1 2 1, .Z Y Y= + b = a

В нашем случае α1 = 0, т.к. 01 1 e .i= ⋅  И тогда для 
случая, когда толщина k-го слоя много больше дли-
ны когерентности, выражение (9) можно записать 
следующим образом:

 
s(p) s(p)2 2

s(p) s(p)
s(p) s(p)2 2

1 | |
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1 | |
k kl jk

jkl jk
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F r r
r r

F r r

+
=

+
 (11)

Соответственно,

s(p) s(p)2 2
s(p) s(p)

s(p) s(p)2 2

1 | |

1 | |
k klm jk

jklm jk
k jk klm

F r r
r r

F r r

+
=

+
 и т.д. 

Для демонстрации преимуществ такого усред-
нения над использованием для подложки выраже-
ний для когерентного света, в то время как условие 
когерентности не выполняется, на рис. 3 приведены 
результаты расчетов по рассматриваемой нами ме-
тодике для поглощающей подложки при изменении 
ее толщины, выполненных с использованием урав-
нений (7) и (11).
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Рис. 3. Зависимость величины эффекта от толщины 
кремниевой подложки для ферромагнитной пленки 

без покрытия. Коэффициент отражения от подложки 
рассчитывался: 1 – по формулам (7),  

2 – по формулам (11)

Рассмотрим структуру, изображенную на рис. 1, 
окруженную воздухом. Тогда коэффициенты отра-
жения в отсутствие магнитного поля 0

ssr  и 0
ppr  можно 

рассчитать по формулам (5)–(8), (11) как:

 p0 s 0
ss ppa123a a123a, .r r r r= =  (12)

Здесь индекс «a» соответствует воздуху, а осталь-
ные – номерам слоев на рис. 1.

Коэффициенты отражения при учете магнитооп-
тического эффекта M

ssr  и M
ppr  могут быть выражены 

следующим образом:

 M 0 M 0
ss ss pp pp p, (1 ).r r r r W= = + r  (13)

Множители W и rp определим, следуя [12], с уче-
том геометрии (рис. 1) и падения света на структуру 
из воздуха. Тогда:
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Для тонких пленок можно считать W ≈ 1. 
Мы рассматривали произвольные толщины и тогда, 
следуя [12]:
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Учитывая уравнения (1)–(4), можно записать:
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РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данной работе нас, в первую очередь, интере-
совало наличие или отсутствие влияния интерфе-
ренционных эффектов, поэтому выбор материалов 
был достаточно стандартным – в качестве матери-
ала, обладающего магнитооптическими свойства-
ми, рассматривался кобальт и защитная пленка 
из поливинилацетата (ПВА). Изучались двухслой-
ные (магнитооптическая пленка на подложке) 
и трехслойные (на пленку нанесен еще защитный 
слой) структуры. Длина когерентности излучения 
принималась равной 500 нм, поэтому для расчетов 
брались либо толщины меньше – для пленки и за-
щитного слоя, либо много больше – для подложки, 
толщина которой бралась равной 500 мкм, что близ-
ко к толщинам кремниевых пластин, используемых 
в микроэлектронном производстве. Белый свет счи-
тался «естественным» (поляризованным по кругу), 
при этом направление индукции внешнего магнит-
ного поля лежит в плоскости пленки перпендикуляр-
но плоскости падения света (рис. 1). В качестве фо-
топриемника рассматривался кремниевый фотодиод 
с «усредненной» по данным [15, 16] кривой чувстви-
тельности.

Проведенное численное моделирование под-
твердило предположение, что интерференционные 
эффекты в разных частях спектра при использова-
нии источников белого света не нейтрализуют друг 
друга, и величина измеряемого эффекта может силь-
но зависеть от толщины пленки магнитооптическо-
го материала, вплоть до смены знака эффекта (см., 
например, кривая 1 на рис. 4). Кроме того, на изме-
ряемую величину также заметно влияет форма спек-
тра излучения источника, что также хорошо видно 
на рис. 4. Выход измеряемой величины эффекта 
на плато при относительно больших толщинах маг-
нитооптической пленки обуславливается, по всей 
видимости, тем, что при этом свет поглощается 
в толще магнитооптической пленки и обратное отра-
жение света от подложки пренебрежимо мало. Это 
подтверждается тем, что при таких толщинах плен-
ки материал подложки не играет роли (рис. 5).

Если сверху на структуру нанести защитную 
пленку, то это еще больше усложнит наблюдаемую 
картину. Для проверки этого предположения были 
проведены расчеты, в которых в качестве защитного 
материала рассматривался ПВА. Так как в этом слу-
чае оказалось, что влияние изменения толщины маг-
нитооптической пленки значительно сильнее, чем 
влияние изменения толщины прозрачной пленки, 
то для демонстрации на рис. 6 приведены зависимо-
сти величины эффекта от толщины «защитной плен-
ки», нормированные на величину эффекта при от-
сутствии такого покрытия. Использовано: подложка 

SiO2, угол падения света 75°, источник типа «А», 
кремниевый фотодиод.

Кривые на рис. 7 находятся в согласии с теорией 
металлооптики (например, [17]) и показывают, что 
для получения максимального значения измеряемо-
го эффекта лучше работать в геометрии, когда свет 
падает на структуру под углом порядка 70°–75°. 
Отсутствие зависимости величины эффекта от тол-
щины магнитооптического материала при углах па-
дения близких к 90° (углу скольжения) связано с тем, 
что в этом случае свет в пленку практически не про-
никает и регистрируется только поверхностный 
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Рис. 4. Зависимость величины эффекта от толщины 
ферромагнитной пленки без покрытия (угол падения 

света 75°, кремниевый фотодиод) для различных 
источников белого света:  

1 – источник типа «А» (абсолютно черное тело (АЧТ) 
с T = 2856 K), 2 – источник типа «B» (АЧТ с T = 4874 K), 

3 – «солнечный свет» (АЧТ с T = 6000 K), 4 – белый 
светодиод с цветовой температурой Tc = 3000 К, 
5 – белый светодиод с цветовой температурой 

Tc = 6500 К
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Рис. 5. Зависимость величины эффекта от толщины 
ферромагнитной пленки без покрытия на подложках 

из кварца SiO2 (1) и кремния Si (2) (угол падения 
света 75°, источник типа «А», кремниевый фотодиод)
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эффект. При этом видно явное влияние интерфе-
ренционных эффектов, уменьшающееся с ростом 
толщины ферромагнитной пленки. Это уменьшение 
связано с поглощением света в толще ферромагнит-
ного материала и, как следствие, уменьшением вли-
яния отраженного от границы раздела с подложкой 
света. Использовано: подложка SiO2, источник типа 
«А», кремниевый фотодиод.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные расчеты показывают, что, исполь-
зуя источники белого света, при интерпретации 
полученных результатов по измерению ЭЭК нуж-
но обязательно учитывать влияние спектральной 
чувствительности фотодетектора. Также важно от-
метить, что при малых толщинах ферромагнитной 
и/или «защитной» пленки необходимо рассматри-
вать интерференцию в них. Разработанная методика 
позволяет учитывать влияние интерференционных 
эффектов при измерении ЭЭК в белом свете или, 

с использованием других источников, в широком 
спектральном диапазоне и более точно интерпрети-
ровать экспериментальные результаты.
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Резюме 
Цели. Цель работы – теоретическое и экспериментальное исследование углового спектра отражения ли-
нейно поляризованных электромагнитных волн от многослойного периодического зеркала на прозрачной 
подложке, вывод точных аналитических выражений для коэффициентов отражения и прохождения, обобща-
ющих случаи падения плоских ТЕ-(transverse electric) и ТМ-мод (transverse magnetic) на ограниченные пери-
одические структуры со ступенчатым профилем показателя преломления. 
Методы. Теоретический анализ задачи отражения основан на поиске точных аналитических решений в виде 
волн Флоке – Блоха, представленных в форме неоднородных волн, в области периодически структурирован-
ных сред. На основе того факта, что в ограниченном одномерном фотонном кристалле возможно существо-
вание одиночной волны Флоке – Блоха, предлагается искать точные решения волнового уравнения в виде 
линейной комбинации волн Флоке – Блоха, бегущих в разные стороны. Канонические формы рассматривае-
мых периодических структур позволяют достаточно просто осуществлять переход от случая ТЕ-поляризации 
к ТМ-типу в дисперсионных соотношениях и выражениях для углового спектра отражения.
Результаты. Рассмотрены случаи отражения линейно поляризованного излучения для следующих случаев: 
плоской границы двух диэлектриков, тонкой плоскопараллельной пластины и многослойного диэлектриче-
ского зеркала. Получены точные аналитические выражения для коэффициентов отражения и прохождения, 
обобщающие случаи падения волн ТЕ- и ТМ-поляризаций на ограниченный одномерный фотонный кристалл. 
Экспериментально измерен коэффициент пропускания плоской ТЕ-волны для многослойного диэлектриче-
ского зеркала, напыленного на тонкую стеклянную пластину. 
Выводы. Получено количественное и качественное согласование экспериментальных измерений коэффи-
циента пропускания плоской волны, падающей из полупространства на ограниченный фотонный кристалл 
с теоретическими вычислениями. Показано, что полученные выражения для коэффициента пропускания 
ограниченного одномерного фотонного кристалла определяются интерференцией волн Флоке – Блоха, 
представленных в форме неоднородных волн, и могут быть приведены к виду, аналогичному для величины 
коэффициента прохождения традиционного интерферометра Фабри – Перо. В случае ТМ-поляризации при 
выполнении условия Брюстера на межслойных границах волна Флоке – Блоха имеет вид однородных плоских 
волн в слоях фотонного кристалла.
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Abstract
Objectives. The purpose of the article is to carry out a theoretical and experimental study of the angular reflection 
spectrum of linearly polarized electromagnetic waves from a multilayer periodic mirror on a transparent substrate 
to exact analytical expressions for reflection and transmission coefficients generalizing the cases of incidence 
of plane transverse electric (TE) and transverse magnetic (TM) modes on limited periodically structured media 
with a stepped refractive index profile.
Methods. The theoretical analysis of the reflection problem is based on the search for exact analytical solutions 
in the form of Floquet–Bloch waves presented in the form of inhomogeneous waves in the domain of periodically 
structured media. On the basis of the possible existence of a single Floquet–Bloch wave in a limited one-
dimensional photonic crystal, it is proposed to search for exact solutions of the wave equation in the form of a linear 
combination of inhomogeneous waves propagating in different directions. By using the canonical forms of the 
considered periodic structures, it is possible to carry out the simple transition from the case of TE polarization 
to TM type in dispersion relations and expressions for the angular reflection spectrum.
Results. Cases of reflection of linearly polarized radiation are considered for the following cases: a flat 
boundary of two dielectrics, a thin plane-parallel plate, and a multilayer dielectric mirror. Exact analytical 
expressions for the reflection and transmission coefficients generalizing the cases of incidence of TE and 
TM polarizations waves on a limited one-dimensional photonic crystal are obtained. The transmission 
coefficients of a plane TE wave from a multilayer dielectric mirror sputtered on thin glass were experimentally 
measured.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение особенностей распространения све-
та в слоистых средах, свойства которых постоянны 
на плоскостях, перпендикулярных фиксированному 
направлению, является хорошо известной задачей 
в оптике. В качестве исторического примера можно 
привести классические работы Стокса [1] и Релея [2], 
в которых рассматривались явления, возникающие 
при прохождении света через кристаллические пе-
риодические структуры. Известно, что волновое 
уравнение в слоистых периодических средах сво-
дится к дифференциальному уравнению Хилла, и в 
этих средах могут существовать окна пропускания 
и непропускания для проходящего излучения [2]. 
В одномерном случае решение волнового уравне-
ния в слоистых периодических средах записывается 
в форме Флоке [3], а в трехмерном случае – в форме 
волн Блоха [4]. Достаточно подробно история вопро-
са излагается в обзоре [5]. Относительно недавно воз-
никший и не ослабевающий интерес к изучению рас-
пространения волн через одномерные периодические 
структуры в оптике связан с тем, что такие структуры, 
при относительной простоте их изготовления, могут 
обеспечивать полное отражение в заданном частот-
ном диапазоне частот и углов падения для различных 
состояний поляризации [6, 7]. В связи с этим одно-
мерные периодические структуры можно рассматри-
вать как одномерные фотонные кристаллы (ОФК), 
а распространение света в них описывать, используя 
подход Флоке – Блоха [8–13]. Элементы теории волн 
Флоке – Блоха (ВФБ) в настоящее время разработаны 
недостаточно подробно, и для описания распростра-
нения электромагнитных волн через такие структу-
ры, как правило, используются численные методы. 
Численные расчеты, выполненные, например, с ис-
пользованием комплексных матриц переноса, не дают 
наглядного представления о явной количественной 
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зависимости изучаемых физических процессов от гео-
метрических и материальных параметров периодиче-
ской структуры [14–16]. В работах [8, 9] для случая 
ТЕ-поляризованного излучения1 ВФБ в ОФК пред-
ставлена в форме неоднородной волны. В частности, 
были найдены функции, описывающие амплитудный 
и фазовый профили волны и коэффициент отражения 
плоской волны на границе ОФК. 

В настоящее время в литературе активно ис-
следуются различные вопросы применения ОФК. 
В частности, исследуются спектры пропускания 
ОФК со сложной последовательностью сверхпро-
водник-полупроводниковых слоев [17], рассматри-
вается применение фотонного кристалла в качестве 
биосенсора на основе графена [18]. Особо актуаль-
ными представляются исследования ОФК в связи 
с возможностью экспериментальной реализации 
связанных или локализованных состояний в непре-
рывном спектре [19]. Так, недавно было предложено 
использовать двулучепреломляющие среды в соче-
тании с ОФК, где при падении под углом Брюстера 
поддерживается существование таких мод.

Поэтому основные цели настоящей работы – рас-
пространить развитое представление ВФБ в форме 
неоднородной волны и на случай ТМ-поляризо ванного 
излучения2, а также продемонстрировать экспери-
ментально эффект влияния интерференции ВФБ 

1 Transverse electric – линейно (плоско) поляризованная 
волна с вектором напряженности 



E  электрического поля 
ориентированным перпендикулярно плоскости падения.  
[Transverse electric, linearly (plane) polarized wave with the 
electric field intensity vector oriented perpendicular to the plane 
of incidence.] 

2 Transverse magnetic, линейно (плоско) поляризованная 
волна с вектором напряженности 



H  магнитного поля ориенти-
рованным перпендикулярно плоскости падения.  [Transverse 
magnetic, linearly (plane) polarized wave with the magnetic field 
intensity vector oriented perpendicular to the plane of incidence.]
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на величину коэффициентов отражения и пропускания 
для случая падения плоской линейно поляризованной 
волны из однородной среды на ограниченный ОФК.

1. ОТРАЖЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ  
НА ГРАНИЦЕ ДВУХ ДИЭЛЕКТРИКОВ  

И ОТ ТОНКОЙ ПЛАСТИНЫ

В данной работе рассмотрены условия прохож-
дения плоской электромагнитной волны через гра-
ницу раздела двух сред для трех характерных случа-
ев (рис. 1): отражения на границе двух однородных 
диэлектриков, отражения от тонкой диэлектрической 
пластины, отражения от многослойного диэлектри-
ческого зеркала (ограниченного ОФК). 

Распределение поля E(x, z, t) (H(x, z, t)) волн, распро-
страняющихся в x-z-плоскости (плоскости падения), бу-
дем записывать в виде скалярной функции Ψ(x, z, t): 

 ( )( , , )
( , , ) ( )e .

( , , )
i t zE x z t

x z t x
H x z t

w −b
= Ψ = Ψ


 (1)

При падении плоской волны âP  

ˆ exp[ ( )]a a p aP P i t x z= φ + w − κ −b  

на границу диэлектриков с показателями преломле-
ния 2 2, ( , )a b a a b bn n n n= ε = ε  и диэлектрическими 
проницаемостями ,a bε ε  параметр β – продольная 
компонента волновых векторов 0( sin )ak nb = j  опре-
деляется углом падения φ, отсчитываемым от нормали 
к границе раздела (x = 0) сред. Амплитуда Qa отражен-
ной волны ˆ

aQ  

ˆ exp[ ( )]a a q aQ Q i t x z= φ + w + κ −b

определяется френелевским коэффициентом отра-
жения ar  и амплитудой aP  падающей вол-
ны (Qa = raPa), а амплитуда Gb преломленной волны 

ˆ exp[ ( )]b b g bG G i t x z= φ + w − κ −b  

определяется амплитудным коэффициентом пропу-
скания tb (Gb = tbPa). Здесь , ,p q gφ φ φ  – начальные 
фазы, ,à bκ κ  – поперечные компоненты волновых 

векторов 2 2 2 2 2 2
0 0( , ),a a b bk n k nκ = −b κ = −b 2 2 2 2 2 2
0 0( , ),a a b bk n k nκ = −b κ = −b  t – 

время, k0 = ω/c – волновой вектор излучения в вакуу-
ме, ω – частота излучения.

Удобно, рассматривая перпендикулярную пло-
скости падения компоненту поля – вектора ( )E H

 

 
в случае ТЕ- или ТМ-поляризованных волн, ввести 
параметры , ,a bc c  связанные с поперечными вол-
новыми векторами: / ( ) ,a a a

τc = κ ε  / ( ) ,b b b
τc = κ ε  

где τ – эффективный параметр поляризации, равный 
нулю (единице) в данном случае. Формулы Френеля 
для амплитуд отраженного и преломленного света 
можно представить в одинаковом виде для случаев 
ТЕ- и ТМ-поляризованных волн: 

 
/ ( ) / ( ),

/ 2 / ( ), 1.
= = c − c c + c

= = c c + c − =
a a a a b a b

a b a a a b a a

r Q P
t G P t r

  (2)

Если параметры ,a bc c  – действительные, то ам-
плитудный коэффициент ta всегда положительный, 
и фаза преломленной волны на границе раздела со-
впадает с фазой падающей волны. При a bc > c  и 

0ar >  фаза отраженной волны также совпадает с фа-
зой падающей волны, а при a bc < c  и 0ar <  для от-
раженной волны возникает фазовый сдвиг, равный π. 
Начальные фазы ,,p q gφ φ φ  совпадают с точностью 
до величины 2π, умноженной на произвольное целое 
число, и их численные значения удобно приравнять 
к нулю. В таком случае коэффициенты ra, ta – дей-
ствительные. В общем случае, когда начальные фазы 

, ,p q gφ φ φ  могут не совпадать, для обозначения ком-
плексного коэффициента отражения будем пользо-
ваться параметром âr  ˆ( exp( ), ).a a ra ra q pr r i= φ φ = φ − φ   

Рис. 1. Направления компонент волновых векторов κ κ κ bfilm, , ,a b  при отражении: 
(а) на границе раздела двух диэлектриков, (б) от тонкой диэлектрической пластины, (в) от ОФК
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Ĝb

Ĝb
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Энер ге тические коэффициенты отражения Ra и про-
пускания Ta представим следующим образом:

 
22 2 2 2

2 2

/ ( ) / ( ) ;

( / ) 4 / ( ) .

a a a a a b a b

a a b a a b a b

R Q P r

T t

= = = c − c c + c

= ⋅ c c = c c c + c
 (3)

Энергетические коэффициенты Ra и Ta равны 
отношению среднего потока энергии, соответствен-
но, отраженной и прошедшей волн к среднему по-
току энергии падающей волны. Здесь рассматрива-
ются только поперечные (т.е. параллельные оси х) 
составляющие потоков энергии в слоях среды. 
Выполняется условие непрерывности поперечного 
потока энергии: 

 2 2 2( ) .a a a b bP Q Gc − = c    (4)

В случае падения плоской волны âP  из среды 
с показателем преломления na (x < 0) на диэлектри-
ческую пластину толщиной h и показателем прелом-
ления nfilm ( 2

filmfilm ,n = ε  filmε  – диэлектрическая 
проницаемость материала пластины) (рис. 1б) в об-
ласти x < 0 возникает отраженная волна ˆ ,aQ  а в об-
ласти x > h – волна ˆ ,bG  преломленная в среду с по-
казателем преломления nb. Поле внутри пластины 
можно представить прямой и обратной волна-
ми ˆ ˆ,A B  

film
ˆ exp[ ( )],aA A i t x z= φ + w − κ −b  

film
ˆ exp[ ( )],bB B i t x z= φ + w + κ −b  

где 2 2 2
film 0 film .k nκ = −b  Эти волны называются 

парциальными волнами. 
Для комплексных амплитуд ˆ ˆˆ, , bA B G  справедливы 

равенства ˆ , ,b bB r A G A B= = +  где ˆ exp( )b b rbr r i= φ  – 
френелевский коэффициент отражения на границе 
x = h,

 
film film

film film film

ˆ ( ) / ( ),

/ ( ) , / ( ) .
b b b

b b b

r
τ τ

= c − c c + c

c = κ ε c = κ ε
  (5)

Начальные фазы , ,a b gφ φ φ  совпадают с точно-
стью до величины 2π, умноженной на произвольное 
целое число, и здесь удобно выбрать их численные 
значения равными 0.gφ =  В таком случае фазы волн 
ˆ ˆ,A B  на границе x = 0 будут равны, соответственно, 

h±φ  (где filmh hφ = κ  – фазовая задержка, возникаю-
щая для парциальной волны при прохождении слоя 
толщиной h).

Теперь запишем формулы для коэффициента 
отражения ra на границе x = 0 и отражательной (Ra) 
и пропускательной (Ta) способности пластины:

 

1/22 2
film 2

film
2 2

film 2

film
2

2
2

1 tg
,

1 tg

, 1 .

= =

    c c c − + − φ       c c c   =  
    c c c

+ + + φ        c c c    

= = = −

a
a

a

b b
h

a a

b b
h

a a

a
a a a a

a

Q
r

P

Q
R r T R

P

  (6)

Формулы (6) находятся в согласии с известными 
формулами Эйри, получаемыми при рассмотрении 
многолучевой интерференции волн в прозрачной пла-
стине [20]. Так, согласно (6), при значениях 2 2h mφ = π  
и π(2m + 1) для Ra достигаются экстремальные значе-
ния равные, соответственно, 2 2( ) / ( )a b a bc − c c + c  и 

film film
2 2 2 2( ) / ( ) .a b a bc c − c c c + c  В частности, в ин- 

терференционных минимумах отражения, возни-
кающих, например, при одновременном выполне-
нии условий: 1) 2 2h mφ = π  и a bc = c  или  
2) 2 (2 1)h mφ = π +  и 

film
2,a b a bc ≠ c c = c c  должны 

достигаться значения Ra, равные нулю. В общем слу-
чае при вариации угла падения φ падающей  
волны âP  должны наблюдаться чередующиеся макси-
мумы и минимумы интенсивности отраженной ˆ

aQ  
и преломленной ˆ

bG  волн.

2. ОТРАЖЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 
ОТ МНОГОСЛОЙНОГО  

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗЕРКАЛА

Рассмотрим многослойное диэлектрическое 
зеркало (рис. 1в), состоящее из чередующихся f- 
и s-слоев с показателями преломления nf и ns и тол-
щиной h и s, соответственно, и размещенное между 
однородными диэлектрическими средами с показа-
телями преломления na (x < 0) и nb (x > H). Удобно 
представлять данную структуру как обрамленный 
двумя однородными диэлектрическими средами 
ОФК, образованный многократным повторением 
составленной из двух слоев (f- и s-слоев) ячейки 
с размером ( ).h sΛ Λ = +  На рис. 1в показана всего 
одна такая ячейка, обрамленная двумя однородны-
ми средами. При падении плоской волны âP  
на нижнюю границу (x = 0) ОФК в областях x < 0 и 
x > H возникают, соответственно, отраженная ˆ

aQ  
и преломленная ˆ

bG  плоские волны, а в области 
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H > x > 0 возбуждаются прямая и обратная ВФБ. 
Описание ТЕ-поляризованных ВФБ для случая не-
ограниченного ОФК приводится нами в рабо-
тах [8, 9]. В данной работе представим эти волны 
для случаев ТЕ- и ТМ-поляризации излучения 
в единой форме неоднородной волны Ψu(x, z, t):

 ( , , ) ( )exp{ [( ( , )]}.u ux z t x i t x zΨ = Ψ w +Φ   (7)

Здесь функции Ψu(x) и Φ(x, z) задают, соответ-
ственно, распределение амплитуды и фазы волны. 
Поверхности постоянной амплитуды являются пло-
скостями, перпендикулярными оси х. Функция 
Ψu(x) – периодическая с периодом, равным Λ, так 
что, введя локальные координаты / 2f x h mx = − − Λ  
и / 2s x s h mx = − − − Λ  (где m – номер ячейки ОФК), 
отсчитываемые от середин соответствующих слоев, 
для нее можно записать:

 

( )

( )

1/22 2

1/22 2

( )

( ) 2 cos(2 ) ,

/ 2 / 2,

( ) 2 cos(2 ) ,

/ 2 / 2.

Ψ =

Ψ x = + + ⋅ κ x
 − < x <= 
Ψ x = + + ⋅ κ x
 − < x <

u

f f f f

f

s s s s

s

x

A B AB

h h

C D CD

s s

 (8)

Фазовая функция Φ(x, z) зависит от двух коорди-
нат, и, в общем случае, ВФБ – неплоская:

 0( , ) ( ) ( ),ux z K m z xΦ = φ − Λ + ς −b − φ  (9)

где 0φ  имеет смысл начальной фазы волны, фазовый 
параметр 0ς =  в f-слоях при m x m hΛ < < Λ +   
и 1 / 2ς =  в s-слоях при ( 1),m h x mΛ + < < Λ +   
а ( )u xφ  – нелинейная составляющая фазовой функ-
ции Φ(x, z), задающая форму профиля волновых по-
верхностей ВФБ. Константа К (блоховское волновое 
число) может быть найдена из дисперсионного урав-
нения [8]:

 
0

cos cos( )cos( )

1 sin( )sin( ), .
2

f s

fs
f s s

f s

K h s

h s k n

Λ = κ κ −

 cc
 − + κ κ b <
 c c 

  (10)

Распределение (8) поля ВФБ в слоях ОФК зада-
ется амплитудными коэффициентами A, B, C, D пар-
циальных волн, которые при действительных ,f sκ κ  
и К также являются действительными и зависят 
от параметров ячейки среды и блоховского волново-
го числа [8, 9]: 

( ) ( )
( )
( )
( )
( )

0

0

0

0

sin ( ) / 2 sin ( ) / 2 ,

sin ( ) / 2

sin ( ) / 2 ( ) / ( ),

sin ( ) / 2 sin( )( ) / 2 ,

sin ( ) / 2 sin( )( ) / 2 .

f s f s

f s

f s s f s f

f s f s f s

f s f s f s

A A h s K h s K

B A h s K

h s K

C A h s K h

D A h s K h

 = κ − κ + Λ κ + κ + Λ

 = κ − κ + Λ ×
 × κ − κ − Λ c − c c + c

 = κ + κ + Λ κ c + c c

 = κ − κ + Λ κ c − c c

 (11)

Формулы (11) являются обобщением формул (12) ра-
боты [8] и позволяют описывать особенности ТМ-поля-
ризованных волн, которые ранее нами не рассматри-
вались. Например, для случая ТМ-поляризации 
излучения, согласно (11), при выполнении условия 
c = cs f  амплитуды B и D парциальных волн равны 
нулю, а коэффициенты A и C равны друг другу, ВБФ 
в f- и s-слоях фотонного кристалла имеет вид однород-
ных плоских волн, для которых углы падения αf, αs  
на межслойные границы находятся в согласии с усло-
виями Брюстера tg / , tg / .f s f s f sn n n na = a =  При 
этом дисперсионное уравнение (10) сводится к ра-
венству cos cos( ).f sK h sΛ = κ + κ

Параметр A0 в (11) играет роль амплитуды ВФБ. 
В ограниченном ОФК для прямой и обратной волн 
этот параметр может различаться. Имеет смысл ввести 
в рассмотрение амплитудный коэффициент отраже-
ния ru на границе x = H как отношение амплитуд Adown 
и Aup (в данном случае считаем эти параметры действи-
тельными), соответственно обратной и прямой ВФБ. 
Рассматривая условия непрерывности тангенциальных 
компонент полей волн, на межслойных границах вну-
три ОФК и на границах ОФК с прилегающими среда-
ми, можно получить для коэффициента ru:

 

down

up

2
2 2

1
,

1

4 cos .

−
= =

+

c − = + φ c + − 

u
u

u

b
u h

f

A F
r

A F

A B ABF
A B A B

 (12)

Модуль амплитудного коэффициента отраже-
ния rau и энергетические коэффициенты отражения 
Rau и пропускания Tau плоской волны ˆ ,aP  получен-
ные для ОФК с учетом интерференции прямой и об-
ратной ВФБ, находятся из следующих формул:

 

1/22 2
p.-q. p.-d.

2 2
p.-q. p.-d.

2

2 cos(2 2 )
,

1 2 cos(2 2 )

, 1 ,

= =

 + + φ + φ
 =
 + + φ + φ 

= = −

a
au

a

a u a u

a u a u

au au au au

Q
r

P

r r r r

r r r r

R r T R

 (13)

где ra – модуль амплитудного коэффициента отраже-
ния от полубесконечного ОФК: 
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1/22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) 2 ( )cos
,

( ) ( ) 2 ( )cos
a f a f a ff

a
a f a f a ff

A B AB h
r

A B AB h

 c − c + c + c + c − c κ
 =
 c + c + c − c + c − c κ 

  (14)

коэффициента пропускания Та образца от угла паде-
ния φ лазерного пучка света. На рис. 2 представле-
на схема эксперимента. Интенсивность излучения 
He-Ne-лазера5 (1), прошедшего через поляризатор (2) 
и образец (4), установленный на столике гониоме-
тра (3), измерялась фотоприемником (5).

1 2 3 5

4

φ

 
Рис. 2. Схема эксперимента

Согласно предварительным оценкам, выполнен-
ным по формулам (6), угловое расстояние между со-
седними максимумами интенсивности проходящего 
света должно быть наибольшим при значениях углов 
падения, близких к нулю (режим нормального паде-
ния) и углов падения близких к 90° (режим скользя-
щего падения). Угловая ширина интерференционных 
резонансов в этих режимах наиболее велика, что 
также должно существенно упрощать уверенную ре-
гистрацию максимумов и минимумов интенсивности 
проходящего излучения при вариации угла падения φ. 

На рис. 3 для случая ТЕ-поляризованного излу-
чения при вариации угла падения φ в пределах от 0° 
до 8° представлены: измеренная интенсивность Itrans 
излучения (в относительных единицах, о.е.), про-
шедшего через образец, и рассчитанный по форму-
лам (6) коэффициент пропускания Та стеклянной 
пластины. В полном соответствии с предваритель-
ными расчетами при увеличении угла падения в пре-
делах от 0° до 8° угловое расстояние между резонан-
сами и их угловая ширина уменьшаются. 
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Рис. 3. Измеренная интенсивность Itrans (красная линия 
с точками) и рассчитанная функция пропускания Ta  

пластины с nb = 1.52 и d = 0.7 мм (сплошная 
синяя линия) в зависимости от угла падения φ. 

Длина волны излучения равна 0.6328 мкм

5 Гелий-неоновый лазер.

p.-q. p.-d.2 , 2φ φ  – параметры согласования фаз волн3 
на границах x = 0 и x = h: 

p.-q.
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

p.-q.

2

( )( )sin 2
arctg

( )( ) 2 ( )cos 2

,

φ =

c − c − φ
= +

c − c + − c + c φ

+ π

a hf

a a hf f

A B

A B AB

m

  (15)

( )p.-d.2 2 2arctg tg ( ) / ( ) .hK N A B A Bφ = Λ + φ − +   (16)

Здесь параметр p.-d.φ  с точностью до величины 
2π, умноженной на целое число, равен фазовой за-
держке, возникающей для ВФБ при двойном прохож-
дении ограниченного ОФК, параметр N задает число 
ячеек ограниченного ОФК, параметр p.-q.φ  равен 
среднему значению фаз падающей и отраженной волн 
на границе x = 0, численные значения параметра mp.-q. 
при вариации параметров ячейки ОФК и ВФБ могут 
принимать значения 0 1.±  Анализ формул (13–16) 
показывает, что при вариации угла падения φ плоской 
волны на ОФК должны возникать интерференцион-
ные максимумы и минимумы интенсивностей для от-
раженной и преломленной волн.

3. СХЕМА ЭКСПЕРИМЕНТА  
И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В экспериментах в качестве исследуемой струк-
туры использовалось многослойное интерферен-
ционное диэлектрическое зеркало, изготовленное 
на высоковакуумной установке ионно-лучевого нане-
сения диэлектрических слоев Aspira-150 (производи-
тель – Изовак, Беларусь)4. Данная структура (образец) 
представляла собой стеклянную подложку (в качестве 
материала подложки использовалось стандартное 
слайдовое стекло, толщина подложки 0.7 мм, показа-
тель преломления 1.52) с нанесенными на ее поверх-
ность 10 парами чередующихся слоев Nb2O5 (оксид 
ниобия (V), толщина 0.11 мкм, показатель преломле-
ния 2.27) и SiO2 (кварцевое стекло, толщина 0.18 мкм, 
показатель преломления 1.48). Материальные параме-
тры слоев структуры и подложки предоставлены про-
изводителем. В экспериментах изучалась зависимость 

3 Индекс p.-d. – phase delay – фазовая задержка; в индек-
се p.-q. буква p указывает на волну Pa, а буква q указывает 
на волну Qa. [Index p.-d. is a phase delay; in p.-q. index the letter 
p indicates the Pa wave, and the letter q indicates the Qa wave.]

4 http://izovac.by/ (in Russ.). Дата обращения 27.09.2024. / 
Accessed September 27, 2024.

http://izovac.by/
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На рис. 4 для случая ТЕ-поляризованного излу-
чения представлены в зависимости от угла скольже-
ния ( / 2 ):θ θ = π − j  измеренная интенсивность Itrans 
излучения (в о.е.), прошедшего через образец, и рас-
считанный по формулам (6) коэффициент пропуска-
ния Та стеклянной пластины.
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Рис. 4. Измеренная интенсивность Itrans (красная линия  
с точками) и рассчитанная функция пропускания Ta  

пластины с nb = 1.52 и d = 0.7 мм (сплошная 
синяя линия) в зависимости от угла скольжения θ. 

Длина волны излучения равна 0.6328 мкм

В данном режиме скользящего падения при уве-
личении угла скольжения θ в представленных пре-
делах от 0° до 8° также в полном согласии с пред-
варительными оценками отчетливо фиксируется 
заметное уменьшение угловой ширины и углового 
расстояния между наблюдаемыми резонансами.

Представленные на рис. 3 и 4 зависимости от-
четливо демонстрируют наличие интерференцион-
ных резонансов тонкой диэлектрической пластины. 
Вместе с тем следует заметить для представленных 
зависимостей Itrans наличие значительного роста про-
пускания в максимумах и минимумах интенсивности 
как при увеличении угла падения φ (в режиме, близ-
ком к нормальному падению), так и при увеличении 
угла скольжения θ (в режиме, близком к скользящему 
падению). Данные особенности объясняются вли-
янием нанесенных на стеклянную пластину слоев 
Nb2O5 и SiO2, интерференция волн в которых должна 
приводить к дополнительным модуляциям интенсив-
ности проходящего через образец излучения. 

На рис. 5 для случая вариации угла падения φ 
в пределах от 0° до 90° представлены измеренная 
интенсивность Itrans ТЕ-поляризованного излуче-
ния He-Ne-лазера (в о.е.), прошедшего через обра-
зец (красный цвет, черные точки), и рассчитанная 
по формулам (13) функция пропускания Tau ОФК 
с параметрами ячейки: h = 0.11 мкм, s = 0.18 мкм, 
nf = 2.27, ns = 1.48 (сплошная синяя линия). Кристалл 
состоит из 10 ячеек, обрамлен двумя однородны-
ми средами с показателями преломления: na = 1, 
nb = 1.52. Согласно расчетам, в результате интер-
ференции ВФБ в ОФК при вариации угла падения 
φ в диапазоне от 0° до 90° должны наблюдаться че-
тыре интерференционных максимума пропускания. 
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Рис. 5. Функция пропускания Tau ОФК (сплошная 
синяя линия) и измеренная интенсивность Itrans 

в зависимости от угла падения φ (красный цвет, 
черные точки). Длина волны равна 0.6328 мкм

Пропускание рассматриваемого образца опреде-
ляется наложением на интерференционные резонан-
сы стеклянной пластины интерференционных резо-
нансов ОФК. Здесь следует заметить, что резонансы 
пропускания и соответствующие им резонансы от-
ражения для стеклянной пластины отчетливо реги-
стрируются с используемым лазером лишь в ограни-
ченном интервале углов падения φ и скольжения θ, 
не превышающих 20° (рис. 6а, 6б). 

 (а) (б) (в)

Рис. 6. Фотографии отраженного лазерного пучка 
при значениях угла падения φ: 

(а) 12°; (б) 75°; (в) 50°

В диапазоне углов падения φ от 30° до 70° 
угловая ширина резонансов стеклянной пластины 
существенно меньше угловой расходимости лазер-
ного пучка (рис. 6в), и эти быстрые модуляции ин-
тенсивности не разрешаются. При этом медленные 
модуляции интенсивности, обусловленные интер-
ференцией ВФБ, находятся в полном соответствии 
с теорией. 

Полученные результаты экспериментов и тео-
ретического моделирования достаточно хорошо 
согласуются и демонстрируют наличие интерфе-
ренции ВФБ в ОФК, в результате которой интен-
сивность излучения в максимумах и минимумах 
интерференционных резонансов тонкой стеклян-
ной пластины может изменяться существенным об-
разом. Таким образом, представление ВФБ в фор-
ме неоднородных волн может быть полезным для 
расчета и оптимизации параметров оптических 
элементов и устройств, в которых используются 
интерференционные эффекты в многослойных пе-
риодических структурах.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены точные выражения для коэф-
фициентов отражения и прохождения для случая огра-
ниченного ОФК со ступенчатым профилем показате-
ля преломления на основе представления волн в виде 
линейной комбинации Флоке – Блоха. Установлено 
качественное согласование экспериментальных изме-
рений коэффициента пропускания плоской ТЕ-волны, 
падающей из полупространства на ограниченный фо-
тонный кристалл с теоретическими вычислениями. 
На графике (рис. 5) отчетливо наблюдаются быстрые 
модуляции интенсивности, что находится в соответ-
ствии с известными выражениями Эйри, получаемы-
ми в случае многолучевой интерференции волн в про-
зрачной пластине при вариации угла падения волны. 
Толщина стеклянной подложки во много раз больше 
толщины фотонного кристалла и длины волны ла-
зерного излучения, что приводит к большой фазовой 
задержке, поэтому должны наблюдаться быстро че-
редующиеся максимумы и минимумы интенсивно-
сти, которые с трудом разрешаются при измерениях. 
Медленные же модуляции интенсивности в свою оче-
редь, обусловлены интерференцией ВФБ в фотонном 
кристалле, где при небольшом блоховском волновом 
векторе фазовый набег намного меньше. 
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НАУЧНАЯ СТАТЬЯ

Развитие модельных представлений  
термической реакции вязкоупругих тел  

на температурное поле
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Резюме 
Цели. В последние десятилетия в связи с созданием мощных излучателей энергии и их использованием 
в технологических операциях возросла актуальность исследований термической реакции твердых тел на тем-
пературное поле. Существует значительное количество публикаций, описывающих эти процессы математи-
ческими моделями динамической или квазистатической термоупругости, в основном для большинства тех-
нически важных материалов, подчиняющихся закону Гука. Однако при повышенных температурах и более 
высоком уровне напряжений понятие об упругом теле становится недостаточным: почти у всех материалов 
обнаруживается более или менее отчетливо явление вязкого течения. Реальное тело начинает проявлять 
упругие и вязкие свойства и становится вязкоупругим. Возникает достаточно сложная проблема – развитие 
динамической (квазистатической) термовязкоупругости в рамках соответствующих математических моде-
лей классической прикладной термомеханики и математики. Цель работы – рассмотреть открытую проблему 
теории теплового удара в терминах обобщенной модели термовязкоупругости в условиях классической фе-
номенологии Фурье о распространении теплоты в твердых телах. Рассматриваются три вида интенсивного 
нагрева: температурный, тепловой, нагрев средой. В равной мере могут быть рассмотрены режимы интен-
сивного охлаждения. Ставится задача: разработать модельные представления динамической (квазистати-
ческой) термовязкоупругости, допускающие точные аналитические решения соответствующих краевых за-
дач на их основе. Указанное направление в научной литературе практически отсутствует.
Методы. Использованы методы и теоремы операционного исчисления.
Результаты. Развиты модельные представления термической реакции вязкоупругих тел с использованием 
предложенного нового уравнения совместности в перемещениях. 
Выводы. Предложены новые интегро-дифференциальные соотношения на базе линейных реологических 
моделей для среды Максвелла и среды Кельвина, включающие одновременно динамические и квазиста-
тические модели для вязкоупругих и упругих сред, обобщающие результаты предыдущих исследований. 
Предложенные определяющие соотношения новой формы применимы для описания термической реакции 
квазиупругих тел канонической формы одновременно в трех системах координат с определяющим систему 
параметром, что позволяет выявить влияние топологии области на величину соответствующих температур-
ных напряжений. 

Ключевые слова: тепловой удар, термовязкоупругость, обобщенные динамические модели, аналитические 
решения, термические напряжения
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Abstract
Objectives. In recent decades, the relevance of research into the thermal response of solids to a temperature field 
has increased in connection with the creation of powerful energy emitters and their use in technological operations. 
There is a significant number of publications describing these processes using mathematical models of dynamic 
or quasi-static thermoelasticity, mainly for most technically important materials that obey Hooke’s law. However, 
at elevated temperatures and higher stress levels, the concept of an elastic body becomes insufficient: almost all 
materials exhibit more or less clearly the phenomenon of viscous flow. The real body begins to exhibit elastic and 
viscous properties and becomes viscoelastic. A rather complex problem arises: the development of dynamic (quasi-
static) thermoviscoelasticity within the framework of the corresponding mathematical models of classical applied 
thermomechanics and mathematics. The purpose of the work is to consider the open problem of the theory 
of thermal shock in terms of a generalized model of thermoviscoelasticity under the conditions of classical Fourier 
phenomenology on the propagation of heat in solids. Three types of intense heating are considered: temperature, 
thermal, and medium heating. Intensive cooling modes can be equally considered. The task is posed: to develop 
model representations of dynamic (quasi-static) thermoviscoelasticity that allow accurate analytical solutions of the 
corresponding boundary value problems on their basis. This direction is practically absent in the scientific literature.
Methods. Methods and theorems of operational calculus were used.
Results. Model representations of the thermal response of viscoelastic bodies using the proposed new compatibility 
equation in displacements have been developed.
Conclusions. New integro-differential relations are proposed based on linear rheological models for the Maxwell 
medium and the Kelvin medium, including both dynamic and quasi-static models for viscoelastic and elastic media, 
generalizing the results of previous studies. The proposed constitutive relations of the new form are applicable 
to describe the thermal response of quasi-elastic bodies of a canonical shape simultaneously in three coordinate 
systems with a system-defining parameter, which makes it possible to identify the influence of the topology of the 
region on the value of the corresponding temperature stresses.

Keywords: heat stroke, thermoviscoelasticity, generalized dynamic models, analytical solutions, thermal stresses
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ВВЕДЕНИЕ

Статья продолжает исследования автора [1, 2] 
по развитию обобщенных локально-равновесных 
и локально-неравновесных процессов переноса тепло-
ты. В данной статье изучается открытая проблема тер-
мической реакции вязкоупругих тел на нагрев массив-
ного тела, ограниченного изнутри либо плоской 
поверхностью (упругое полупространство в декарто-
вой системе координат), либо цилиндрической по-
верхностью (упругое пространство в цилиндрической 
системе координат с внутренней цилиндрической по-
лостью), либо сферической поверхностью (упругое 
пространство в сферической системе координат с вну-
тренней сферической полостью). Развивается новый 
подход на основе интегро-дифференциальных соотно-
шений, включающих одновременно динамические 
и квазистатические модели для вязкоупругих и упру-
гих сред, обобщающий результаты предыдущих ис-
следований. Новые модельные представления основа-
ны на линейных реологических моделях Максвелла 
и Кельвина, что позволяет отчетливо проследить влия-
ние вязкого течения в упругой среде на температурные 
упругие напряжения. Приведенные результаты прак-
тически открывают новое научное направление в при-
кладной термомеханике и математике, а именно: ис-
следование термической реакции вязкоупругих тел 
на интенсивный нагрев (охлаждение) в рамках дина-
мических и квазистатических моделей. На первом эта-
пе исследования проводятся в условиях наиболее рас-
пространенного на практике локально-равновесного 
процесса переноса теплоты на основе классической 
феноменологии Фурье [3] в виде линейного градиент-
ного соотношения, связывающего вектор плотности 
теплового потока ( , )q M t  (t – время), с градиентом 
температуры T(M, t): T( , ) qrad ( , ),= −lq M t T M t  λT – 
коэффициент теплопроводности. Рассматриваются 
три случая интенсивного нагрева границы S области 

{ ( , , ) ,  0},M x y z D D S tΩ = ∈ = + >  описывающей ре-
альное твердое тело, а именно: температурный нагрев 

c( , ) ( ), ,  0T M t T t M S t= ∈ >  (Tc(t) > T0; T0 – начальная 
температура, при которой область находится в нена-
пряженном и недеформированном состоянии); тепло-
вой нагрев T 0( , ) / (1 / ) ( ),∂ ∂ = − lT M t n q t  ,  0∈ >M S t  
(q0(t) – величина теплового потока, 1 2 3( , , )n n n n=  – 
внешняя нормаль к S, вектор, непрерывный на S); 
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нагрев средой c( , ) / ( , ) , ∂ ∂ = − − T M t n h T M t T  
,  0∈ >M S t  (h – относительный коэффициент тепло-

обмена, Tc – температура окружающей среды (Tc(t) > T0). 
В равной мере могут быть рассмотрены и случаи рез-
кого охлаждения, а также действия внутренних источ-
ников (стоков) теплоты.

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Пусть ( , ), ( , ), ( , )ij ij iM t M t U M tσ ε
 

– соответ-
ственно компоненты тензоров напряжения, дефор-
мации и вектора перемещения, удовлетворяющие 
основным уравнениям (несвязанной) термоупруго-
сти (в индексных обозначениях) [1–6]:

 , ( , ) ( , ) ( , ),ij j i iM t F M t U M t∗σ + = r  (1)

 , ,( , ) (1 / 2) ( , ) ( , ) ,ij i j j iM t U M t U M t ε = +    (2)

 T 0

( , ) 2 ( , )

( , ) (3 2 ) ( ( , ) ) ,

, 0,

ij ij

ii ij

M t M t

M t T M t T

M D t

σ = µε +

 + lε − l + µ a − d 
∈ >

 (3)

где ρ* – плотность; λ, μ – изотермические коэффици-
енты Ламе; G – модуль сдвига; 2 / (1 2 );l = −Gv v  
v  – коэффициент Пуассона, при этом 2 (1 ) ,G v E+ =  
E – модуль Юнга; λT – коэффициент линейного тепло-
вого расширения, δij – символ Кронекера, Fi(M, t) – 
компоненты объемной силы; e(M, t) = Ui,i(M, t) = 
= εii(M, t) – объемная деформация, связанная с сум-
мой нормальных напряжений σ(M, t) = σnn(M, t), 
(n = x, y, z) соотношением

 T 0
1 2( , ) ( , ) 3 ( , ) .ve M t M t T M t T

E
−

 = σ + a −   (4)

К соотношениям (1)–(4) следует присоединить 
граничные условия ( , ) ( , ), ,σ = ∈∑ ji j i

j
M t n f M t M S  

0>t  на той части поверхности, где заданы напряже-
ния, и граничные условия ( , ) ( , ), ,= j ∈i iU M t M t M S  

0>t  – на той части поверхности, где заданы переме-
щения. Для частично ограниченной области Ω   
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следует добавить условие ограниченности всех 
функций, входящих в (1)–(4). Входящая в (3) темпе-
ратурная функция T(M, t) находится из решения кра-
евой задачи нестационарной теплопроводности вида

0 0

1 2 3

( , ) (1 / ) ( , ), , 0,

( , ) , ,

( , ) ( , ) ( , ), , 0,

t

T a T M t c f M t M D t
t

T M t T M S

T M t T M t M t M S t
n

∗

=

∂
= ∆ + r ∈ > ∂ = ∈ 

∂ g + g = g j ∈ >
∂ 

 (5) 

а – температуропроводность; c – теплоемкость;  
γ1, γ2, γ3 – коэффициенты в граничном условии.

Соотношения (1)–(4) – общие соотношения ди-
намической термоупругости, связывающие напряже-
ния, деформации, перемещения и температуру. При 
переходе к конкретным случаям выражения (1)–(4) 
необходимо преобразовать в так называемые урав-
нения совместности либо в напряжениях, либо 
в перемещениях и для этих уравнений записывать 
соответствующую задачу динамической термо-
упругости. Для рассматриваемого в статье случая 
необходимо учесть влияние кривизны граничной по-
верхности твердого тела на температуру и соответ-
ствующие температурные напряжения. Здесь более 
удобной математической моделью является уравне-
ние «совместности» в перемещениях, одновремен-
но охватывающее цилиндрическую, сферическую 
и декартову системы координат, причем в рамках 
обобщенной модели, затрагивающей многочислен-
ные практические приложения.

Подставляя правые части (3) в (1) (без объемных 
сил) и используя далее (2) и (4), после ряда длитель-
ных преобразований приходим к трем уравнениям: 

2

2

0T

( , )1 ( , )( , ) ( / )
(1 2 )

( , )2(1 )
, ( , , ),

(1 2 )

i
i

U M te M tU M t G
v i t

T M t Tv
i x y z

v i

∗ ∂∂
∆ + ⋅ − r =

− ∂ ∂

 ∂ −+ a  = ⋅ =
− ∂

которые формально можно записать в виде вектор-
ного равенства

 
2

2

T 0

1( , ) grad div ( , )
(1 2 )

( , )( / )

2(1 ) grad ( , ) , , 0.
(1 2 )

∗

 ∆ + − −

∂
− r =

∂
+

 = a − ∈ > −

U M t U M t
v

U M tG
t

v T M t T M D t
v

 (6)

Заметим, что при обратном переходе необходимо 
приравнять соответствующие компоненты в вектор-
ной записи левой и правой частей в (6).

Рассмотрим далее практические случаи динами-
ческой термоупругости на основе соотношения (6). 
В первом случае в декартовых координатах (x, y, z) 
рассматривается область z > R, t > 0, ограниченная 
плоской поверхностью, температурное состояние 
которой описывается функцией Ti(z, t), (i = 1, 2, 3); 
при этом Ux = Uy = 0, Uz = Uz(z, t) и соотношение (6) 
будет выглядеть следующим образом: 

 

2 2

2 2 2
p

0
T

( . ) ( , )1

( , )1 , , 0.
1

z z

i

U z t U z t
z v t

T z t Tv z R t
v z

∂ ∂
− ⋅ =

∂ ∂

 ∂ −+  = a > >
− ∂

 (7)

Здесь p
2 (1 ) ( 2 ) /

(1 2 )
G vv

v
∗

∗
−

= = l + µ r
r −

 – ско-

рость распространения волны расширения в упру-
гой среде, близкая к скорости звука.

Интересующая нас компонента напряжения 
σzz(z, t) связана с перемещением соотношением

T 0
2 (1 ) 1( , ) ( , ) .
(1 2 ) 1

z
zz i

UG v vz t T z t T
v z v

∂ − +
 σ = − a −  − ∂ − 

  (8)

Температурная функция удовлетворяет трем ус-
ловиям нагрева:

 

2

2

0 0

1 c

2
T 0

3
3 c

, , 0, ( 1,2,3),

( , ) , ,

( , ) , 0,

(1 / ) , 0,

( ), 0,

( , ) , , 0.

i i

i t

z R

z R

z R

i

T T
a z R t i

t z
T z t T z R

T z t T t

T
q t

z
T

h T T t
z
T z t z R t

=

=

=

=

∂ ∂
= > > = 

∂ ∂ 
= ≥


= > 

∂

= − l > 
∂ 

∂
= − − > 

∂ 
< ∞ ≥ ≥ 

 (9)

Во втором случае в сферических координа-
тах (ρ, φ, θ) рассматривается область ρ > R, t > 0 
с внутренней сферической полостью при нагреве 
в условиях центральной симметрии Ti = Ti(ρ, t), так 
что Uφ = Uθ = 0, Uρ = Uρ(ρ, t) и (6) записывается в виде:

 

2

2

2 2 2
p

0
T

( , ) ( , )2

( , )2 1( , )

( , )1 , , 0.
1

i

U t U t

U t
U t

v t

T t Tv R t
v

r r

r
r

∂ r ∂ r
+ ⋅ −
r ∂r∂r

∂ r
− r − ⋅ =
r ∂

 ∂ r −+  = a r > >
− ∂r

  (10)
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При этом

 

T 0

( , )2 (1 ) 2( , )
(1 2 ) 1

1 1( , ) ( , ) ,
1

r
rr

r

∂ r− σ r = + ×
− ∂r −

+
 × r − a r −  r − 

i

U tG v vt
v v

vU t T t T
v

 (11)

 

2

2

1 c

2
T 0

3
3 c

( , ) 2 , , 0,

( , ) , 0,

( , )
(1 / ) , 0,

( , )
( , ) , 0,

( , ) , , 0.

i i i

R

R

R R

i

T t T T
a R t

t

T t T t

T t
q t

T t
h T t T t

T t R t

r=

r=

r= r=

 ∂ r ∂ ∂
= + ⋅ r > >   ∂ r ∂r∂r  


r = > 

∂ r = − l >
∂r


∂ r  = − r − >  ∂r


r < ∞ r ≥ ≥ 

  (12)

В третьем случае в цилиндрических коорди-
натах (r, φ, z) рассматривается область ρ > R, t > 0  
с внутренней цилиндрической полостью в усло-
виях радиальной температуры Ti = Ti(ρ, t), так что 
Uφ = Uz = 0, Ur = Ur (r, t) и соотношение (6) будет 
иметь вид:

 

2

2 2

2
0

T2 2
p

( , ) ( , )1 1 ( , )

( , )( , )1 1 ,
1

, 0.

∂ ∂
+ ⋅ − −

∂∂
 ∂ −∂ +  − ⋅ = a

− ∂∂

> >

r r
r

ir

U r t U r t
U r t

r rr r
T r t TU r t v

v rv t

r R t

  (13)

При этом:

 

T 0

( , )2 (1 )( , )
(1 2 ) 1

1 1( , ) ( , ) ,
1

∂−
σ = + ×

− ∂ −
+  × − a −  − 

r
rr

r i

U r tG v vr t
v r v
vU r t T r t T

r v

  (14)
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1 , , 0,
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( , ) , 0,
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(1 / ) , 0,
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( , ) , 0,

( , ) , , 0.
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r R
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i

T T T
a r R t

t r rr

T r t T r R

T r t T t

T r t
q t

r
T r t

h T r t T t
r

T r t r R t

=

=

=

= =

 ∂ ∂ ∂
= + ⋅ > >   ∂ ∂∂  

= ≥ 
= > 
∂ = − l >
∂
∂  = − − > ∂ 
< ∞ ≥ ≥ 

 (15)

Представляет интерес охватить одновремен-
но все три случая во всех трех системах координат 
в рамках обобщенной модели, что может представ-
лять несомненную практическую значимость в тео-
рии теплового удара. Для удобства записи обобщен-
ной модели введем обобщенную координату μ: μ = z 
в декартовых координатах, μ = ρ – в сферических, 
μ = r – в цилиндрических. При этом Uμ = Uμ(μ, t), 
σμμ = σμμ(μ, t), Ti = Ti(μ, t). 

Соотношения (7)–(15) для упругого тела теперь 
можно записать следующим образом в обобщенном 
виде:
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Здесь

 

, , 1 / 2 

, , 1 / 2  

, , 0  
.

> = − −


 r r > = −µ = 

 > = −



z z R m

R m

r r R m

äëÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò,

äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò,

äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

 (19)

К полной постановке динамической задачи для 
перемещений в упругой области следует добавить 
начальные и граничные условия (в последнем слу-
чае граница области предполагается свободной 
от напряжений):
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 ( , ); ( , ) , , 0.U t t R tµ µµµ σ µ < ∞ µ ≥ ≥  (22)

ЗАВИСИМОСТИ  
МЕЖДУ НАПРЯЖЕНИЯМИ И ДЕФОРМАЦИЯМИ  

В РЕОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ

Многочисленные исследования термической 
реакции твердых тел выполнены, в основном, для 
большинства технически важных материалов, под-
чиняющихся закону Гука. Считается, что при отно-
сительно низком уровне температур и напряжений 
поведение широкого класса материалов находится 
в хорошем соответствии с теорией термоупругости, 
изложенной выше. 

При повышенных температурах и более высоком 
уровне напряжений понятие об упругом теле стано-
вится недостаточным: почти у всех материалов обна-
руживается более или менее отчетливо выраженное 
явление вязкого течения. В этом случае поведение 
реального тела принято называть вязкоупругим, 
т.к. тело одновременно проявляет упругие и вязкие 
свойства. Чтобы математически описать неупругое 
поведение тела при заданных условиях нагрева и на-
пряжения, необходимо соответствующим образом 
обобщить соотношения между напряжениями и де-
формациями (3)–(4).

Реологические модели, которые учитывают 
одновременно протекающие процессы упругого 
деформирования и вязкого течения, благодаря до-
статочной простоте принятых соотношений между 
напряжениями и деформациями дают возможность 
математически проанализировать, как будут вести 
себя реальные тела в различных условиях нагруже-
ния. В этом отношении учет реологических эффек-
тов имеет большое значение при проектировании 
элементов конструкций, подвергающихся воздей-
ствию высоких температур.

Выпишем все необходимые соотношения для 
реологических законов, связывающих напряжения 
σij(M, t) и деформации εij(M, t), (i, j = x, y, z). Для это-
го введем девиатор напряжений sij(M, t) и девиатор 
деформаций eij(M, t) соотношениями:

 sij(M, t) = σij(M, t) – σ*(M, t)δij, (23)

 eij(M, t) = εij(M, t) – ε*(M, t)δij, (24)

где σ* и ε* – среднее нормальное напряжение и сред-
нее удлинение:

* *1 1( , ) ( , ), ( , ) ( , ).
3 3ii ii

i i
M t M t M t M tσ = σ ε = ε∑ ∑  (25)

При помощи этих девиаторов соотноше-
ния (3)–(4) можно записать в виде:

 ( , ) 2 ( , ),ij ijs M t Ge M t=  (26)

T 0
1 2( , ) ( , ) ( , ) .

2 (1 )
vM t M t T M t T

G v
∗ ∗−

 ε = σ + a − +
 (27)

Эти равенства описывают поведение линейной 
упругой среды. Если к соотношениям закона Гука 
добавить слагаемое, выражающее ньютонов закон 
вязкости (последовательное или параллельное со-
единение пружины и вязкого сопротивления), то по-
лученные зависимости будут приводить к среде 
Максвелла:

 
( , ) ( , )1 ( , ) 2ij ij

ij
s M t e M t

s M t G
t t

∂ ∂
+ =

∂ τ ∂ðåë
 (28)

и к среде Кельвина 

 
( , )

( , ) 2 ( , ) .ij
ij ij

e M t
s M t G e M t

t

∂ 
= + τ 

∂  
ðåë  (29)

При этом соотношение (27) остается без измене-
ния. Последнее означает, что при гидростатическом 
сжатии или растяжении тело ведет себя как вполне 
упругое. Постоянная τрел = η/G носит название «время 
релаксации» в (28) и «время запаздывания» в (29), η – 
вязкость материала. Разумеется, поведение материалов 
на практике сложнее случаев (28)–(29), однако, если 
основываться на применении простейших моделей, 
то для металлов при высоких температурах и для по-
лимеров, сочетающих процессы упругого деформи-
рования и вязкого течения можно использовать схему 
Максвелла, а для материалов с внутренним трением 
при изучении затухающих колебаний – схему Кельвина. 

Заметим, что при τpел = 0 (η = ∞) соотноше-
ние (28) дает среду Гука, при τрел = 0 (η = 0) в (29) 
закон Кельвина сводится к зависимости (26).

При тепловом ударе (мгновенное нагревание или ох-
лаждение граничной поверхности) напряжения скачко-
образно изменяются на величину ( )T c 0E T T∆ = a −  [3]. 
В упругой среде эти напряжения остаются неизменными, 
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а в среде Максвелла начинается вязкое течение, 
вследствие которого напряжение непрерывно убыва-
ет, асимптотически приближаясь к нулевому значе-
нию. В среде Кельвина, напротив, скачок напряже-
ния превышает соответствующее упругое значение, 
к которому это напряжение впоследствии асимпто-
тически приближается.

НОВЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ  
ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОСТИ

Так как соотношения между напряжениями и де-
формациями для вязкоупругих материалов содержат 
переменную t – время, то соответствующие матема-
тические модели будут нестационарными и, следова-
тельно, динамическими. Приведенные соотношения 
могут быть использованы для описания термической 
реакции вязкоупругих тел канонической формы (бес-
конечная пластина; полупространство, ограниченное 
плоской поверхностью; тела цилиндрической и сфе-
рической формы и др.) при заданных условиях на-
грева (или охлаждения) в рамках соответствующей 
краевой задачи нестационарной теплопроводности. 
Для этого на начальном этапе необходимо полу-
чить дифференциальное уравнение динамической 
термовязкоупругости. Рассмотрение этого вопроса 
начнем в декартовых координатах для вязкоупруго-
го полупространства z ≥ l (l – левая граница обла-
сти) температуры T(z, t), граница которого свободна 
от напряжений. При этом Ux = Uy = 0, Uz = Uz(z, t), 
εxx = εyy = 0, ezz = εzz, напряжения σij = σij(z, t) для i = j, 
σij = 0 для i ≠ j, (i, j =x, y, z).

Имеем далее:
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Находим решение задачи Коши (30):
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 (33)

Найдем σzz из (32)–(33) и подставим в (31). В ре-
зультате приходим к следующему соотношению для 
среды Максвелла:
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При этом
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Аналогичными рассуждениями в сфериче-
ской системе координат (центральная симметрия 
Ti = Ti(ρ, t) для вязкоупругой области ρ > R, t > 0 на-
ходим соотношения для среды Максвелла:
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В цилиндрических координатах (радиаль-
ный поток Ti = Ti(r, t)) для вязкоупругой области 
r > R, t > 0 аналогичные рассуждения приводят к ре-
зультатам:
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(38)
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Теперь в координатах (μ, t) можно записать обоб-
щенную модель динамической термовязкоупругости 
одновременно для всех трех систем координат.

Для среды Максвелла:
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Конкретная система координат в соотношени-
ях (40)–(41) фиксируется записью (19).

Для среды Кельвина:
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Здесь, как и выше в (41), соответствующая систе-
ма координат определяется условиями (19). Функции 

Ti(μ, t), (i = 1, 2, 3) соответствуют постановкам (18). Для 
записи краевых задач для уравнений (40) и (42) следует 
добавить начальные условия (20), условия ограничен-
ности (22) и граничное условие для свободной от на-
пряжений (41) и (43) границы области μ ≥ R, t ≥ 0. При 
проведении численных экспериментов для различных 
условий теплового нагрева (или охлаждения), указан-
ных в (18), уравнения (40) и (42) допускают преобра-
зования Лапласа, что позволяет в пространстве изо-
бражений перейти к линейным краевым задачам для 
перемещений и после их нахождения выписать все (не-
нулевые) компоненты тензоров напряжений и дефор-
маций, затем после перехода к оригиналам становится 
возможным воспроизвести полную картину динами-
ческой реакции вязкоупругого тела на тепловой удар. 
Можно использовать для этих целей также и частные 
соотношения (34), (36), (38), а можно (что более инте-
ресно) перейти сразу к обобщенным моделям для урав-
нений (40), (42). Автором в [2] развит аналитический 
метод нахождения точных операционных решений та-
кого рода обобщенных уравнений, что в конечном сче-
те позволяет описать влияние топологии области (фик-
сируя в решении задачи m) на величину вязкоупругих 
температурных напряжений. Последнее с практиче-
ской точки зрения представляет значительный интерес 
для многих направлений науки и техники [3–6].

Можно указать еще один новый подход на ос-
нове девиаторных соотношений, также приводящий 
к динамической постановке термовязкоупругой за-
дачи. Рассмотрим этот подход для декартовых коор-
динат. Находим из (32)–(33):
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(44)

Операционным методом находим из (44) 
( , )zz z pε  и подставляем найденное соотношение 

в операционную форму уравнения
2 2

2 2 ( ).zz
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∗∂ σ ∂
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После длительных преобразований приходим 
к уравнению нового вида:
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Здесь 1 2
2(1 2 ) 1, .
3(1 ) 1

v vm m
v v

− +
= =

− −
 

Уравнение (45) обобщает известное урав-
нение Даниловской для упругих тел [7] на вяз-
коупругие тела и фактически дает дальнейшее 
развитие указанной проблемы (в рамках среды 
Максвелла). Для среды Кельвина имеем следую-
щее уравнение:
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 (46)

Для проведения численных расчетов, напри-
мер, на основе уравнения (45), целесообразно пе-
рейти к безразмерным величинам по формулам:
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Уравнение (45) принимает вид:
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и в такой форме является более удобным для преоб-
разований в пространстве изображений по Лапласу, 
т.к. содержит слагаемое типа свертки (что удобно 
для применения преобразования Лапласа). 

Найдем операционное решение уравнения (47):
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 (48)

Представленное изображение является характер-
ным для динамических задач термовязкоупругости 
и отличается от классических изображений (с ори-
гиналами) в таблицах [8]. Ключевым вопросом при 
нахождении оригинала сложного изображения (48) 
является предварительное нахождение оригинала 
изображения

 1 2

2

1( , , ) exp ( , ) .i i
p

p
p p

 + b + b
′ ′Ψ x x = −g x x 

+ b  
  (49)

Здесь можно использовать подход, разра-
ботанный автором в [2] для сложных изобра-
жений. Используем для этих целей интеграл 
Римана – Меллина, учитывая, что функция (49) 
имеет две точки ветвления. Опуская длительные вы-
кладки, приведем конечный результат:
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Здесь:
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i
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η(z) – функция Хевисайда. Теперь можно выписать 
оригинал изображения (48):



89

Russian Technological Journal. 2024;12(6):80–90

Э.М. КарташовРазвитие модельных представлений термической реакции  
вязкоупругих тел на температурное поле

 

1
0 0

2
0

3
0 0

( , ) ( , )

1 (0, ) ( , , )
2

1 ( , ) ( , , )
2

1 ( , ) ( , , ) .
2

W

Wd d

Wd d

Wd d

xx

∞ τ

∞ τ

x

x τ

σ x τ = − x τ −

′∂ ∂ τ′ ′ ′ ′− ⋅ x Ψ x x τ − τ τ −
′∂x ∂τ

′∂ ∂ x τ′ ′ ′ ′− ⋅ x Ψ x x τ − τ τ +
′∂x ∂τ

′∂ ∂ x τ′ ′ ′ ′+ ⋅ x Ψ x x τ − τ τ
′∂x ∂τ

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 (51)

Аналогичным образом могут быть рассмотрены 
и другие системы координат. 

Заканчивая эту часть теории динамической тер-
мовязкоупругости, следует сравнить обобщенные со-
отношения (16)–(17) для упругой среды и соотноше-
ния (40), (41) для модели Максвелла и (42), (43) для 
модели Кельвина для вязкоупругой среды. Здесь нагляд-
но проявляется влияние вязкости и ее вклад в обобщен-
ную термомеханику. Фактически приведенные соотно-
шения (как и (45), (46), (51)) открывают перспективное 
научное направление, связанное с исследованием тер-
мической реакции вязкоупругих сред на нагрев (или 
охлаждение) в терминах динамической вязкоупругости. 
Например, в (51) могут быть рассмотрены многочислен-
ные случаи нагрева (охлаждения) в рамках модельных 
задач (9) с различным тепловым потоком: однородным, 
неоднородным, импульсным, пульсирующим, периоди-
ческим, апериодическим и др. Каждый случай такого 

изучения представляет собой самостоятельное научное 
исследование, затрагивающее не только термомехани-
ку, но и вычислительную математику и в особенности 
операционное исчисление при нахождении оригиналов 
сложных изображений. Заметим, что подобного рода 
решения динамических задач в литературе практически 
не рассмотрены. Дальнейшие исследования указанной 
проблемы заключаются в развитии обобщенных мо-
дельных представлений термической реакции вязко-
упругих сред для локально-неравновесных процессов 
переноса теплоты [9–15].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложены новые модельные пред-
ставления интегро-дифференциальной формы для 
динамической и квазистатической термовязкоупру-
гости для различных случаев теплового воздействия 
на вязкоупругие тела одновременно в декартовой, 
цилиндрической и сферической системах координат. 
Приведенные соотношения позволяют аналитически 
изучить многочисленные практические случаи тер-
мической реакции вязкоупругой среды (вязкоупругих 
тел канонической формы) в рамках линейных реоло-
гических моделей Максвелла и Кельвина в терминах 
классической феноменологии Фурье о распростране-
нии теплоты в твердых телах и автоматически могут 
быть распространены на локально-неравновесные 
процессы теплообмена в терминах феноменологии 
Максвелла – Каттанео – Лыкова – Вернотта.
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Резюме 
Цели. Явления, которые в последнее время изучаются физикой конденсированного состояния, привели 
к новым взглядам на проблемы динамической теории кристаллов. Результаты многочисленных эксперимен-
тальных данных показывают, что их невозможно объяснить, оставаясь в рамках линейных моделей динамики 
многочастичных систем. Необходимо учитывать существенно нелинейные эффекты. Анализ динамики си-
стем в физике конденсированного состояния, содержащих достаточно большое число частиц, показывает, 
что они могут, в зависимости от потенциала межчастичного взаимодействия, испытывать смену режимов 
движения. Это проявляется и в том, что в фазовом пространстве такой системы с числом степеней свободы 
N ≥ 1.5 при определенном наборе параметров межчастичного взаимодействия имеются области, в которых 
движение является по существу хаотическим. Однако не только динамическая модель оказывается сильно 
нелинейной. Подобный характер движения может проявляться и в статической нелинейной многочастичной 
системе. Цель работы – исследовать влияние внешнего поля, задаваемого межатомным трехъямным потен-
циалом, на равновесную структуру цепочки взаимодействующих атомов. 
Методы. Использованы методы гамильтоновой механики.
Результаты. Получены и проанализированы аналитические выражения, определяющие фазовый портрет 
равновесной структуры цепочки взаимодействующих атомов при различных значениях параметра потенциа-
ла межчастичного взаимодействия, в котором движется каждый атом цепочки. Построены фазовые портре-
ты равновесной структуры системы в континуальном и дискретном представлениях уравнений равновесия 
при различных значениях параметра, характеризующего межчастичный потенциал, в котором движется каж-
дый атом цепочки.
Выводы. Показано, что в зависимости от величины внешнего поля реализуется как периодическое, так 
и случайное, хаотическое расположение атомов цепочки.

Ключевые слова: трехъямный потенциал, цепочка, взаимодействие, атом, фазовый портрет, хаос,  
структура
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Abstract
Objectives. Recently studied phenomena in condensed matter physics have prompted new insights into the dynamic 
theory of crystals. The results of numerous experimental data demonstrate the impossibility of their explanation 
within the framework of linear models of the dynamics of many-particle systems, resulting in the necessity to account 
for nonlinear effects. Analyzing the dynamics of systems in condensed matter physics containing a sufficiently large 
number of particles shows that modes of motion can undergo changes depending on the potential of interparticle 
interaction. This is also reflected in the presence of domains with essentially chaotic phase space having a number 
of degrees of freedom N ≥ 1.5 and a certain set of interparticle interaction parameters. However, it is not only the 
dynamic model that appears to be strongly nonlinear. A similar nature of motion can be also observed in a static 
nonlinear many-particle system. The paper aims to study the influence of the external field specified by the interatomic 
triple-well potential on the equilibrium structure of a chain of interacting atoms.
Methods. Methods of Hamiltonian mechanics are used.
Results. Analytical expressions are obtained and analyzed for determining the phase portrait of the equilibrium 
structure of a chain of interacting atoms for various values of the parameter characterizing the local potential 
of the field in which each atom of the chain moves. Phase portraits of the equilibrium structure of the system are 
constructed in continuous and discrete representations of the equilibrium equations for various values of the 
parameter characterizing the local potential of the field in which each atom of the chain moves.
Conclusions. It is shown that both periodic and random chaotic arrangements of atoms are implemented depending 
on the magnitude of the external field.
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• Поступила: 22.03.2024 • Доработана: 15.04.2024 • Принята к опубликованию: 27.09.2024

Для цитирования: Ожерелкова Л.М., Савин Е.С., Тишаева И.Р., Шевелев В.В. Структурные переходы в систе-
мах с трехминимумным потенциалом.  Russ. Technol. J. 2024;12(6):91−101. https://doi.org/10.32362/2500-
316X-2024-12-6-91-101

Прозрачность финансовой деятельности: Авторы не имеют финансовой заинтересованности в представлен-
ных материалах или методах.

Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

mailto:ozherelkova@mirea.ru
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-91-101
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-91-101


93

Russian Technological Journal. 2024;12(6):91–101

Л.М. Ожерелкова  
и др.

Структурные переходы  
в системах с трехминимумным потенциалом

ВВЕДЕНИЕ

Явления, изучаемые в последнее время физи-
кой конденсированного состояния, привели к но-
вым взглядам на проблемы динамической теории 
кристаллов [1, 2]. Для объяснения многочисленных 
экспериментальных данных [3, 4] стало необходи-
мым учитывать существенно нелинейные эффекты. 
Однако не только динамическая модель является 
сильно нелинейной. Оказалось [4, 5], что тип кри-
сталлической решетки даже при абсолютной темпе-
ратуре T = 0 K зависит от нелинейных свойств по-
тенциала взаимодействия атомов кристалла.

Анализ динамики систем, состоящих из доста-
точно большого числа частиц, показывает [1–5], что 
в зависимости от характера и величины взаимодей-
ствий между частицами система может проходить 
через ряд бифуркаций, проявляющихся в смене раз-
личных видов движения. Это проявляется и в том, 
что в фазовом пространстве такой системы с числом 
степеней свободы N ≥ 1.5 при определенном наборе 
параметров потенциала межчастичного взаимодей-
ствия имеются области, в которых движение являет-
ся по существу хаотическим [6–12]. 

Сказанное означает, что в этих областях характер 
детерминированного уравнениями динамики движе-
ния системы такой, что его трудно отличить от случай-
ного процесса. Кроме того, наличие таких областей 
означает, что при изменении параметров потенциала 
межчастичного взаимодействия или начальных усло-
вий в системе могут реализоваться либо детермини-
рованные, либо стохастические траектории движения. 
Эти эффекты являются проявлением нелинейности 
потенциала межчастичного взаимодействия.

Явление бифуркации возможно и в статической 
системе с нелинейным потенциалом межчастичного 
взаимодействия. Наличие таких бифуркаций в этом 
случае будет означать наличие структурных переходов 
разной степени регулярности, вплоть до хаотической.

Авторами [3, 5] в основном проводились иссле-
дования возможных видов одномерных структур 
и переходов между ними. Выделение одномерных 
систем по отношению к неодномерным существен-
но упрощает решение задачи о равновесии атомных 
цепочек, поскольку расположение атомов вдоль од-
ной координаты позволяет придать этой координа-
те смысл «времени». Модель атомной одномерной 
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цепочки в периодическом поле рассмотрена 
в [13, 14], модель «u −4» – в [13]. В данной работе 
рассматривается модель «u −6».

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

Рассмотрим, следуя [4], одномерную цепочку ато-
мов, которые взаимодействуют с ближайшими к ним 
соседями и находятся во внешнем поле V(un), обуслов-
ленном взаимодействием атома с номером n цепоч-
ки с атомами решетки, его окружающими. Функция 
Гамильтона (гамильтониан) такой цепочки (системы) 
имеет вид (масса атома принята равной единице):

 ( ) ( )22 2
1

1

1 1 1 .
2 2 −

=

 = + c − − +  
∑
N

n n n n
n

H p a u u V u  (1)

Здесь un – смещение n-го атома в единицах меж-
атомного расстояния a в невозмущенной цепочке, т.к. 
при V = 0 условие минимума потенциальной энергии 
дает un+1 − un = 1 для всех номеров n; ,= n np au   
χ – постоянная силового взаимодействия атомов це-
почки; V(un) – внешнее потенциальное поле, в кото-
ром движется n-й атом. Зададим потенциальное  
поле V(un) в виде следующей функции (модель «u −6»):

 2 2 2
0( ) ( 1) ,= ε −V u u u  (2)

где |ε0| – величина потенциального барьера. При 
ε0 > 0 функция имеет три минимума и два максиму-
ма (рис. 1), при ε0 < 0 – два минимума и три макси-
мума (рис. 2). 

–2 –1 1 2 u

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

–0.1

V, Дж

Рис. 1. Потенциал V(u) при ε0 > 0
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Рис. 2. Потенциал V(u) при ε0 < 0

АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ. 
КОНТИНУАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

1. Особые точки на фазовой плоскости. 
Относительная величина потенциального барье-
ра |ε0| и энергия межатомной связи 2≈ ca  между ато-
мами в соседних узлах цепочки являются суще-
ственными параметрами, влияющими на свойства 
цепочки с гамильтонианом (1) с внешним потенциа-
лом (2). Если выполняется неравенство 2

0 ,c εa  
то равновесное положение атомов цепочки будет 
иметь форму пространственной периодической вол-
ны. В случае 2

0c εa  связи между частицами ста-
новятся малосущественными, и цепочка образует 
«газ» частиц, которые хаотически разбросаны по по-
тенциальным ямам внешнего поля.

Все возможные конфигурации цепочки являются 
решениями уравнения ( 0):nH u∂ ∂ =

 ( )2
1 12 .+ −c − + =n n n

n

dVa u u u
du

 (3)

Выражение (3) является разностным уравнени-
ем. В континуальном приближении, когда величи-
ны смещения атомов un слабо зависят от индекса n, 
имеем

2
1 2

2
1 2

1 ...,
2!
1 ...,
2!

+

−

= + + ⋅ +

= − + ⋅ +

n n

n n

du d uu u
dx dx
du d uu u
dx dx

и уравнение, описывающее равновесную форму це-
почки, будет иметь вид:

 
2

2
2 .c =

d u dVa
dudx

 (4)

Для функции W = −V формула (4) есть уравнение 
движения нелинейного осциллятора, если под вре-
менем понимать переменную х. Оно эквивалентно 
системе двух уравнений 1-го порядка:

( )

2

5 3
0

,

6 8 2 .

c =

 = ε − +


dua v
dx

dv u u u
dx

Особые точки на фазовой плоскости (u, du/dx) 
определяются условиями (v = 0, dv/dx = 0), т.е. систе-
мой уравнений 

5 3

0,

6 8 2 0.

=


− + =

v

u u u

Эта система определяет 5 особых точек: 
0, 1 3 , 1.= = ± = ±u u u  При ε0 > 0 точки u = 0, ±1 яв-

ляются седловыми, а точки 1 3= ±u  – центрами. 
Наоборот, при ε0 < 0 точки u = 0, ±1 – центры, 
а 1 3= ±u  – седла.

2. Фазовые траектории движения. Интегрируя 
уравнение (4) один раз, получим уравнение, опреде-
ляющее фазовые траектории на плоскости (u, du/dx):

 ( )
2

6 4 2
0 2 ,

2
c

⋅ = ± ε − + +
a du u u u E

dx
 (5)

где E – постоянная интегрирования. Траектории движе-
ния системы (фазовый портрет) существенно зависят 
от знака параметра ε0. Поэтому рассмотрим два случая.

2.1. Параметр ε0 > 0. Как следует из (5), при ε0 > 0 
в потенциальной яме конечной глубины периодиче-
ские колебания атомов (периодические структуры) 
существуют только при условии 04 27 0.− ε ≤ ≤E

В промежутке E > 0 периодические колебания 
и соответствующие им периодические (упорядочен-
ные) структуры цепочки невозможны.

Фазовые траектории движения системы на фазо-
вой плоскости, построенные на основе уравнения (5), 
для случая ε0 > 0 имеют вид, представленный 
на рис. 3. Как видно из рисунка, фазовый портрет си-
стемы содержит 5 основных элементов: особые точ-
ки типа «центр» при 1 3= ±u  и три седловые  
особые точки u = 0, ±1. Выделенная траектория дви-
жения, которая выходит из одного седла и входит 
в другое, является сепаратрисой. Эта кривая разделя-
ет области фазовой плоскости с существенно разным 
характером движения: сепаратриса отделяет перио-
дические движения цепочки от апериодических,  
т.е. упорядоченные структуры от неупорядоченных.
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Рис. 3. Фазовый портрет системы  
при ε0 > 0

2.2. Параметр ε0 < 0. На рис. 4 представлены фа-
зовые траектории движения системы на фазовой пло-
скости в случае, когда ε0 < 0. Как видно из рисунка, все 
фазовые траектории в этом случае являются замкну-
тыми, что отвечает колебательному движению атомов 
цепочки и соответствует существованию ее периоди-
ческих структур. При этом сепаратрисы имеют вид 
петель, которые начинаются и заканчиваются в одном 
и том же седле и выделяют траектории, которые со-
ответствуют колебаниям цепочки, имеющим разный 
характер: колебания малой амплитуды возле мини-
мумов u = 0, ±1 отделены сепаратрисой от колебаний 
с большой амплитудой около начала координат.

–1.0 –0.5 0.5 1.0 u
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0.4
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–0.6

du/dx

Рис. 4. Фазовый портрет системы  
при ε0 < 0

3. Анализ решений уравнения (5). Далее рас-
смотрим отдельно решения уравнения (5) в зависи-
мости от знака параметра ε0 в выражении (2).

3.1. Параметр ε0 > 0. В этом случае после ин-
тегрирования уравнения (5) получим, обозначив 
E0 = E/ε0, 

 

( )

2

1

2

1 0

6 4 2
0

0
2

6 0

2

2
.

,

=
− + +

ε
= = ±

c

∫

∫ ∫

u

u

u x

u x

du

u u u E

du dx
aP u E

 (6)

Здесь величина 6 4 2
6 0 0( , ) 2 .= − + +P u E u u u E  

Пределы интегрирования u1, u2 должны удовлетво-
рять условию P6(u, E0) > 0. Введем новую перемен-
ную интегрирования соотношением u2 = y и далее 
преобразуем выражение (6) к виду:

 
( )

( )
2

1

0
02

4 0

2
2 .

,

ε
= ± −

c∫
y

y

dy x x
aP y E

 (7)

Здесь 4 3 2
4 0 0( , ) 2 .= − + +P y E y y y E y  На рис. 5 

представлены графики функции P4(y, E0) для двух 
различных значений E0.
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Рис. 5. Графики функции P4(y, E0) при ε0 > 0

Исследуем все возможные случаи представления 
полинома P4(y, E0) в виде произведения сомножите-
лей. При 04 27E < − ε  полином P4(y, E0) имеет два 
действительных и два комплексно-сопряженных 
корня. Тогда с учетом этого уравнение (7) примет 
вид: 

( ) ( )
( )

1

0
022 2

1

2
2 .

ε
= ± −

c − − a + b  

∫
y

C

dy x x
ay y C y

 (8)

Здесь C1 – действительный корень полинома 
P4(y, E0), второй действительный корень y = 0, ком-
плексные корни .a ± bi  Интеграл в левой части урав-
нения (8) выражается через эллиптические функции 
Якоби [15, 16]:
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( ) ( )

( ) ( )

1
2 2

1

2 2
1 11 12arctg ; .

2

=
 − − a + b  

 − + + =   
 

∫
y

C

dy

y y C y

q y C p q C
F

py pqpq

 (9)

Здесь 2 2 2 2 2 2
1 1( ) , (2 ) .p C q C= − a + b = − a + b

Введя новую переменную ( )0
02

2
2 ,

ε
= −

c

pq
z x x

a
 

получим из уравнений (8), (9)

 ( ), .= ± gz F k  (10)

Здесь 
( )12arctg ,

−
g =

q y C
py

 
( )2 2

11 ,
2

+ +
=

p q C
k

pq
 

а ( , )gF k  – эллиптический интеграл 1-го рода. 
Из выражения (10) следует, что

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1
1 1

sn , sin sin 2arctg

2 1 .
−

 −
 = g = =
 
 

 − −
= + 

  

q y C
z k

py

q y C q y C
py py

 (11)

Тогда 

 
( )

( ) ( )( )

2
1

22

sn ,
.

sn , 1 cn ,
=

− ±

C q z k
y

q z k p z k
 (12)

Здесь sn(z, k) и cn(z, k) – соответственно эллипти-
ческие синус и косинус.

Функция y, определяемая уравнением (12), есть чет-
ная функция с периодом T = 4K(k)/δ, где K(k) – полный 
эллиптический интеграл 1-го рода, 2

08 ( ).d = ε cpq a  
Следовательно,

 
( )

( ) ( )( )22

sn ,
.

sn , 1 cn ,

a
= ±

− ±

z k q
u

q z k p z k
 (13)

В области 04 27 0− ≤ ≤E  полином P4(y, E0) име-
ет 4 действительных корня C1 > C2 > C3 > C4 = 0. 
Корни C1, C2, C3, C4 должны удовлетворять следую-
щим условиям: 

( )( )
( ) ( )

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 3 4 1 2 0

1 2 3 4

2,

1,

,

0.

C C C C

C C C C C C C C

C C C C C C C C E

C C C C

+ + + = −


+ + + + = −


+ + + =
− =

С учетом расположения корней C1, C2, C3, C4 на 
действительной оси полином P4(y, E0) > 0 в интерва-
лах 3 2( , )∈y C C  и 1( , ).∈ ∞y C

На интервале 3 2( , )∈y C C  интеграл в левой ча-
сти уравнения (7) имеет вид:

( )( )( )
( )

( )3 1 2 3 1 3 2

2 ,
.

g
=

− − − −
∫
y

C

F qdy

C y C y y C y C C C
 (14)

Здесь 
( )

( )
( )
( )

2 3 2 3 1

2 3 1 3 2
arcsin , .

− −
g = =

− −

C y C C C C
q

C C y C C C
Обозначим 

 
( ) ( )0 1 3 2

02
2

.
ε −

= −
c

C C C
z x x

a
 (15)

Тогда из (14), (15) получим, что ( ),= ± gz F q  и, 
таким образом, 

( ) ( )
( )

2 3

2 3
sn , sin .

−
= g =

−

C y C
z q

C C y
Следовательно, 

 ( ) ( )

1 2
2 3

2
2 2 3

.
sn ,

 
= ±  

− −  

C C
u

C C C z q
 (16)

Как и выше, функция u является четной функци-
ей с периодом T = 4K(k)/δ, где

( )0 1 3 2
2

2
.

ε −
d =

c

C C C
a

Если положить в (16) C1 = C2, то параметр q = 1 и 
решение (16) является солитонным решением, име-
ющим вид:

 ( )
2 3

2
2 2 3

.
th

= ±
− −

C C
u

C C C z
 (17)

В интервале значений y > C1 многочлен 
P4(y, E0) > 0. Подставляя в (8) нужные пределы инте-
грирования, находим периодические решения, суще-
ствующие при E0 > 0. Имеем
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Пусть 
( ) ( )0 1 3 2

02
2

.
ε −

= −
c

C C C
z x x

a

Тогда ( , )= ± jz F k  и, следовательно, 

 ( ) ( )
( )

2 1

1 2
sn , sin

−
= j =

−

C y C
z k

C y C
. (19)

Учитывая, что 1 2 ,= ±u y  получим 

 
( )( )
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2
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1 sn ,
.

sn ,

 −
 = ±
 − 

C C z k
u

C C z k
 (20)

При C1 = C2 (k = 1) из (20) имеем солитонное ре-
шение колоколобразного вида:

( )( )
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1 22
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2
2 1

1 th
.

th

 −
 = ±
 − 

C C z
u

C C z

При z = 0 u  имеет вид 1 2
1 ,= ±u C  а при 

0.→±∞ =z u
3.2 Параметр ε0 < 0. В случае ε0 < 0 уравне-

ние (5) имеет вид: 

 
2

6 4 2
0

0
2 ,

2
c

= ± − + − +
ε
a du u u u E

dx
 (21)

где E0 = E/|ε0|.
На фазовой плоскости (u, du/dx) «осциллятора» 

имеются 3 точки устойчивого положения равновесия 
u = 0, ±1 и 2 точки 1 3 ,= ±u  отвечающие неустой-
чивым положениям.

Интегрируем уравнение (21):
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 (22)

где 6 4 2
6 0 0( , ) 2 .= − + − +P u E u u u E

Введем новую переменную интегрирования 
2 , 2 .= =u y du dy y  Тогда (22) примет вид
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02

4 0

2
2 .

,

ε
= ± −

c∫
u

u

dy x x
aP y E

 (23)

Здесь 4 3 2
4 0 0( , ) 2 .= − + − +P y E y y y E y  На рис. 6 

представлены графики функции P4(y, E0) при двух 
различных значениях E0.
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Рис. 6. Графики функции P4(y, E0) при 0 0ε <

Также, как и ранее, исследуем различные случаи 
разложения многочлена P4(y, E0) на множители. 
В том случае, когда у многочлена P4(y, E0) имеется 
два действительных y = 0, y = C1 и два комплексно- 
сопряженных корня ,= a ± by i  выражение (23) пре-
образуется к виду:
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a

 (24)

Так как интеграл в левой части (24) есть эл-
липтическая функция Якоби, то это уравнение мож-
но представить в виде

 ( ), ,= ± gz F k  (25)

где ( )0
02

2
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ε
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c
z pq x x
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( )12arcctg ,
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py
 

( )2 2
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2
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p q C

k
pq

 2 2 2 ,= a + bq  ( )22 2
1 ,= a − + bp C  

( , )gF k  – эллиптическая функция Якоби.
Из уравнения (25) следует
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Отсюда получим, что 2=y u  и 
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( )( ) ( )
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sn ,
.

1 cn , sn ,
=

± +

qC z k
y

p z k q z k
 (26)

Функция y  есть четная периодическая функция 
с периодом T = 4K(k)/δ. При x = x0 эта функция обра-
щается в ноль. Таким образом

 
( )

( )( ) ( )
1

2 2

sn ,
.

1 cn , sn ,
= ±

± +

z k qC
u

p z k q z k
 (27)

Из (27) следует, что функция u может быть как 
четной с периодом T = 4K(k)/δ, так и нечетной с пе-
риодом T = 8K(k)/δ, 2

08 ( ).d = ε cpq a
Рассмотрим теперь случай, когда все корни C1, 

C2, C3, C4 многочлена P4(y, E0) действительные, при-
чем C1 > C2 > C3 > C4 = 0. Тогда интеграл в левой ча-
сти (23) преобразуется к виду при условии 0 < y < C3: 
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30 .< <y C
Из выражения (28) следует:
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Здесь ( ) ( )0
1 3 2 02

2
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ε
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c
z C C C x x

a
Уравнение (29) имеет солитонное решение в слу-

чае, когда C2 = C3, при этом параметр r = 1. Это ре-
шение имеет вид

 1 3
2

1 3 3

th
.

th
= ±

− +

C C z
u

C C C z
 (30)

Заметим, что u = 0 при z = 0, а при 3 .→±∞ = ±z u C 

3 .→±∞ = ±z u C
Полином P4(y, E0) положителен также в интерва-

ле C2 < y < C1.

Подставляя нужные пределы интегрирования, 
из (23) находим: 
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Учитывая (31), получим
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где ( ) ( )0
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2
.

ε
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c
z C C C x x

a
Таким образом, полученные в континуальном 

приближении (при условиях слабого внешнего поля) 
результаты свидетельствуют о том, что независимо 
от знака ε0 в окрестностях точек устойчивого поло-
жения фазовые кривые замкнуты и имеют вид слег-
ка деформированных эллипсов. Каждой такой кри-
вой соответствует равновесное положение цепочки 
в форме пространственной периодической волны. 
Сепаратрисам, соединяющим точки неустойчивого 
положения и ограничивающим область замкнутых 
кривых, отвечает равновесная форма в виде уеди-
ненной волны, имеющей колоколообразную форму.

АНАЛИЗ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ. 
ДИСКРЕТНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

При достаточно большом значении потенциала 
внешнего поля функцию un нельзя считать слабоза-
висящей от n, поэтому необходимо вернуться к раз-
ностным уравнениям.

Уравнение (3) можно представить в виде ото-
бражения, если ввести переменную In = (un − un−1). 
Тогда уравнение (3) переходит в универсальное ото-
бражение [3]:

 
0

1

1 1

,

,

+

+ +


= +


 = +

n n
n

n n n

dV
I I

du
u u I

 (33)

где 2
0 ( ).= cV V a

Отображение (33) имеет периодические и хаотиче-
ские решения, которые определяют соответствующие 
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расположения атомов в цепочке, т.е. ее структуру. 
Таким образом, изучение равновесных форм цепоч-
ки сводится к исследованию последовательностей 
точек {un, In}, нанесенных на плоскость. В зависи-
мости от начальных значений (u0, I0) эта последова-
тельность либо регулярно укладывается в замкнутые 
линии, либо оказывается хаотически разбросанной 
в некоторой области на координатной плоскости.

Результаты численного решения системы урав-
нений (33) с функцией V в виде (2) представлены 
на рис. 7 и 8 как фазовые портреты системы при раз-
личных значениях параметра 2

0 0 ( ).′ε = ε ca
При 0 0′ε =  решение системы (33) в координа-

тах (u, I) при любых начальных значениях (u0, I0) пред-
ставляет собой прямую линию, параллельную оси u. 
При достаточно малых 0′ε  (рис. 7) основную часть 
фазового пространства занимает последовательность 
точек, укладывающаяся в замкнутые кривые. 

In
0.4

0.2

0

–0.2

–0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 un

Рис. 7. Фазовый портрет системы при 0 0.4′ε =

Вместе с тем, в малой части фазового простран-
ства появляется беспорядочное распределение по-
следовательных пар (un, In) на плоскости, демонстри-
рующее явление хаоса для модели (33). Эти пары 
занимают в фазовом пространстве узкие стохастиче-
ские слои, отделенные друг от друга инвариантными 
кривыми. Отдельные области на фазовой плоскости 
не заняты точками стохастической траектории. 
В этих областях имеется конечная мера периодиче-
ских траекторий, в центральных частях этих обла-
стей выполняются условия КАМ-теории (теории 
Колмогорова – Арнольда – Мезера) [13]. Это означает, 
что в случае малости 0′ε  стохастические слои не со-
единяются друг с другом. Это есть прямое следствие 
КАМ-теории [13] для числа степеней свободы N ≤ 2.

Для 0 1,′ε   следуя [3], можно получить оценку 
ширины стохастического слоя δh: 

 ( ) 042 2 e .
π

−
′εd ≈ πh  (34)

Из (34) следует, что при любых сколь угодно 
малых возмущениях появляется экспоненциаль-
но малый стохастический слой, который можно 

трактовать как зародыш структурного хаоса в распо-
ложении атомов цепочки.

Увеличение значений параметра 0′ε  ведет к росту 
ширины стохастического слоя, что, в свою очередь, 
ведет к разрушению КАМ-кривых и слиянию стоха-
стических слоев и далее – к образованию стохастиче-
ского моря, содержащего островки устойчивости. 

На рис. 8 представлен фазовый портрет системы 
при 0 0.7.′ε =

In
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Рис. 8. Фазовый портрет системы при 0 0.7′ε =

Как видно из рис. 8, наиболее крупным объектом 
фазового портрета является ячейка сепаратрисы 
с седлом 1 3 ,= ±u  которая разрушена, а на ее ме-
сте образовался стохастический структурный слой. 
В области, ограниченной этим главным слоем, со-
держится семейство вложенных друг в друга инва-
риантных кривых, которые охватывают точку I = 0. 
Вне области, ограниченной главным стохастическим 
слоем, располагается группа сепаратрисных ячеек, 
содержащих более узкие стохастические слои. Вне 
ячеек расположены инвариантные кривые. Таким 
образом, фазовый портрет системы состоит из бес-
конечного числа чередующихся инвариантных кри-
вых и стохастических слоев. При 0 1′ε ∼  наблюдает-
ся слияние стохастических слоев, образование 
общего стохастического моря, что означает переход 
к образованию хаотичной структуры цепочки.

При 0 1′ε   почти вся область фазового простран-
ства становится областью стохастического движения. 
Исключения составляют островки устойчивости, раз-
мер которых при 0 1′ε   имеет порядок 01 .′ε  Они 
расположены в окрестности эллиптических точек (то-
чек устойчивого положения равновесия) отображения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что в континуальном при-
ближении в условиях малого внешнего поля, незави-
симо от знака ε0, в окрестностях точек устойчивого 
положения фазовые кривые замкнуты и имеют вид 
слегка деформированных эллипсов. Каждой такой 
кривой соответствует равновесное положение цепоч-
ки в форме пространственной периодической волны. 



100

Liliya M. Ozherelkova, 
et al.

Structural transitions  
in systems with a triple-well potential

Russian Technological Journal. 2024;12(6):91–101

Сепаратрисам, соединяющим точки неустойчивого по-
ложения и ограничивающим область замкнутых кри-
вых, отвечает равновесная форма цепочки в виде уеди-
ненной волны, имеющей колоколообразную форму.

Результаты численного решения системы урав-
нений равновесия также показывают, что в зависи-
мости от величины внешнего поля реализуется как 

периодическое, так и случайное, хаотическое распо-
ложение атомов цепочки.
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Нейронные операторы для гидродинамического 
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Резюме 
Цели. Значительная часть исследований в области глубокого обучения сосредоточена на изучении отобра-
жений между конечномерными пространствами. Гидродинамические процессы фильтрации газа в подзем-
ных хранилищах, описываемые дифференциальными уравнениями в частных производных (ДУЧП), требуют 
изучения отображений между функциональными пространствами бесконечной размерности, что отличает 
данную задачу от традиционных. Одним из перспективных подходов является построение нейронных опера-
торов – обобщение нейронных сетей для аппроксимации отображений между функциональными простран-
ствами. Цель работы – создание нейронного оператора для ускорения расчетов гидродинамического моде-
лирования подземных хранилищ газа (ПХГ) при допустимых потерях точности.
Методы. В работе построен и обучен модифицированный нейронный оператор Фурье для гидродинамиче-
ского моделирования процессов фильтрации газа в ПХГ. 
Результаты. Показано, что данный метод может быть успешно применен для задач трехмерной фильтрации 
газа в декартовой системе координат на объектах с множеством скважин. Разработанная модель обеспечи-
вает высокое качество при моделировании объектов с неравномерной сеткой дискретизации и сложной гео-
метрией, несмотря на использование в архитектуре алгоритма быстрого преобразования Фурье. При этом 
нейронному оператору не требуется большой размер обучающей выборки для достижения высокой точно-
сти аппроксимации решений ДУЧП, что демонстрируется не только на тестовой выборке, но и на искусствен-
но сгенерированных сценариях с внесением существенных изменений в структуру моделируемого объекта. 
Обученный нейронный оператор осуществляет моделирование заданного сценария за доли секунды, что, 
по меньшей мере, в 106 раз быстрее, чем традиционный численный симулятор. 
Выводы. Построенный и обученный нейронный оператор показал хорошую эффективность в задаче гидродина-
мического моделирования ПХГ. Полученный алгоритм воспроизводит адекватные решения даже в случае суще-
ственных изменений в моделируемом объекте, которых не было в процессе обучения. Все это делает возможным 
применение данной модели в задачах планирования и принятия решений в отношении различных аспектов экс-
плуатации ПХГ, таких как оптимальное использование скважин, контроль давления и управление запасами газа.

Ключевые слова: математическое моделирование, глубокое обучение, искусственный интеллект, нейрон-
ные сети, нейронные операторы, нейронные операторы Фурье, гидродинамическое моделирование, подземные 
хранилища газа
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Abstract
Objectives. Much of the research in deep learning has focused on studying mappings between finite-dimensional 
spaces. While hydrodynamic processes of gas filtration in underground storage facilities can be described by partial 
differential equations (PDE), the requirement to study the mappings between functional spaces of infinite dimension 
distinguishes this problem from those solved using traditional mapping approaches. One of the most promising 
approaches involves the construction of neural operators, i.e., a generalization of neural networks to approximate 
mappings between functional spaces. The purpose of the work is to develop a neural operator to speed up calculations 
involved in hydrodynamic modeling of underground gas storages (UGS) to an acceptable degree of accuracy.
Methods. In this work, a modified Fourier neural operator was built and trained for hydrodynamic modeling of gas 
filtration processes in underground gas storages.
Results. The described method is shown to be capable of successful application to problems of three-dimensional 
gas filtration in a Cartesian coordinate system at objects with many wells. Despite the use of the fast Fourier transform 
algorithm in the architecture, the developed model is also effective for modeling objects having a nonuniform grid 
and complex geometry. As demonstrated not only on the test set, but also on artificially generated scenarios with 
significant changes made to the structure of the modeled object, the neural operator does not require a large training 
dataset size to achieve high accuracy of approximation of PDE solutions. A trained neural operator can simulate 
a given scenario in a fraction of a second, which is at least 106 times faster than a traditional numerical simulator.
Conclusions. The constructed and trained neural operator demonstrated efficient hydrodynamic modeling 
of underground gas storages. The resulting algorithm reproduces adequate solutions even in the case of significant 
changes in the modeled object that had not occurred during the training process. The model can be recommended 
for use in planning and decision-making purposes regarding various aspects of UGS operation, such as optimal 
control of gas wells, pressure control, and management of gas reserves.

Keywords: mathematical modeling, deep learning, artificial intelligence, neural networks, neural operators, Fourier 
neural operators, hydrodynamic modeling, underground gas storage facilities
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ВВЕДЕНИЕ

Подземные хранилища газа (ПХГ) – техноло-
гический комплекс, предназначенный для закач-
ки, хранения и отбора газа, включающий наземные  
инженерно-технические сооружения; участок недр, 
ограниченный горным отводом; объект хранения газа; 
контрольные пласты; буферный объем газа; фонд 
скважин различного назначения. Гидродинамическое 
моделирование пластов-коллекторов ПХГ требуется 
для повышения точности и надежности прогнози-
рования поведения ПХГ и является неотъемлемой 
составляющей процессов планирования и принятия 
решений в отношении различных аспектов эксплуата-
ции ПХГ, таких как оптимальное использование сква-
жин, контроль давления и управление запасами газа.

При моделировании фильтрационных процес-
сов подземного хранения газа могут использовать-
ся упрощенные балансовые модели и более точ-
ные численные гидродинамические модели (ГДМ). 
Использование балансовых моделей, как правило, 
определяется отсутствием в достаточном количе-
стве исходных данных для построения трехмерных 
численных моделей или ограниченностью вычисли-
тельных мощностей. Такие модели осуществляют 
решение уравнения фильтрации по пласту-коллек-
тору, используя упрощенные зависимости, не учи-
тывая сложные геологические и гидродинамические 
процессы, которые могут оказывать значительное 
влияние на поведение ПХГ. Использование совре-
менных гидродинамических симуляторов для чис-
ленного моделирования процессов фильтрации 
газа, в свою очередь, позволяет получать более де-
тальную информацию о распределении параметров 
в пластах-коллекторах ПХГ и оценивать влияние 
различных факторов на процессы подземного хра-
нения газа. Численные симуляторы, как правило, 
используют метод конечных объемов для аппрок-
симации системы дифференциальных уравнений 
по пространству и неявную схему для аппроксима-
ции по времени для моделирования, что может быть 
вычислительно затратной процедурой.

В настоящее время для решения задач гидродина-
мического моделирования ПХГ в основном использу-
ются численные ГДМ. В связи с тем, что такие мо-
дели могут адаптироваться на накопленную историю 
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разработки месторождений (в случае создания ПХГ 
в истощенных месторождениях) и фактическую исто-
рию эксплуатации ПХГ, горизонт моделирования 
и адаптации моделей может составлять более 60 лет. 
Более того, учитывая значительный объем геолого- 
промысловых данных, поступающих в ГДМ в каче-
стве исходных (результаты геофизических исследо-
ваний, замеры давлений, дебиты газа и т.д.), время 
одного расчета может достигать нескольких часов. 

Таким образом, скорость расчетов является од-
ним из определяющих факторов, влияющих на при-
нятие управленческих решений, связанных с рас-
пределением закачки/отбора газа по скважинам и по 
площади. Одним из перспективных подходов к ре-
шению вопроса ускорения гидродинамических рас-
четов является использование современных методов 
глубокого обучения. 

Существенная часть работ в области глубоко-
го обучения посвящена построению отображений 
между конечномерными (например, евклидовыми) 
пространствами [1, 2]. Вместе с тем физические 
процессы фильтрации газа в ПХГ, описываемые 
дифференциальными уравнениями в частных про-
изводных (ДУЧП), требуют изучения отображений 
между функциональными пространствами беско-
нечной размерности, что отличает данную задачу 
от традиционных [3].

Согласно теореме об универсальной аппрокси-
мации [4, 5], полносвязная сеть с достаточным чис-
лом параметров потенциально может аппроксимиро-
вать любую непрерывную функцию, определенную 
на компактном множестве, с любой наперед задан-
ной точностью. В [6–8] показаны теоретические воз-
можности аппроксимации нелинейных отображений 
между функциональными пространствами. Кроме 
того, в [9] приводятся оценки границ сложности 
ошибки аппроксимации нейронных сетей, связыва-
ющие число параметров модели и размерность зада-
чи со значением ошибки аппроксимации.

Однако из теоретической возможности аппрок-
симировать отображения между бесконечномерны-
ми пространствами не следует информация о том, 
как это делать эффективно на практике. Известно, 
что существующие архитектуры нейронных се-
тей показывают разную производительность в ре-
шении специфических задач. Например, те же 
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полносвязные сети демонстрируют значительно 
более низкое качество в работе с изображениями 
по сравнению с широко распространенными свер-
точными архитектурами [2]. Чтобы глубже иссле-
довать вопрос эффективного обучения нейронных 
сетей, в [10] приводится декомпозиция общей ошиб-
ки модели на три составляющие: ошибку аппрокси-
мации, ошибку оптимизации и ошибку обобщения. 
Ошибка аппроксимации зависит от количества пара-
метров сети и размерности задачи, ошибка оптими-
зации связана с функцией потерь, а ошибка обобще-
ния зависит от размера обучающей выборки [11].

Одним из важных моментов при обобщении за-
висимостей, описываемых ДУЧП с использованием 
нейронных сетей, является проблема размерно-
сти («проклятие размерности») [12, 13], особенно 
при моделировании объектов со сложной геометрией 
ПХГ или уравнений с многомерными пространства-
ми параметров (основное уравнение фильтрации 
газа) [3]. Известно, что моделям глубокого обучения 
требуется достаточно большой объем обучающей 
выборки для обобщения основных зависимостей 
и соотношений. Согласно [11] верхняя граница ошиб-

ки обобщения: gen
1 ,E
N

 где N – количество тре-

нировочных семплов. Следовательно, для получения 
относительной ошибки обобщения в 1% необходима 
выборка размера O(104). 

В случае с моделированием гидродинамиче-
ских процессов в пластовых системах получение 
набора данных подобных размеров может оказать-
ся сложной задачей, поскольку набор данных фор-
мируется из расчетов на численном симуляторе, 
что является вычислительно затратной процедурой. 
Следовательно, с учетом приведенных выше особен-
ностей, разработка архитектуры нейронной сети для 
эффективного решения задач такого вида является 
нетривиальным и актуальным вопросом.

В течение последних лет глубокое обучение ак-
тивно проникает в область научных вычислений, 
становясь новой парадигмой1, 2. Появилось множе-
ство методов, которые предлагают более быстрые 
альтернативы численному моделированию.

Разумеется, существуют работы, основанные 
на традиционных подходах глубокого обучения в виде 
построения конечномерных операторов, с использо-
ванием результатов численных симуляций в качестве 

1 Lavin A., Krakauer D., Zenil H., et al. Simulation 
Intelligence: Towards a New Generation of Scientific Methods.  
2022. http://arxiv.org/abs/2112.03235. Дата обращения 25.04.2023. /  
Accessed April 25, 2023.

2 Cuomo S., di Cola V.S., Giampaolo F., et al. Scientific Machine 
Learning through Physics-Informed Neural Networks: Where 
we are and What’s next. 2022. http://arxiv.org/abs/2201.05624. 
Дата обращения 25.04.2023. / Accessed April 25, 2023. 

обучающего набора. Например, в [14–16] исследованы 
сверточные, рекуррентные и генеративно-состязатель-
ные архитектуры для решения задач гидродинамики. 
Однако представленные методы не используют знания 
о структуре моделируемых зависимостей и, как след-
ствие, требовательны к геометрии объекта, сетке дис-
кретизации и нуждаются в большом количестве данных. 

Группа методов [17–19] относится к специализи-
рованному классу алгоритмов, так называемых физи-
чески информированных нейронных сетей. Данный 
подход также основан на конечномерных отображе-
ниях, но инкорпорирует ДУЧП напрямую в функцию 
ошибки алгоритма, используя механизм автоматиче-
ского дифференцирования [20]. Таким образом фи-
зика учитывается в процессе обучения, т.к. модель 
стремится минимизировать невязки между левой 
и правой частью уравнения, начальными и граничны-
ми условиями. Недостатком такого подхода является 
способность к приближению лишь конкретной реа-
лизации ДУЧП. Следовательно, физически инфор-
мированные нейронные сети не предоставляют су-
щественного ускорения относительно традиционных 
численных методов для многих прикладных задач.

Альтернативный и относительно новый подход 
заключается в обучении нейронных операторов, ко-
торые представляют собой отображения между функ-
циональными пространствами [21–23]. Обученные 
нейронные операторы могут аппроксимировать лю-
бые нелинейные непрерывные операторы, не зависят 
от сетки дискретизации и требуют лишь однократ-
ного обучения, поэтому их можно обучать и оцени-
вать на разных сетках дискретизации и реализаци-
ях ДУЧП. Показано, что данные методы обладают 
лучшей эффективностью в задачах аппроксимации 
ДУЧП по сравнению с другими существующими под-
ходами, основанными на глубоком обучении, в т.ч. 
и для задач гидродинамического моделирования. 

Обучение операторов в пространствах бесконеч-
ной размерности является активной областью иссле-
дований. В настоящее время продолжаются работы 
по повышению эффективности и применимости 
данного подхода в различных приложениях. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Математическая модель  
процесса фильтрации газа

В данной работе рассматривается процесс гидро-
динамического моделирования ПХГ пористого типа. 
Для таких объектов различные параметры, описы-
вающие движение газа в пористой среде (фильтра-
цию), имеют сильную зависимость от времени [3]. 
Такие процессы называются неустановившими-
ся (нестационарными).
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Основное уравнение трехмерной неустано-
вившейся однофазной фильтрации сжимаемого 
флюида (газа) в пористой среде получается путем 
подстановки закона сохранения импульса (закон 
фильтрации Дарси) в закон сохранения массы [24]: 

 
g g g g

b sc
gsc

g g sc
,

y yx x

z z

A kA k p px y
x B x y B y

V TA k p pz q
z B z p t Z

   ∂ ∂ ∂ ∂   ∆ + ∆ +
   ∂ µ ∂ ∂ µ ∂   
  φ∂ ∂ ∂   + ∆ = −  ∂ µ ∂ ∂   

 (1)

где p – давление; qgsc – дебит газа в стандартных ус-

ловиях; sc
g

sc
=

p TZ
B

T p
 – объемный коэффициент газо-

вой фазы; Z – коэффициент сверхсжимаемости газа; 
μg – вязкость газа; Tsc – температура в стандартных 
условиях; psc – давление в стандартных условиях; 
Vb – объем породы; ϕ – пористость; k – проницае-
мость; A – площадь поперечного сечения породы, 
перпендикулярная направлению фильтрации; 
Δx, Δy, Δz – длина, ширина и высота объема поро-
ды (конечного объема) соответственно. 

Вследствие зависимости μg, Bg и Z от давления 
ДУЧП (1) является нелинейным и схоже с уравне-
нием диффузии, однако, по своим динамическим 
характеристикам поток, описываемый данным соот-
ношением, является не диффузионным, а фильтра-
ционным. 

Обучение нейронных операторов

Целью данной работы является аппроксимация 
уравнения фильтрации газа в ПХГ (1) путем постро-
ения нейронного оператора, отображающего между 
двумя бесконечномерными пространствами из ко-
нечного набора пар начальных, граничных условий 
и решений ДУЧП. 

Зафиксируем пространственно-временную раз-
мерность ∈d  и обозначим через D ⊂ d  область  
в .

d  Тогда можно рассмотреть отображение, являю-
щееся по своей сути оператором решения ДУЧП:

 
: A(D; ) U(D; ),

: ( ),
→

→ =
 

a ud dG
a u G a

 (2)

где A(D; )∈ 

ada  – функция входных данных вида 
: D ;→ 

ada  U(D; )∈ 

udu  – функция выходных 
данных вида : D .→ 

udu  A(D; )

ad  и U(D; )

ud  – 
банаховы пространства. 

Для обучения оператора имеется конечное мно-
жество пар из начальных, граничных условий 

и решений ДУЧП 1{ , } ,=
N

j j ja u  где aj ~ μ (μ – вероят-
ностная мера) является последовательностью веро-
ятностных мер, заданных на A и uj = G(aj). Данные 
пары получены из ГДМ действующего ПХГ, которая 
использует метод конечных объемов для аппрокси-
мации системы дифференциальных уравнений 
по пространству и неявную схему для аппроксима-
ции по времени. Таким образом, обучение нейронно-
го оператора можно сформулировать следующим 
образом. Исходные данные, сгенерированные 
на численном симуляторе, по сути, являются резуль-
татом нелинейного отображения, удовлетворяющего 
уравнению фильтрации газа: G(aj) = uj. В результате 
можно построить нейронный оператор * ,

θ
N  подби-

рая параметры θ ∈ Θ таким образом, чтобы прибли-
жать исходное отображение * .

θ ≈GN  Тогда процесс 
обучения сводится к задаче минимизации функции 
потерь C: U × U → ℝ и имеет вид:

 min [ ( ( ), ( ))],µ θθ aE C N a G a  (3)

где Ea~μ – математическое ожидание.

2. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ  
НЕЙРОННОГО ОПЕРАТОРА

В соответствии с постановкой задачи предпола-
гается обучение нейронного оператора, аппрокси-
мирующего решение ДУЧП фильтрации газа в ПХГ. 
При разработке таких методов удобно придержи-
ваться следующей последовательности шагов в ар-
хитектуре модели [23]: 

1.  P – оператор преобразования входных данных 
в скрытое пространство большей размерности; 

2. Итеративное применение ядра интегрального 
оператора L; 

3.  Q – оператор проекции из скрытого простран-
ства в исходное пространство выхода. 
Таким образом, структура нейронного оператора 

имеет вид (4):

 N(a) = Q ◦ LL ◦ LL−1 ◦ ... ◦ L1 ◦ P(a), (4)

где заданная глубина слоев , : A(D; ) U(D; ), ,∈ → ≥  

a vd d
v aL P d d 

, : A(D; ) U(D; ), ,∈ → ≥  

a vd d
v aL P d d : U(D; ) U(D; ).→ 

v ud dQ
По аналогии с классическими конечномерными 

нейронными сетями L1, …, LL – нелинейные слои 
оператора, : U(D; ) U(D; ), ( ),→ → 

v ud d
l lL v L v  

которые можно записать как:

 Ll(v)(x) = σ(Wlv(x) + (Κ(a; θl)v)(x)), ∀x ∈ D, (5)

где σ – функция активации, Wl – линейное преобра-
зование, : A (U(D; ), U(D; )).Κ ×Θ→  

v vd dL  
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Оператор K(a, θl) [22] – интегральный оператор 
вида:

D
( ( , ) )( ) ( , , ( ), ( )) ( ) , D.θΚ θ = κ ∀ ∈∫la v x x y a x a y v y dy x  (6)

Ядро κθ представляет собой нейронную сеть 
с параметрами θ ∈ Θ и может иметь различную 
структуру. Из этого исходят различные виды ней-
ронных операторов. Например, графовые нейрон-
ные операторы (GNO3, MGNO4) [22], низкоранговые 
нейронные операторы (low-rank neural operators, 
LNO), нейронные операторы Фурье (Fourier neural 
operator, FNO). 

На сегодняшний день одним из перспективных 
методов для аппроксимации решений уравнений 
фильтрации является FNO, параметризующий ядро 
интегрального оператора в пространстве Фурье [25]. 
Данный метод показывает лучшую эффективность 
в задачах фильтрации флюидов в пористой среде 
по сравнению с традиционными нейросетевыми 
алгоритмами и другими операторными архитек-
турами (GNO, MGNO, LNO, DeepONet) [23]. В то 
же время в [26] показано на примере аппроксима-
ции уравнения переноса, что для достижения за-
данной ошибки сложность FNO растет логарифми-
чески, в отличие от альтернативной архитектуры 
DeepONet [21], у которой данный показатель растет 
квадратично.

Нейронный оператор Фурье [25] относится 
к классу нейронных операторов, в котором ядро мо-
жет быть записано как свертка:

 
D

( ( , ) )( ) ( ) ( ) , D.θΚ θ = κ − ∀ ∈∫la v x x y v y dy x  (7)

Чтобы эффективно параметризовать ядро, со-
гласно теореме о свертке, данный метод рассма-
тривает образ v в пространстве Фурье, используя 
быстрое преобразование Фурье F и обратное преоб-
разование Фурье F−1:

 1( ( ) )( ) ( ( ) ( )( ))( ), D,−
θΚ θ = ⋅ ∀ ∈v x F R k F v k x x  (8)

где Rθ(k) = F(κθ)(k) – матрица коэффициентов преоб-
разования Фурье от κθ.

Таким образом, слои оператора Фурье будут 
иметь вид:

 1( )( ) ( ( ) ( ( ) ( )( ))( )).−= σ + ⋅l l lL v x W v x F R k F v k x  (9)

3 Graph neural operators.
4 Multipole graph neural operator – мультипольный графо-

вый нейронный оператор.

Ключевое различие между (9) и традиционной 
архитектурой нейронных сетей заключается в том, 
что все операции определены непосредственно 
в функциональном пространстве и, следовательно, 
не зависят от дискретизации данных.

В данной работе разработан метод гидро-
динамического моделирования ПХГ, который 
представляет собой модифицированный нейрон-
ный оператор Фурье, в котором слои нейронного 
оператора включают в себя оператор сверточной 
нейронной сети U-Net для повышения вырази-
тельности за счет обработки высокочастотной 
информации, которая не улавливается базисом 
Фурье5. Такой алгоритм включает следующие три 
шага (рис. 1): 

1. Преобразование входных данных a(x) в скрытое 
пространство большей размерности 

0
( ( ));=lv P a x

2. Итеративное применение слоев Фурье и после-
дующее применение модифицированных слоев 
Фурье: 

0 0
... ... ,→ → → → →

L Ml l m mv v v v  где 

jlv  для 0,=j L  и 
kmv  для 0, ;=k M

3. Проекция 
Mmv  из скрытого пространства в ис-

ходное пространство выхода ( ) ( ( )).=
Mmz x Q v x  

Модифицированный слой Фурье нейронного 
оператора имеет вид: 

 1
( ) ( ( ( ))

( )( ) ( )), D,
+

= σ +

+ + ∀ ∈
k k

k k

m m

m m

v x W v x

Kv x Uv x x
 (10) 

где W – линейный оператор, 1( ) ( ( ))( )−= ⋅
k km mKv x F R F v x  – 

оператор интегрального преобразования, U – оператор 
сверточной нейронной сети U-Net. 

Важно отметить, что нейронный оператор 
Фурье является бесконечномерным оператором, 
который способен генерировать инвариантные 
решения вне зависимости от сетки дискретиза-
ции на обучающей и тестовой выборках. Однако 
за счет добавления U-Net-блока, который по сво-
ей сути не обеспечивает гибкость обучения и те-
стирования при различной дискретизации, авторы 
архитектуры жертвуют гибкостью в пользу более 
высокой точности. Предполагается, что такая ар-
хитектура позволит обеспечить приемлемую точ-
ность даже на относительно небольшой обучаю-
щей выборке. 

5 Wen G., Li Z., Azizzadenesheli K., et al. U-FNO – 
An enhanced Fourier neural operator-based deep-learning model 
for multiphase flow. 2022. http://arxiv.org/abs/2109.03697. Дата 
обращения 25.04.2023. / Accessed April 25, 2023. 

http://arxiv.org/abs/2109.03697
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Конфигурация данных 

Для формирования набора данных в настоящей 
работе используются данные из ГДМ. Период ап-
проксимации выбран равным сезону отборов газа. 
Весь набор данных формируется из 70 различных 
сценариев отборов с временным шагом в 10 дней. 
Рассматриваемое ПХГ имеет более 100 действую-
щих скважин и сложную геометрию.

Итоговый набор данных состоит из 2850 пар 
«вход-выход». Для обучения было выделено 2250 об-
разов для тренировочной выборки и по 300 для вали-
дационной и тестовой выборок.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве функции потерь используется отно-
сительная ошибка

 2

2

ˆ|| ||
ˆ( , ) ,

| ||
−

=
y y

L y y
y

 (11)

поскольку пластовое давление в ПХГ в разные пери-
оды имеет разный масштаб, ŷ – значение, получен-
ное из модели.

Во время обучения начальный коэффициент ско-
рости обучения принят равным 0.001 и постепенно 

снижается с увеличением количества пройден-
ных эпох. Обучение прекращается, когда потери 
на валидационной выборке больше не уменьшают-
ся (рис. 2).

Оценка качества обученной модели проводилась 
на тестовой выборке. Статистические параметры 
ошибок модели: среднее – 0.006, стандартное откло-
нение – 0.2. 

Обученная модель способна достаточно точ-
но воспроизводить динамику пластового давления 
на период сезонов отбора. На рис. 3 представлена 
диаграмма рассеяния нормализованного (масштаби-
рованного на диапазон от 0 до 1) пластового давле-
ния между обученным нейронным оператором и ре-
зультатами численных симуляций. Коэффициент 
детерминации R2 = 0.999.

Исходя из диаграммы рассеяния следу-
ет, что распределение, генерируемое нейрон-
ным оператором на тестовой выборке, в каждой 
ячейке пласта очень близко к распределению  
из ГДМ.

Визуализация сравнения результатов моделиро-
вания динамики поля пластового давления посред-
ством нейронного оператора и ГДМ представлена 
на рис. 4–6. Временной шаг означает порядковый 
номер десятидневного периода (декады) в рамках 
сезона отбора газа.

Рис. 1. (а) Архитектура модели: P и Q – полносвязные слои, z(x) – выход модели;  
(б) слой Фурье: R представляет собой параметризацию в пространстве Фурье, W – линейное смещение; 
(в) модифицированный слой Фурье: U – оператор U-Net, остальные обозначения имеют то же значение,  

что и в слое Фурье

(a)

(б)

а(х) P
Fourier 
layer l0

U-Fourier 
layer m0

U-Fourier layer

Fourier layer

U-Fourier 
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v(x)
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F
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Рис. 2. График ошибки модели в процессе обучения
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Рис. 3. Диаграмма рассеяния нормализованного 
пластового давления
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Рис. 4. Визуализация пластового давления из ГДМ, модели U-FNO и абсолютной ошибки  
на тестовой выборке (временной шаг 4/16)
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Рис. 5. Визуализация пластового давления из ГДМ, модели U-FNO и абсолютной ошибки  
на тестовой выборке (временной шаг 10/16)
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Рис. 6. Визуализация пластового давления из ГДМ, модели U-FNO и абсолютной ошибки  
на тестовой выборке (временной шаг 16/16)
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Обученный нейронный оператор показал хорошую 
эффективность на тестовой выборке. Вместе с тем, по-
лученная модель осуществляет расчет заданного сце-
нария за доли секунды, что, по меньшей мере, в 106 раз 
быстрее, чем традиционный численный симулятор.

Несмотря на небольшое количество реализаций 
ДУЧП в обучающей выборке, авторами была про-
ведена оценка обобщающей способности модели 
на примере воспроизведения динамики пластового 
давления в случае существенных изменений в самом 
объекте – изменении количества и расположения 
скважин. Поскольку использование разработанного 
нейронного оператора на данном этапе не предпола-
гает расчеты и оптимизацию различных схем разме-
щения скважин, в качестве опорного сценария был 

взят рассчитанный на действующей ГДМ сценарий, 
воспроизводящий ситуацию с околонулевыми отбо-
рами из ПХГ в течение всего периода. Далее были 
удалены все скважины, помещены 11 новых эксплу-
атационных скважин в те ячейки пласта, где их ни-
когда не было, и смоделирован сценарий форсиро-
ванных отборов газа через эти скважины. Результаты 
представлены на рис. 7.

В нижней части рис. 7 помещены визуализации 
объемов ячеек дискретизированного пласта, пористо-
сти и проницаемости. Исходя из полученных результа-
тов можно заключить, что модель реагирует на такие 
существенные изменения адекватно – поле пластового 
давления в околоскважинном пространстве изменяет-
ся с учетом распределения пластовых свойств.
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Рис. 7. Визуализация результатов моделирования с учетом изменения фонда скважин и визуализация 
пластовых свойств (ячейки с размещенными скважинами выделены цветом)
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что модифицированный нейронный 
оператор Фурье может быть успешно применен 
не только для задач моделирования фильтрации газа 
в цилиндрической системе координат с одной скважи-
ной, но и для задач трехмерной фильтрации газа в де-
картовой системе координат на объектах с множеством 
скважин. Кроме того, разработанная модель обеспечи-
вает высокое качество при моделировании объектов 
с неравномерной сеткой дискретизации и сложной 
геометрией, несмотря на использование в архитектуре 
алгоритма быстрого преобразования Фурье.

При этом нейронному оператору не требуется 
большой размер обучающей выборки для дости-
жения высокой точности аппроксимации решений 
ДУЧП, что демонстрируется не только на тестовой 

выборке, но и на искусственно сгенерированных 
сценариях с внесением существенных измене-
ний в структуру моделируемого объекта. Исходя 
из экспериментов, обученный нейронный оператор 
осуществляет моделирование заданного сценария 
за доли секунды, что, по меньшей мере, в 106 раз бы-
стрее, чем традиционный численный симулятор, что 
делает возможным применение данной модели в за-
дачах планирования и принятия решений в отноше-
нии различных аспектов эксплуатации ПХГ, таких 
как оптимальное использование скважин, контроль 
давления и управление запасами газа.
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Резюме 
Цели. Обеспечение научно-технологического суверенитета, определенное как одна из задач Концепции 
технологического развития на период до 2030 г., утвержденной Распоряжением Правительства Российской 
Федерации от 20 мая 2023 г. № 1315-р, предполагает использование эффективных механизмов управления 
экономикой страны. В современных условиях технологическое развитие экономики является императивом 
развития страны и ключевой составляющей научно-технологической безопасности. Цель работы – развитие 
существующих инструментальных методов анализа экономически значимой информации для мониторинга 
и диагностики научно-технологической безопасности на мезо- и макроуровне.
Методы. Использована авторская методика мониторинга и прогнозирования уровня научно-технологиче-
ской безопасности на основе анализа динамики стоимости ценных бумаг компаний, включающая методы 
экономико-статистического анализа, инструменты машинного обучения и анализа временных рядов.
Результаты. Представлен авторский подход к совершенствованию механизмов обработки и анализа ин-
формации в ходе принятия управленческих решений. Для этого осуществлена разработка инструмента 
диагностики научно-технологической безопасности социально-экономической системы на основе эконо-
мико-математических методов обработки информации. Предложена методика интегральной оценки научно- 
технологической безопасности на макроуровне на основе анализа и прогнозирования стоимости ценных бу-
маг экономических агентов – системообразующих компаний. Научный результат – разработанная методика 
анализа биржевых индексов системообразующих предприятий, осуществляющих исследования и разработ-
ки для оценки и прогнозирования динамики научно-технологической безопасности на мезо- и макроуровне 
экономики. Для верификации методики проведен численный эксперимент с использованием статистиче-
ских данных системообразующих компаний.
Выводы. Разработанная методика направлена на повышение точности и быстродействия управления в за-
дачах обеспечения научно-технологической безопасности социально-экономических систем. Результаты 
эксперимента количественно подтверждают предположение о значительном вкладе системообразующих 
предприятий в обеспечение научно-технологической безопасности Российской Федерации.

Ключевые слова: научно-технологическая безопасность, методика анализа информации, экономико-мате-
матическое моделирование, научное развитие, биржевые индексы, инструменты поддержки принятия решений

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-113-126
https://elibrary.ru/QPTLBD
mailto:ladynin@mirea.ru


114

Andrey I. LadyninShort-term stock indices as a tool for assessing  
and forecasting scientific and technological security

Russian Technological Journal. 2024;12(6):113–126

RESEARCH ARTICLE

Short-term stock indices as a tool for assessing 
and forecasting scientific and technological security

Andrey I. Ladynin @

MIREA – Russian Technological University, Moscow, 119454 Russia
@ Corresponding author, e-mail: ladynin@mirea.ru 

Abstract
Objectives. Ensuring scientific and technological sovereignty, defined as one of the objectives of the Concept 
of Technological Development for the period until 2030, approved by the Order of the Government of the 
Russian Federation No. 1315-r dated May 20, 2023, implies the use of effective mechanisms for managing the 
country’s economy. Under contemporary conditions, technology is a crucial element in the country’s economic 
development and a key component of scientific and technological security. Thus, the aim of the present work is to 
develop existing methods for analyzing economically significant information relating to the monitoring and diagnostics 
of scientific and technological security at the meso- and macrolevels.
Methods. The developed method for scientific and technological security level monitoring and forecasting, which 
is based on the dynamics analysis of the values of corporate securities, includes economic and statistical analysis 
methods, machine learning and time series analysis tools.
Results. The approach towards information processing and enhancement of analysis mechanisms in managerial 
decisions, which relies on diagnostic, analysis, and forecasting tools for socioeconomic system scientific and 
technological security, is based on information-processing, economic, and mathematical methods. The presented 
results constitute a developed method for the analysis of systemically important enterprises stock indices, supporting 
research and development to assess and predict scientific and technological security dynamics at meso- and macro 
levels of the economy. In order to verify the methodology, a numerical experiment was carried out using statistical 
data from systemically important companies.
Conclusions. The developed methodology is aimed at improved managerial decision-making accuracy and 
speed when solving problems connected with scientific and technological security underpinning socioeconomic 
systems. The experimental results quantitatively confirm the significant contribution made by systemically important 
companies to Russian Federation’s scientific and technological security ensuring.

Keywords: scientific and technological safety, information analysis methods, economic and mathematical modeling, 
scientific development, stock indices, decision support tools
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ВВЕДЕНИЕ

Современные инструменты мониторинга, ана-
лиза и прогнозирования состояния экономики 
предполагают использование актуального инстру-
ментария обработки информации. Научные иссле-
дования и опытно-конструкторские разработки 
крупных предприятий, находящихся в юрисдикции 
Российской Федерации, являются одним из инстру-
ментов обеспечения экономической безопасности. 
При этом деятельности наукоемких предприятий 
свойственна неопределенность, обусловленная, 
в частности, сложностью решаемых задач, много-
образием факторов влияния и динамикой изменений 
влияния внешней среды.

В подобных условиях целесообразно рассмо-
треть не только методы прямой оценки научно-техно-
логической безопасности (НТБ) на основе индикато-
ров научной активности предприятия или компании, 
но и процессы ее совершенствования в более общем 
характере – через опосредованные признаки оценки, 
например, установить количественную связь стои-
мости ценных бумаг крупных технологических ком-
паний с уровнем НТБ. Являясь признанным меха-
низмом оценки, системы индикаторов, как правило, 
включают характеристики, определяющие уровень 
инновационной активности, затраты и результаты 
функционирования предприятий в области научной 
деятельности и высоких технологий. Следует отме-
тить, что дополнительным фактором, определяю-
щим возможность проведения такого рода оценки 
является значительное участие государства в круп-
ном бизнесе – так, для многих крупных компаний, 
выполняющих, в т.ч., исследования и разработки 
в рамках обеспечения бизнес-интересов, в число ак-
ционеров входят государственные институты.

Одними из ключевых факторов эффективности 
принятия управленческих решений являются точ-
ность и быстродействие. Однако статистические 
оценки, включающие значимые для НТБ индикато-
ры, обладают значительными интервалами между 
периодами поступления статистических данных. 
В условиях динамичного изменения показателей, 
характеризующих социально-экономическую си-
стему, целесообразно рассмотреть инструментарий, 
обладающий большей чувствительностью и мень-
шими временными задержками. Отсюда возникает 
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необходимость в использовании методических под-
ходов, основанных на анализе оперативно изменя-
ющихся данных, и появляется потребность в совер-
шенствовании существующих и разработке новых 
инструментов обработки и анализа информации.

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Рассматривая задачи обеспечения НТБ, необ-
ходимо определиться с ее положением в структуре 
современной экономики. Представляется целесо-
образным рассматривать НТБ как составную часть 
экономической безопасности. Современное понима-
ние конкурентоспособной национальной экономи-
ки находится в тесной взаимосвязи с научно-техно-
логическим прогрессом. Концепция обеспечения 
научно- технологического суверенитета, определен-
ная одним из приоритетов развития России1, в совре-
менных условиях также предполагает актуализацию 
существующего и дальнейшее наращивание неза-
висимого научно-технологического базиса. В про-
фильной литературе НТБ занимает важную роль. 
А.Е. Варшавский в работе [1] постулировал прин-
ципы обеспечения НТБ. В работе М.С. Власовой, 
О.С. Степченковой рассмотрены показатели эко-
номической безопасности в научно-технической 
сфере [2]. А.Ю. Пинчук рассматривает научно- 
технологическое развитие в контексте цифрови-
зации экономики и промышленного развития [3]. 
А.А. Афанасьев рассматривает роль НТБ в задачах 
обеспечения технологического суверенитета [4].

В научном сообществе существует обоснованное 
предположение о наличии фундаментальной связи 
между инновационной деятельностью и НТБ [5]. 
Проблемам методического обеспечения иннова-
ционной деятельности посвящены работы [6, 7]. 
Исследования в области оценки эффективности 
инновационной деятельности организаций в усло-
виях цифровизации экономики представлены в [8]. 

1 Указ Президента Российской Федерации от 28.02.2024 г. 
№ 145 О Стратегии научно-технологического развития 
Российской Федерации. http://www.kremlin.ru/acts/bank/50358. 
Дата обращения 03.04.2024. [Decree of the President of the Russian 
Federation No. 145, dated February 28, 2024, On the Strategy 
for Scientific and Technological Development of the Russian 
Federation. http://www.kremlin.ru/acts/bank/50358. Accessed 
April 03, 2024 (in Russ.).]

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2024-12-6-113-126
http://www.kremlin.ru/acts/bank/50358
http://www.kremlin.ru/acts/bank/50358
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Существенный пласт работ посвящен анализу про-
блем инновационного развития бизнеса современ-
ной России [9–12].

Задачи обеспечения инновационного разви-
тия тесно связаны с конкурентоспособностью ор-
ганизаций в современных условиях. Инновации 
являются одним из факторов производства, а раз-
работка инноваций – стимулом и требованием к со-
вершенствованию инструментария производств. 
М.П. Калиниченко рассматривает управление кон-
курентоспособностью предприятий через инноваци-
онную деятельность [13]. Т.А. Бурцева представила 
подходы к анализу оценки эффективности инфор-
мационного обеспечения управления инновация-
ми [14]. А.В. Бабкин и Л. Чэнь на примере провинции 
Китайской Народной Республики провели оценку 
эффективности инноваций высокотехнологичной 
промышленности [15]. Проблемы управления на-
укоемких организаций рассматривались в работах 
А.М. Батьковского [16, 17], Д.Ю. Фраймовича [18]. 
И.Л. Березин рассмотрел институциональные фор-
мы управления инновационной деятельностью и их 
ограничения [19], а С.А. Филин – принципы управ-
ления в контексте перехода к цифровой экономи-
ке [20]. Следует отметить актуализацию исследова-
ний в области обеспечения научной деятельности 
и экономической безопасности в контексте санкци-
онного давления [21]. Авторы [22] рассматривают 
подходы к преодолению технологической зависи-
мости России. Исследованы доступные механизмы 
и инструменты перехода к шестому технологическо-
му укладу [23].

Авторы отмечают необходимость перехода к суве-
ренной, импортонезависимой модели научно-техни-
ческого развития. Например, Т.Д. Степанова в рабо-
те [24] выявила ключевые угрозы технологическому 
развитию, и, как следствие, экономической безопас-
ности. Необходимо отметить, что проблемы кадрово-
го обеспечения – важный аспект научных дискуссий. 
В.И. Авдийский отмечает необходимость совершен-
ствования подготовки кадров в контексте обеспечения 
экономической безопасности и предлагает рекомен-
дации, способствующие этому процессу [25].

Признанным механизмом обеспечения эко-
номической безопасности является мониторинг 
ключевых индикаторов социально-экономическо-
го развития [26]. Актуальные исследования посвя-
щены различным аспектам мониторинга и оценке 
экономической безопасности. Так, А.П. Суворова 
и Н.Ю. Судакова рассматривают научно-техниче-
ское развитие России через призму эффективно-
сти реализации государственных программ [27]. 
В [28] совершенствуются теоретико-методологиче-
ские подходы к исследованию экономической без-
опасности, развитию теории и практики обработки 

информации в контексте ее обеспечения. В работах 
В.К. Сенчагова, С.Н. Митякова [29] описан подход 
к применению моделей оценки краткосрочных ин-
дикаторов для анализа экономической безопасности. 
Авторами рассматривается мониторинг региональ-
ной инновационной деятельности в контексте обе-
спечения экономической безопасности и научного 
суверенитета. Другие исследования посвящены 
оценке эффектов и реализации проектов в производ-
ственных системах, как части научного потенциала 
страны [30]. В профильной литературе представле-
ны концептуальные аспекты обеспечения и инстру-
ментарий мониторинга НТБ регионов России [31].

Обобщая обзор научных публикаций, можно 
сделать вывод о важности рассматриваемой темы 
в контексте обеспечения экономической безопасно-
сти на региональном и федеральном уровнях. Так, 
большинство работ посвящены формированию ин-
струментальной и методологической базы иссле-
дования НТБ на основе существующей статисти-
ческой информации. Это, безусловно, оправдано 
в контексте собираемости данных и возможности 
их дальнейшего сравнительного и ретроспективно-
го анализа. Однако существующие подходы могут 
быть дополнены на основе альтернативных методов 
оценки. Более того, такие инструменты, в основе ко-
торых лежат непрямые индикаторы экономической 
активности, оказывающие существенное воздей-
ствие на состояние НТБ, позволяют дополнительно 
верифицировать существующие официальные ста-
тистические данные.

МЕТОДИКА МОНИТОРИНГА 
И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ УРОВНЯ НТБ 

НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА ДИНАМИКИ 
СТОИМОСТИ ЦЕННЫХ БУМАГ КОМПАНИЙ

С развитием сетей передачи данных, механизмов 
организации, хранения и представления информации, 
многие российские и зарубежные ученые в своих ра-
ботах используют биржевые котировки для анализа 
финансовой составляющей, оценки перспективно-
сти развития отраслей реального сектора экономики, 
уточнения параметров разрабатываемых имитацион-
ных моделей. Авторы используют систему индикато-
ров, в которой применяются краткосрочные индексы. 
Подобный подход применим к задачам выборочной 
оценки и прогнозирования составляющих элементов 
структуры экономической безопасности, однако в за-
дачах совершенствования ее научно-технической со-
ставляющей, представляется обоснованным перей ти 
к мониторингу изменений ключевых индикаторов 
в среднесрочной перспективе. Это обусловлено бо-
лее сложными свойствами влияния изменений фи-
нансовых инструментов компаний и корпораций, 
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занимающихся исследованиями и разработками, 
на уровень НТБ социально-экономической системы. 
Также это обусловлено присутствием отложенности 
влияния инновационных процессов, результатив-
ность которых также, с одной стороны, оказывает 
влияние на общий уровень НТБ, а, с другой – форми-
рует стоимость акций компании на бирже.

Следует отметить, что актуальность представ-
ляют методы прогностического моделирования, ис-
пользуемые для оценки и анализа временных рядов 
на основе машинного обучения, а также формальных 
моделей математической статистики. Они позволяют 
с определенной долей вероятности предсказывать 
динамику изменения стоимости ценных бумаг ком-
паний. Иными словами, методика мониторинга НТБ 
на основе анализа динамики стоимости ценных бумаг 
компаний включает две ключевых составляющих: 
систему индикаторов, сформированную на основе 
совокупности компаний-лидеров научно-техниче-
ского прогресса для непосредственного построения 
интегрального индекса и методы анализа временных 
рядов – для прогнозирования (см. рисунок).

Рассмотрим методику мониторинга и прогнози-
рования уровня НТБ на основе анализа динамики 
стоимости ценных бумаг компаний-лидеров России. 
Методика предполагает анализ стоимости ценных 
бумаг компаний, сгруппированных по видам эко-
номической деятельности и напрямую связанных 

с исследованиями и разработками, инвестициями 
в науку и технологии. Итак, среди возможного мно-
жества рассматриваемых проекций выделим ком-
пании, занятые в добыче полезных ископаемых, 
обрабатывающих производствах, а также принадле-
жащие собирательной классификационной группи-
ровке видов экономической деятельности «Сектор 
информационно-коммуникационных технологий».

Формальная составляющая методики включает 
инструментарий анализа временных рядов, позво-
ляющий строить прогностические модели в усло-
виях наличия достаточного количества начальных 
данных. Существующие модели предоставляют 
возможности по подбору наиболее подходящих ме-
ханизмов под характеристики начальных данных 
и требуют сравнительного анализа результатов для 
выбора из них наиболее адекватных исходным дан-
ным. Так, в работе [32] приводится пример прогно-
зирования краткосрочных индексов экономической 
безопасности на основе инструментария машинного 
обучения и временных рядов. Авторами проводится 
сравнительный анализ результатов моделирования 
по различным макроэкономическим показателям 
с применением моделей ARIMA2 и Хольта, а также 
нейросетевых моделей. Применительно к оценке НТБ  

2 Autoregressive integrated moving average – модель 
скользящего среднего.

Предварительный анализ 
и подготовка данных

Формирование перечня компаний согласно  
требованиям введенных проекций НТБ 

и представленных на бирже

Решение задачи  
прогнозирования

Формирование выборки данных 
стоимости ценных бумаг 

по рассматриваемым проекциям 
с шагом в один календарный месяц

Оценка значимости каждой 
из проекций интегрального 

индекса НТБ

Экспертная 
оценка

Оценка данных 
по исследованиям 

и разработкам

Расчет весов рассматриваемых 
проекций, составляющих 

интегрального индекса НТБ

Методы 
машинного 

обучения

Методы 
аналитического 

прогнозирования 
временных рядов

Построение имитационной модели 
и расчет прогнозных значений 

стоимости акций анализируемых 
компаний

Формирование значений стоимости 
акций на конец периода прогноза 

на основе полученной имитационной 
модели

Построение интегрального индекса 
НТБ

Формирование выборки данных 
стоимости ценных бумаг 

по рассматриваемым проекциям 
с шагом в один календарный месяц

Рисунок. Структурная схема методики мониторинга и прогнозирования уровня НТБ  
на основе анализа динамики стоимости ценных бумаг компаний
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на основе анализа стоимости акций компаний, зани-
мающихся исследованиями и разработками, пред-
ставляется целесообразным воспользоваться сово-
купностью методов прогнозирования временных 
рядов, основанных на моделях Хольта – Уинтерса 
и Бокса – Дженкинса, принимая во внимание важ-
ность сравнительного анализа получаемых прогно-
зов. Также целесообразно использовать модели ма-
шинного обучения, что позволяет сравнить итоговые 
результаты, например, сеть долгой краткосрочной 
памяти, известную как LSTM-модель3.

Указанные методы не являются обязательным ру-
ководством к действию при прогнозировании значе-
ний временного ряда, но позволяют проводить сравни-
тельный анализ точности прогнозов. Аналитическая 
составляющая предлагаемой методики предполагает 
итеративное сравнение получаемых значений в со-
ответствии с определенными критериями точности 
и адаптацию выбранных моделей под решение кон-
кретных практических задач. Применение машинно-
го обучения и аппарата временных рядов позволяет 
проиллюстрировать многообразие подходов к про-
гнозированию и формирует возможность выбора наи-
более подходящих из них для решения конкретной 
задачи анализа динамики изменения НТБ.

Рассмотрим определяющие соотношения, не-
обходимые для количественной оценки изменения 
уровня НТБ в соответствии с представленной ме-
тодикой. Для этого предлагается использовать ав-
торскую формулу, основанную на предположении 
о выраженном прямом влиянии инвестиционной 
привлекательности высокотехнологичной компании 
на сектор научных исследований и разработок, а, 
следовательно – на уровень НТБ.

Перейдем к построению интегрального индекса 
НТБ на основе анализа стоимости акций компаний. 
Для этого целесообразно воспользоваться следую-
щим соотношением:
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где n – число проекций видов экономической дея-
тельности компаний; m – число компаний в анализи-
руемой проекции; 0 ≤ βi ≤ 1 – коэффициент значимо-
сти проекции для НТБ; 0 ≤ αj ≤ 1 – коэффициент 
значимости компании в проекции; 0 ≤ ρj ≤ 1 – оценка 
риска рассматриваемого актива; xt – значение стои-
мости финансового инструмента компании (напри-
мер, акций) в последнем анализируемом периоде; 

3 Long short-term memory.

xτ  – усредненное значение стоимости финансового 
инструмента на некотором временном интервале, 
равном нескольким периодам t, предваряющим рас-
сматриваемый.

Отметим, что коэффициент значимости компа-
нии αj возможно определить на основе экспертного 
оценивания, но при наличии исходных данных его 
расчет лежит в плоскости оценки статистических 
показателей анализируемой организации в обла-
сти завершенных исследований и разработок. Так, 
предлагается определять значимость конкретной 
компании в контексте обеспечения НТБ на основе 
относительного вклада в части научно-исследова-
тельских работ (НИР) и научно-исследовательских 
и опытно-конструкторских работ (НИОКР) в рамках 
отрасли. При этом нормирование значений αj для 
рассматриваемой формулы предлагается прово-
дить по условию максимума, где αj = 1 присваива-
ется наиболее инновационно-активной компании, 
а остальные нормируются по убыванию. То есть, по-
сле получения относительных весов вклада каждой 
из компаний в число НИР и НИОКР отрасли, прово-
дят пропорциональное масштабирование значений 
до соответствия единице относительного веса лиде-
ра рассматриваемого распределения.

В свою очередь, коэффициент βi также может 
быть определен экспертно, однако его значения 
целесообразно рассмотреть на основе оценки ста-
тистических данных в отношении инновационной 
активности по отраслям, определив как отношение 
числа НИР и НИОКР рассматриваемого вида эконо-
мической деятельности к общему числу выполняе-
мых научных работ по всем ее видам. Нормирование 
величины βi предполагается сообразно с αj, т.е. наи-
большее значение коэффициента в распределении 
эквивалентно единице, а остальные значения рассчи-
тываются пропорционально. Для корректного функ-
ционирования методики следует отметить необхо-
димость наличия соответствующих статистических 
данных для расчета коэффициентов βi и αj по видам 
экономической деятельности и числу новых продук-
тов и технологий, соответственно.

Отдельно следует отметить рисковую составля-
ющую, представленную соответствующей компо-
нентой (1 − ρj) и нормированной от 0 до 1. Оценку 
влияния динамики изменения стоимости ценных бу-
маг на уровень НТБ необходимо проводить при уче-
те рисков, характеризующих инвестиционную при-
влекательность выбранного актива. Отметим, что 
оценка рисков в предлагаемой методике относится 
к волатильности ценных бумаг, однако, при необхо-
димости, в нее могут быть также заложены риски 
снижения влияния динамики анализируемых финан-
совых инструментов на изменение уровня НТБ. В то 
же время, данная конфликтная ситуация может быть 
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урегулирована в модели благодаря увеличению или 
снижению экспертных значений коэффициентов зна-
чимости влияния динамики рассматриваемого акти-
ва на уровень НТБ.

Отметим, что при детальном рассмотрении не-
которых практически значимых задач целесообразно 
прибегнуть к дифференцированным методам оценки 
рисковой составляющей. Так, настоящая методика 
не предполагает ограничения на вид ценных бумаг, 
что в контексте оценки предполагает соответствую-
щую адаптацию меры риска. Для выбранных времен-
ных периодов могут быть использованы популярные 
в финансовом анализе меры на основе суммы под 
риском (VaR4), рассчитанные специально под каж-
дый из рассматриваемых видов ценных бумаг, ве-
роятностная оценка рисков, экспертная оценка или 
методики на основе более сложных факторных мо-
делей. Необходимо подчеркнуть, что используемый 
в конкретной практической задаче метод оценки 
рисковой составляющей финансового инструмента 
в первую очередь основан на требованиях исследо-
вания при учете доступных статистических данных, 
временных и материально-технических ресурсов 
для анализа.

В базовом варианте применения методики рас-
чет соответствующей компоненты основывается 
на общеизвестных методиках оценки финансовых 
рисков. В качестве меры может служить коэффи-
циент вариации. При необходимости используемый 
инструмент может быть дополнен и изменен в соот-
ветствии с требованиями конкретного исследования. 
Коэффициент вариации, используемый в настоящей 
методике, рассчитывается по следующей формуле:

 ,r = j
j

j

SD

M
 (2)

где SDj – стандартное отклонение по статистическим 
данным за рассматриваемый период, Mj – среднее 
значение стоимости рассматриваемого финансового 
инструмента на оцениваемом интервале времени.

Таким образом, итоговая формула включает кон-
сервативную оценку рисков при учете коэффициен-
та вариации, что позволяет дополнительно уточнить 
характеристики анализируемой совокупности фи-
нансовых инструментов. Формализуя совокупность 
действий, определяющих методику мониторинга 
и прогнозирования уровня НТБ на основе анализа 
динамики стоимости ценных бумаг компаний, мож-
но выделить следующие этапы:

1. Выбор временного интервала оценки уров-
ня НТБ.

4  Value at risk – стоимостная мера риска.

2. Формирование перечня компаний-эмитентов фи-
нансовых инструментов, согласно направлениям 
их научно-исследовательской деятельности и ви-
дам экономической деятельности.

3. Подготовка статистических данных по выбран-
ным компаниям: определение текущей xt и усред-
ненной xτ  стоимостей финансового инструмен-
та, меры его риска ρj.

4. Расчет весов βi, характеризующих вклад отрас-
ли, соответствующей выбранным компаниям, 
в научно-технический прогресс страны.

5. Оценка значимости компании в проекции αj.
6. Построение S – интегрального индекса НТБ 

на основе анализа стоимости акций компаний.

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Для иллюстрации практического применения 
представленной методики обратимся к рейтингу 
крупнейших компаний России по объему реализа-
ции продукции. Выберем в соответствии с выделен-
ными проекциями оценки компании, занимающие 
ведущие позиции по данному показателю согласно 
рейтинговому агентству RAEX-Аналитика5. Расчет 
коэффициентов βi проводился на основе данных 
Федеральной службы государственной статистики, 
в частности, в соответствии с отчетом6 о количестве 
принципиально новых разработанных передовых 
производственных технологий по видам экономиче-
ской деятельности. Коэффициенты αj в примере 
представляют собой экспертное мнение о важности 
той или иной компании в контексте обеспече-
ния НТБ. Для анализа биржевых котировок и расче-
та параметров ,tx xτ  использовались открытые дан-
ные по стоимости финансовых инструментов 
рассматриваемых компаний с использованием от-
крытых сервисов – Investing.com7, Yahoo finance8, 
Московской биржи9 и других.

5 Рейтинг крупнейших компаний России по объему 
реализации продукции – RAEX-600. https://raex-rr.com/
largest/RAEX-600/biggest_companies/2022/. Дата обраще-
ния 03.04.2024. [Rating of Russia’s largest companies by sales 
volume—RAEX-600. https://raex-rr.com/largest/RAEX-600/
biggest_companies/2022/. Accessed April 03, 2024 (in Russ.).]

6 Технологическое развитие отраслей экономики. 
Федеральная служба государственной статистики. https://rosstat.
gov.ru/folder/11189. Дата обращения 02.04.2024. [Technological 
development of economic sectors. Federal State Statistics Service. 
https://rosstat.gov.ru/folder/11189. Accessed April 02, 2024  
(in Russ.).]

7 https://www.investing.com. Дата обращения 02.04.2024. /  
Accessed April 02, 2024.

8 https://finance.yahoo.com. Дата обращения 02.04.2024. / 
Accessed April 02, 2024.

9 https://www.moex.com (in Russ.). Дата обращения 
02.04.2024. / Accessed April 02, 2024.

http://Investing.com
https://raex-rr.com/largest/RAEX-600/biggest_companies/2022/
https://raex-rr.com/largest/RAEX-600/biggest_companies/2022/
https://raex-rr.com/largest/RAEX-600/biggest_companies/2022/
https://raex-rr.com/largest/RAEX-600/biggest_companies/2022/
https://rosstat.gov.ru/folder/11189
https://rosstat.gov.ru/folder/11189
https://rosstat.gov.ru/folder/11189
https://www.investing.com
https://finance.yahoo.com
https://www.moex.com
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Для оценки уровня НТБ за период 
2022 г. (табл. 1) использовались данные, агреги-
рованные посредством сравнительного анализа 
и взаимопроверки стоимости финансовых акти-
вов на международных площадках. Для периода 
весны 2024 г. (табл. 3) в расчетах использованы 
данные Московской биржи по причине делистинга 
финансовых инструментов российских компаний 
с общемировых торговых площадок. Необходимо 

отметить, что в условиях изолированного нацио-
нального финансового рынка рисковая составля-
ющая, выраженная волатильностью эмитируемых 
компаниями инструментов, в среднем ниже, о чем 
свидетельствует сравнительный анализ соответ-
ствующих статистических данных, приведенных 
в численном эксперименте в табл. 1, 3. В связи 
с этим в дальнейших практических расчетах це-
лесообразно дополнить рисковую составляющую 

Таблица 1. Данные для оценки уровня НТБ на основе анализа рынка ценных бумаг крупных компаний, 
осуществляющих научно-исследовательскую деятельность, февраль 2022 г.

Показатели  
компании

Вид  
экономи- 
ческой  
деятельности

Название компании

Значение 
стоимости 

финансового 
инструмента 
в последнем 

анализируемом  
периоде, xt  
(февраль 
2022 г.),  

руб.

Усредненное 
значение стоимости 

финансового 
инструмента 
на некотором 
временном 

интервале, xτ  
(январь 2021 –  

январь 2022 гг.), 
руб.

Коэффи-
циент βi, 

рассчитанный 
на основе 

статистиче-
ских данных, 
приведенный 
по правилу 
максимума  
значения

Коэффи-
циент αj, 

экспертная 
оценка,  

приведенные 
по правилу 
максимума 
значения

Оценка 
риска 

(1 − ρj)

Добыча полезных 
ископаемых

АО «Газпром» 324.30 287.57

0.21

0.5 0.82

ПАО «ЛУКОЙЛ» 70.41 63.48 0.5 0.92

МКПАО «Объединенная 
Компания «РУСАЛ» 67.07 77.47 0.25 0.85

ПАО «Норильский никель»,  
горнометаллургическая 
компания

21919 23683 0.25 0.94

Обрабатывающие 
производства, 
машиностроение

ГК «Ростех», 
структуры, 
представлен-
ные на фи-
нансовом 
рынке

Концерн 
«Калаш-
ников»

99.8 101.27

1

0.75 0.99

АО «Верто-
леты 
России»

96.48 99.26 0.75 0.97

ПАО 
«КАМАЗ» 106.08 87.01 0.5 0.76

ПАО «Российские сети» 1.01 1.36 0.5 0.86

ПАО «СИБУР Холдинг» 94.5 98.00 0.25 0.97

Собирательная 
классификацион-
ная группировка 
видов экономиче-
ской деятельности 
«Сектор  
информационно- 
коммуникацион-
ных технологий»

ПАО АФК «Система» 19.44 29.31

0.46

0.5 0.84

ПАО «Ростелеком» 71.42 95.45 0.5 0.88
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настоящей методики факторами, обладающими ко-
личественным выражением.

После подготовки начальных данных, расчета 

коэффициентов βi и αj, и отношения tx
xτ

 для каждой 

из рассматриваемых компаний перейдем к построе-
нию интегральной оценки уровня НТБ социально- 
экономической системы. Воспользовавшись форму-
лой (1), получим значение интегрального 
индекса НТБ, составляющее 0.64. При этом, соглас-
но рассматриваемой модели оценки, значения част-
ного вклада компаний по каждому из видов экономи-
ческой деятельности составляют 26%, 60% и 14% 
соответственно (табл. 2).

Таблица 2. Значения интегрального индекса НТБ 
на основе анализа рынка ценных бумаг 
крупных компаний, осуществляющих 
научно-исследовательскую деятельность, 
февраль 2022 г.

Вид экономической  
деятельности

Процентное выражение вклада 
компаний в интегральный 
индекс НТБ по каждому 
из анализируемых видов 

экономической деятельности

Добыча полезных  
ископаемых 26%

Обрабатывающие произ-
водства, машиностроение 60%

Собирательная классифи-
кационная группировка 
видов экономической 
деятельности «Сектор 
информационно- 
коммуникационных  
технологий»

14%

Для обеспечения соответствия результатов чис-
ленного эксперимента актуальному временному 
интервалу необходимо воспользоваться данными 
Московской биржи. Это частично обусловлено ис-
ключением российских компаний из перечня органи-
заций, представленных на международных биржах, 
частично – ограничением доступа к статистиче-
ской отчетности системообразующих компаний10. 
Необходимо также отметить, что для части стати-
стических данных (например, числа принципиально 

10 Федеральный закон от 28.02.2023 № 55-ФЗ «О внесении изменения в статью 5 и приостановлении действия части 7 статьи 8 
Федерального закона «Об официальном статистическом учете и системе государственной статистики в Российской Федерации» и об 
особенностях осуществления официального статистического учета на территориях отдельных субъектов Российской Федерации». 
http://publication.pravo.gov.ru/Document/View/0001202302280031. Дата обращения 03.04.2024. [Federal Law No. 55-FZ dated February 28, 
2023 “On Amending Article 5 and Suspending Part 7 of Article 8 of the Federal Law “On Official Statistical Accounting and the System of State 
Statistics in the Russian Federation” and on the Specifics of Official Statistical Accounting in the Territories of Certain Constituent Entities 
of the Russian Federation.” http://publication.pravo.gov.ru/Document/View/0001202302280031 (in Russ.). Accessed April 03, 2024.]

новых разработанных передовых производственных 
технологий), на основе которых, в частности, рассчи-
тывался коэффициент βi методики, периодом значе-
ний также является 2022 г. Численный эксперимент, 
основанный на актуализированной статистической 
информации, представлен ниже (табл. 3 и 4).

Теперь, на основании формулы (1), значение ин-
тегрального индекса НТБ составляет 0.22. При этом, 
согласно рассматриваемой модели оценки, значе-
ния частного вклада компаний по каждому из видов 
экономической деятельности составляют 24%, 61% 
и 15% соответственно (табл. 4).

Необходимо отметить, что в механизме расчетов 
представленных результатов отсутствуют структуры 
ГК «Ростех», в частности, Концерн «Калашников» 
и Холдинг «Вертолеты России», т.к. их финансовые 
инструменты не представлены на Московской бир-
же. Для обеспечения возможности сравнительного 
анализа результатов на интервале отчетного перио-
да (данные за февраль 2022 г. и апрель 2024 г.) был 
рассчитан S – интегральный индекс НТБ на период 
февраля 2022 г. без участия указанных выше ком-
паний. Соответствующее значение составило 0.20, 
а показатели частного вклада компаний по каждому 
из видов экономической деятельности составили 
15%, 61% и 24%, соответственно. Это свидетель-
ствует о снижении вклада предприятий по добыче 
полезных ископаемых, сохранении роли обрабаты-
вающих производств и росте значимости сектора 
информационно-коммуникационных технологий.

Сравнительный анализ полученных результатов 
показывает, что методика устойчива по отношению 
к числу выделяемых компаний внутри собиратель-
ной группировки «Вид экономической деятельно-
сти». При этом сохраняется уверенность, что с увели-
чением числа организаций-представителей каждого 
из рассматриваемых направлений экономической 
деятельности, оказывающих влияние на изменение 
уровня НТБ, объективность оценки пропорцио-
нально повышается. Проведенный вычислительный 
эксперимент на разных временных интервалах коли-
чественно показывает, что наиболее значительный 
вклад в интегральный уровень НТБ осуществляют 
предприятия обрабатывающего производства и ма-
шиностроения. Это позволяет обоснованно заявлять 
о необходимости наращивания промышленного по-
тенциала для обеспечения научно-технологического 
суверенитета Российской Федерации.

http://publication.pravo.gov.ru/Document/View/0001202302280031
http://publication.pravo.gov.ru/Document/View/0001202302280031
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Таблица 3. Данные для оценки уровня НТБ на основе анализа рынка ценных бумаг крупных компаний, 
осуществляющих научно-исследовательскую деятельность, апрель 2024 г.

Показатели  
компании

Вид  
экономи- 
ческой  
деятельности

Название компании

Значение 
стоимости 

финансового 
инструмента
в последнем 

анализируемом  
периоде, xt  

(апрель 2024 г.),  
руб.

Усредненное 
значение стоимости 

финансового 
инструмента 
на некотором 
временном 

интервале, xτ  
(апрель 2023 – 

апрель 2024 гг.), 
руб.

Коэффи-
циент βi, 

рассчитанный 
на основе 

статистиче-
ских данных, 
приведенный 
по правилу 
максимума  
значения

Коэффи-
циент αj, 

экспертная 
оценка,  

приведенные 
по правилу 
максимума 
значения

Оценка 
риска 

(1 − ρj)

Добыча полезных 
ископаемых

АО «Газпром» 92.53 95.44

0.35

0.5 0.97

ПАО «ЛУКОЙЛ» 94.08 90.29 0.5 0.95

МКПАО «Русал»,  
объединенная компания 100.59 70.36 0.25 0.57

ПАО «Норильский никель»,  
горнометаллургическая 
компания

93.45 97.54 0.25 0.96

Обрабатывающие 
производства, 
машиностроение

ГК «Ростех», 
структуры, 
представлен-
ные на фи-
нансовом 
рынке

Концерн 
«Калаш-
ников»

неторгуемый 
инструмент11 –

1

0.75 0.99

АО «Верто-
леты 
России»

неторгуемый 
инструмент12 – 0.75 0.97

ПАО 
«КАМАЗ» 100.50 99.98 0.5 1.00

ПАО «Российские сети» 99.87 97.09 0.5 0.97

ПАО «СИБУР Холдинг» 93.52 96.98 0.25 0.96

Собирательная 
классификацион-
ная группировка 
видов экономиче-
ской деятельности 
«Сектор  
информационно- 
коммуникацион-
ных технологий»

ПАО АФК «Система» 92.47 96.11

0.33

0.5 0.96

ПАО «Ростелеком» 91.22 95.52 0.5 0.96

Таблица 4. Значения интегрального индекса НТБ на основе анализа рынка ценных бумаг крупных компаний, 
осуществляющих научно-исследовательскую деятельность, апрель 2024 г.

Вид экономической деятельности
Процентное выражение вклада компаний  

в интегральный индекс НТБ по каждому из анализируемых 
видов экономической деятельности

Добыча полезных ископаемых 24%
Обрабатывающие производства, машиностроение 61%
Собирательная классификационная группировка видов 
экономической деятельности «Сектор информационно-
коммуникационных технологий»

15%

11 О внесении изменений в Список ценных бумаг, допущенных к торгам. Московская биржа. https://www.moex.com/
n47168?print=1. Дата обращения 03.04.2024. [On Amendments to the List of Securities Admitted to Trading. Moscow Exchange. 
https://www.moex.com/n47168?print=1 (in Russ.). Accessed April 03, 2024.]

12 Об оставлении ценных бумаг в Списке ценных бумаг, допущенных к торгам. Московская биржа. https://www.moex.
com/n67495?print=1. Дата обращения 03.04.2024. [On Keeping Securities on the List of Securities Admitted to Trading. Moscow 
Exchange. https://www.moex.com/n67495?print=1 (in Russ.). Accessed April 03, 2024.]

https://www.moex.com/n47168?print=1
https://www.moex.com/n47168?print=1
https://www.moex.com/n47168?print=1
https://www.moex.com/n67495?print=1
https://www.moex.com/n67495?print=1
https://www.moex.com/n67495?print=1
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная методика мониторинга и про-
гнозирования уровня НТБ на основе анализа дина-
мики стоимости ценных бумаг компаний является 
частью комплексного инструментария обработки 
значимой ретроспективной и моментальной инфор-
мации о состоянии, динамике изменений и про-
гнозировании важных, в контексте обеспечения 
экономической и национальной безопасности, ин-
дикаторов научно-технического развития. С при-
менением инструментария статистического анали-
за и экономико-математического моделирования, 
используемых в настоящей методике, достигается 
объективная оценка состояния научных исследова-
ний и разработок социально-экономической систе-
мы. Представленная методика позволяет объединить 
методы имитационного моделирования сложных 
систем в единую структуру, позволяющую прово-
дить оперативный мониторинг сферы исследований 

и разработок на основе оценки динамики интеграль-
ного индекса по выбранным отраслям и сферам эко-
номической деятельности.

Отличительной особенностью методики яв-
ляется ее высокая адаптируемость и возможность 
к встраиванию в функционирующие механизмы 
поддержки принятия управленческих решений 
в качестве основного или дополнительного источ-
ника информации. Также следует отметить, что при 
наличии статистической выборки достаточного 
объема и качества существует возможность постро-
ения интегральной оценки уровня НТБ с примене-
нием инструментария исключительно формальных 
методов, что положительно влияет на точность 
результатов в сравнении с принятыми подходами – 
экспертными или вероятностными, а в контексте 
обеспечения мониторинга способствует повыше-
нию точности и быстродействия управления и, как 
следствие – наращиванию уровня экономической 
безопасности.
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