


Russian Technological Journal
2023, том 11, № 4

Russian Technological Journal
2023, Vol. 11, No. 4

https://www.rtj-mirea.ru

•  Information systems. Computer 
sciences. Issues of information  
security

•  Multiple robots (robotic centers)  
and systems. Remote sensing  
and non-destructive testing 

•  Modern radio engineering  
and telecommunication systems 

•  Micro- and nanoelectronics. Condensed 
matter physics

•  Analytical instrument engineering  
and technology

•  Mathematical modeling 
•  Economics of knowledge-intensive  

and high-tech enterprises and industries. 
Management in organizational systems

•  Product quality management. 
Standardization

•  Philosophical foundations of technology 
and society
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•  Информационные системы. 
Информатика. Проблемы 
информационной безопасности

•  Роботизированные комплексы и системы.  
Технологии дистанционного зондирова-
ния и неразрушающего контроля

•  Современные радиотехнические 
и телекоммуникационные системы

•  Микро- и наноэлектроника. Физика 
конденсированного состояния

•  Аналитическое приборостроение  
и технологии

•  Математическое моделирование
•  Экономика наукоемких и высокотехно-

логичных предприятий и производств. 
Управление в организационных системах

•  Управление качеством продукции. 
Стандартизация

•  Мировоззренческие основы  
технологии и общества

РОССИЙСКИЙ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ 
ЖУРНАЛ
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Построение верификатора стойкости пароля 
с использованием классических методов машинного 

обучения и рекуррентной LSTM нейронной сети

В.В. Беликов 1, @, 

И.А. Прокуронов 2

1 МИРЭА – Российский технологический университет, Москва, 119454 Россия
2 СФБ Лаборатория, Москва, 127083 Россия 
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Резюме 
Цель. Аутентификация с использованием паролей является одним из наиболее распространенных спосо-
бов проверки подлинности в компьютерных системах. Существующие атаки на пароли, включающие в себя, 
в т.ч. атаки перебора и атаки по словарю, требуют не только защиты учетных данных пользователя на этапе 
эксплуатации паролей, но и определения требований к паролю, позволяющих повысить стойкость пароля 
к атакам, минимизируя возможность их реализации злоумышленником. Важной задачей при этом становит-
ся разработка верификатора, осуществляющего проверку пароля на стойкость и позволяющего исключить 
задание пользователем паролей, подверженных взлому. Построение верификатора с использованием ме-
тодов машинного обучения позволяет алгоритмам самим формулировать требования к сложности пароля 
в произвольно комплексной форме, отталкиваясь только от инцидентов, имеющихся для каждой категории 
стойкости списков известных паролей.
Методы. Предложены алгоритмы машинного обучения с учителем: метод опорных векторов, случайный лес, 
бустинг, рекуррентная LSTM (long short-term memory) нейронная сеть. В эксперименте для предобработ-
ки данных применены метод простой индексации символов с последующей обработкой embedding-слоем 
и метод TF-IDF (term frequency-inverse document frequency). Для выбора гиперпараметров алгоритмов была 
использована кросс-валидация.
Результаты. Проведен анализ рекомендаций и требований к паролям в международных и отечественных 
стандартах и возможности их реализации в виде верификатора стойкости пароля в различных операционных 
системах. Приведены результаты эксперимента на существующем наборе помеченных по уровню стойкости 
паролей. Проведена их оценка с использованием macro f1-меры.
Выводы. Использование рекуррентной LSTM нейронной сети выделено как одно из наиболее перспектив-
ных направлений для построения верификатора стойкости пароля.

Ключевые слова: компьютерная безопасность, стойкость пароля, машинное обучение с учителем, рекур-
рентная нейронная сеть, LSTM
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Abstract
Objectives. One of the most commonly used authentication methods in computer systems, password authentication 
is susceptible to various attacks including brute-force and dictionary attacks. This susceptibility requires not only the 
strict protection of user credentials, but also the definition of criteria for increasing a password’s strength to minimize 
the possibility of its exploitation by an attacker. Thus, an important task is the development of a verifier for checking 
passwords for strength and prohibiting the user from setting passwords that are susceptible to cracking. The use 
of machine learning methods to construct a verifier involves algorithms for formulating requirements for password 
complexity based on lists of known passwords available for each strength category.
Methods. The proposed supervised machine learning algorithms comprise support vector machines, random 
forest, boosting, and long short-term memory (LSTM) recurrent neural network types. Embedding and term 
frequency–inverse document frequency (TF-IDF) methods are used for data preprocessing, while cross-validation 
is used for selecting hyperparameters.
Results. Password strength recommendations and requirements from international and Russian standards are 
described. The existing methods of password strength verification in various operating systems are analyzed. 
The experimental results based on existing datasets comprising passwords having an associated level of strength 
are presented.
Conclusions. A LSTM recurrent neural network is highlighted as one of the most promising areas for building 
a password strength verifier.

Keywords: cybersecurity, password strength, supervised machine learning, recurrent neural network, LSTM
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должны иметь длину не менее 6 символов, а так-
же могут состоять полностью из цифр.

3. Если компьютер или верификатор запрещает вы-
бранный сохраненный секрет (пароль) на осно-
вании того, что он содержится в принятом ранее 
черном списке скомпрометированных значений, 
пользователь должен выбрать другой сохранен-
ный секрет (пароль).
В документе ФСТЭК рекомендованная мини-

мальная длина пароля составляет 6 символов для 
достижения требований четвертого (самого про-
стого) уровня защищенности персональных дан-
ных [5]. 

При обработке запросов на установление и изме-
нение сохраненных секретов верификаторы должны 
сравнивать предполагаемые секреты со списком ча-
сто используемых, ожидаемых или скомпрометиро-
ванных паролей. Например, список может включать 
в себя:

1. Пароли, полученные из баз взломанных паролей.
2. Словарные слова.
3. Повторяющиеся или последовательные симво-

лы (например, «qqqqqq», «qwerty12345»).
4. Слова, зависящие от контекста, такие как на-

звание службы, имя пользователя и их произво-
дные (например, «mireastudent», «ivanivanov»).
Еще одним способом проверки пароля на его 

стойкость является использование специальных сер-
висов, таких как, например, сервис, предложенный 
на официальном сайте компании Kaspersky3. Этот 
сервис позволяет получить информацию о стойко-
сти пароля, о встречаемости пароля в утекших ба-
зах, а также узнать сколько потребуется времени, 
чтобы взломать пароль с помощью атаки грубой 
силы (рис. 1).

Рис. 1. Демонстрация проверки пароля на стойкость 
на сайте Kaspersky

3 https://password.kaspersky.com/ru/ (in Russ.). Дата обра-
щения 01.02.2023. / Accessed February 01, 2023.

ВВЕДЕНИЕ

Аутентификация с использованием паролей 
является одним из наиболее распространенных 
способов проверки подлинности в компьютер-
ных системах [1]. Существующие атаки на паро-
ли (в т.ч. атаки перебора, атаки по словарю и атаки 
с помощью радужных таблиц) требуют не только 
защиты учетных данных пользователя на этапе 
эксплуатации паролей, но и определения требо-
ваний к паролю при его задании. Эти требования 
должны повышать стойкость пароля к указанным 
атакам, минимизируя возможность их реализации 
зло умышленником [2]. Важной задачей при этом 
становится разработка верификатора, осуществля-
ющего проверку пароля на стойкость и позволяю-
щего исключить задание пользователем паролей, 
подверженных взлому [3]. 

АНАЛИЗ СУЩЕСТВУЮЩИХ ПОДХОДОВ 
К ПОСТРОЕНИЮ ВЕРИФИКАТОРА 

СТОЙКОСТИ ПАРОЛЯ

Наиболее известные правила задания стойкого 
пароля представлены [4] в следующих документах:

1. Специальная публикация Национального ин-
ститута стандартов и технологий (NIST) 
«Рекоменда ции по цифровой идентификации. 
Аутентифи кация и управление жизненным ци-
клом»1.

2. Методический документ Федеральной служ-
бы по техническому и экспортному контро-
лю (ФСТЭК) «Меры защиты информации в го-
сударственных информационных системах»2.
Эти руководящие принципы содержат рекомен-

дации для пользователей при создании паролей, 
а также требования и рекомендации для верифика-
торов (веб-сайты, программное обеспечение и т.д.), 
которые содержат в себе систему проверки и обра-
ботки паролей.

В первом документе пароли фигурируют под на-
званием «запомненные секреты» (от англ. memorized 
secrets). Среди основных положений можно выде-
лить следующие:

1. Запомненные секреты (пароли) должны быть 
длиной не менее 8 символов, если они были вы-
браны пользователем.

2. Запомненные секреты (пароли), случайно сгене-
рированные компьютером или верификатором, 

1 https://pages.nist.gov/800-63-3/sp800-63b.html. Дата об-
ращения 01.02.2023. / Accessed February 01, 2023.

2 https://fstec.ru/dokumenty/vse-dokumenty/spetsialnye-
normativnye-dokumenty/metodicheskij-dokument-ot-11-
fevralya-2014-g (in Russ.). Дата обращения 01.02.2023. / 
Accessed February 01, 2023.

https://password.kaspersky.com/ru/
https://pages.nist.gov/800-63-3/sp800-63b.html
https://fstec.ru/dokumenty/vse-dokumenty/spetsialnye-normativnye-dokumenty/metodicheskij-dokument-ot-11-fevralya-2014-g
https://fstec.ru/dokumenty/vse-dokumenty/spetsialnye-normativnye-dokumenty/metodicheskij-dokument-ot-11-fevralya-2014-g
https://fstec.ru/dokumenty/vse-dokumenty/spetsialnye-normativnye-dokumenty/metodicheskij-dokument-ot-11-fevralya-2014-g
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Сложность выбираемых пользователем паро-
лей может быть охарактеризована с использованием 
концепции теории информации, основоположником 
которой считается американский математик Клод 
Шеннон. Хотя энтропию, как меру информацион-
ной емкости системы, можно легко вычислить для 
данных, имеющих детерминированные функции 
распределения, оценка энтропии для паролей, вы-
бранных пользователем, является сложной задачей, 
и предыдущие попытки сделать это не привели к по-
лучению точного результата. По этой причине, на-
пример, в публикации NIST используется подход, 
основанный в первую очередь на длине пароля. 

Для обеспечения проверки пароля на стойкость 
в различных операционных системах существуют 
специальные модули, которые оценивают пароль 
по каким-либо критериям, придерживаясь обще-
принятых рекомендаций, а также рекомендаций, 
которые могут быть установлены администратором 
системы. В общем случае это называется политикой 
паролей, которая представляет собой некий набор 
правил, повышающий безопасность учетных запи-
сей пользователей, поощряя их к использованию бо-
лее надежных паролей. 

Долгое время в операционных системах Linux 
использовался PAM-модуль (PAM – подключаемые 
модули аутентификации, pluggable authentication 
modules) pam_cracklib, который предназначался для 
проверки пароля по словарным словам [6]. В по-
следних версиях Linux данный модуль был заменен 
на модуль pam_pwquality, основанный на модуле 
pam_cracklib и полностью обратно совместимый 
с его опциями. Этот модуль делает подход к созда-
нию политик более простых паролей для проверки 
того, что пользователи принимают рекомендации 
и требования администратора по созданию пароля.

Примером политики паролей, которую можно 
задать с использованием указанного модуля, может 
быть следующий список требований:

1. Минимальная длина пароля – 10 символов.
2. В новом пароле должно присутствовать 6 новых 

символов, которых не было в старом пароле.
3. Пароль должен содержать строчные буквы, за-

главные буквы, специальные символы, а также 
цифры.

4. В пароле не должно содержаться более двух под-
ряд повторяющихся символов.

5. В пароле не более шести подряд идущих симво-
лов должны быть из одного класса.

6. Присутствие проверки GESOC.
7. Запретить слова «mirea», «security», «admin», 

«password», «cyber».
Содержание файла конфигурации модуля 

/etc/security/pwquality.conf, отражающего описанную 
политику безопасности, приведено на рис. 2.

Рис. 2. Вид файла конфигурации pwquality.conf

Для проверки корректности заданной полити-
ки паролей можно воспользоваться программой 
pwscore, которая входит в пакет libpwquality. Пример 
тестирования пароля, содержащего запрещенное 
слово, и пароля, удовлетворяющего всем требовани-
ям, с использованием утилиты pwscore, выставляю-
щей баллы от 0 до 100, приведен на рис. 3.

Рис. 3. Тестирование пароля

В операционных системах семейства Windows 
настройка политики паролей задается в разде-
ле «Локальная политика безопасности» утилиты 
gpedit.msc [7] (рис. 4).

Имея в своем арсенале всего лишь восемь на-
страиваемых параметров, операционная система 
Windows позволяет строго устанавливать и менять 
политику паролей, включая или включая и комби-
нируя установленные значения этих параметров. 
Одним из самых важных при этом является пункт 
«Пароль должен отвечать требованиям сложности». 
Включение данного пункта определяет то, что зада-
ваемые пароли должны удовлетворять следующим 
требованиям:

1. Пароль не должен содержать в себе имя учетной 
записи пользователя или частей полного имени 
пользователя длиной более двух подряд идущих 
символов.

2. Минимальная длина пароля 6 символов.
3. Пароль должен содержать символы, как мини-

мум, из трех классов: латинские заглавные бук-
вы, латинские строчные буквы, цифры, специ-
альные символы. В Windows 11 был добавлен 
четвертый класс, который требует наличие лю-
бого символа Unicode.
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Таким образом, анализ существующих подхо-
дов к построению верификатора стойкости паролей 
показывает, что наиболее распространенным реше-
нием является выделение правил, в которых акцент 
делается прежде всего на длину пароля и его нали-
чие в имеющихся словарях паролей. Такое решение 
обладает рядом недостатков, в т.ч. сложностью ре-
ализации более комплексных требований, отражаю-
щих свойства высокой стойкости паролей. В отличие 
от этого, построение верификатора с использовани-
ем машинного обучения позволяет алгоритмам са-
мим формулировать эти требования в произвольно 
комплексной форме, отталкиваясь только от инци-
дентов – имеющихся для каждой категории стойко-
сти списков известных паролей. Одним из свойств 
указанного подхода является его универсальность, 
т.к. под каждый конкретный случай не требуется соз-
давать и настраивать политику паролей (количество 
специальных символов, количество цифр и т.д.). 
Машина имитирует смесь многих алгоритмов про-
верки надежности пароля. Обученную машину мож-
но использовать как отдельный модуль (например, 
PAM-модуль в Linux), который всегда будет точно 
определять стойкость паролей. Например, в случае 
если разработчик создает какую-либо новую соци-
альную сеть, ему будет достаточно обучить машину 
на основании датасета, собранного из других по-
пулярных социальных сетей, где политика паролей 
считается эффективной: TikTok4, Twitter5 (запрещена 

4 https://www.tiktok.com/. Дата обращения 01.02.2023. / 
Accessed February 01, 2023.

5  https://twitter.com/. Дата обращения 01.02.2023. / 
Accessed February 01, 2023. 

в Российской Федерации), Facebook6 (запрещена 
в Российской Федерации) и т.п. После этого машина 
встраивается в виде верификатора, который оценива-
ет пароль и выдает соответствующую информацию 
пользователю при регистрации. В таком случае, если 
введенному паролю будет поставлен высший балл 
стойкости, пользователь может быть уверен в том, 
что его пароль действительно стойкий без привязки 
к конкретным требованиям и рекомендациям. 

МЕТОДОЛОГИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Задача верификации стойкости пароля может 
быть представлена как задача классификации, где 
объектом данных является пароль, а классом – его 
уровень стойкости. 

В качестве набора данных для эксперимента ис-
пользовался датасет одной из самых крупных утечек 
паролей – хостинга 000webhost [8]. С помощью ин-
струмента PARS [9], в котором находятся множество 
счетчиков, оценивающих стойкость пароля, незави-
симым разработчиком была создана база, содержа-
щая пароли и их оценку на основании трех разных 
алгоритмов, реализованных компаниями Twitter, 
Microsoft7, Battle.net8. Сам датасет содержит в себе 
лишь те пароли, которые были оценены всеми тремя 

6 http://facebook.com/. Дата обращения 01.02.2023. / 
Accessed February 01, 2023. 

7 https://www.microsoft.com/. Дата обращения 01.02.2023. 
/ Accessed February 01, 2023. 

8  https://www.battle.net. Дата обращения 01.02.2023. / 
Accessed February 01, 2023.

Рис. 4. Окно настройки политики паролей в Windows

https://www.tiktok.com/
https://twitter.com/
http://facebook.com/
https://www.microsoft.com/
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измерителями одинаково. В наборе представлено три 
класса оценки пароля (0 – низкий, 1 – средний, 2 – 
высокий). Датасет содержит в себе несбалансирован-
ные данные: 496649 паролей с оценкой «1», 89662 па-
ролей с оценкой «0», 83113 сильных паролей.

Примеры паролей для каждого уровня стойкости 
представлены в табл. 1. Распределения длины паро-
ля в целом по набору данных и по отдельным уров-
ням стойкости представлены на рис. 5 и 6. 

Таблица 1. Примеры паролей из учебного набора 
данных 

Стойкость пароля Примеры паролей

0 wewes19
asdas95

1 oyeleye1
80188063JA

2 JFRTgxTQyNQTh9ZD
d7a6AoTMxMw0dLVy

200 000

100 000

0
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Рис. 5. Гистограмма длины пароля в наборе данных
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Рис. 6. Распределение длины пароля в зависимости 
от стойкости в наборе данных

Для проведения эксперимента набор после про-
ведения случайного перемешивания разбивался 
на обучающий (80%) и тестовый (20%). 

Для представления текстового пароля в виде 
вектора числовых значений в целях учета не толь-
ко наличия, но и веса каждого отдельного символа, 

использовался метод TF-IDF (term frequency-inverse 
document frequency) [10]:

TF � число вхождений символа в пароль

общее количество символов в пароле
,

IDF � log2
общее количество паролей

количество паролей, в которых 
встречается символ

,

TFIDF = TF ∙ IDF,

После применения к набору паролей метода 
TF-IDF был получен набор, где каждому паролю со-
ответствует вектор длины, совпадающей с размером 
словаря, а каждому элементу вектора — вес TF-IDF-
символа, порядковый номер которого в словаре соот-
ветствует порядковому номеру элемента в векторе.

Для обучения классических алгоритмов ис-
пользовалось уравнивание количества экземпля-
ров в каждом классе с использованием технологии 
undersampling, для выбора гиперпараметров — k-fold 
кросс-валидация [11] c k = 5. Полученные результаты 
обучения алгоритмов на обучающем наборе данных, 
оцененные с использованием макро f1-меры [12], 
представлены в табл. 2.

Таблица 2. Результаты обучения, оцененные 
на обучающем наборе методом кросс-валидации 

Используемый 
алгоритм

Найденное значение 
гиперпараметра

Значение макро 
f1-меры

Метод 
опорных 
векторов

Коэффициент 
регуляризации: 1 0.806

Случайный лес Максимальная глубина 
дерева: 32 0.903

Бустинг Максимальная глубина 
дерева: 32 0.946

Вместе с тем, использование классических мето-
дов машинного обучения осложняется необходимо-
стью преобразования паролей с использованием ал-
горитма TF-IDF, что является затратной процедурой 
и требует пересчета весов при обновлении набора 
паролей. Кроме этого, указанные алгоритмы пред-
ставляют пароли в виде неупорядоченного набора 
символов (упрощение, используемое в подходе «Bag 
of Words»9) и не учитывают взаимное расположение 

9 Упрощенное представление текста в виде мешка (муль-
тимножества) его слов без какого-либо учета грамматики 
и порядка слов, но с сохранением информации об их количе-
стве. [A simplified representation of the text as a bag (multiset) 
of its words without any regard to grammar or word order but with 
retention of information about their number.]
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символов. Это частично может быть исправлено 
использованием моделей биграмм и триграмм, что 
в свою очередь значительно усложнит процесс обу-
чения. В отличие от этого, рекуррентные нейронные 
сети работают напрямую с последовательностями 
символов произвольной длины [13]. Так, для ре-
куррентной нейронной сети пароли «PASSWORD» 
и «AWSSODPR» будут определяться двумя разными 
векторами, тогда как при использовании TF-IDF – 
одним. Поэтому для оценки стойкости пароля 
в эксперименте в качестве метода, альтернативного 
классическим алгоритмам машинного обучения, ис-
пользовалась также реализованная с использовани-
ем библиотеки PyTorсh [14] нейронная сеть, состоя-
щая из следующих слоев:

1. Слой embedding, используемый для преобразо-
вания пароля, состоящего из символов, в вектор 
числовых значений.

2. Слой long short-term memory (LSTM) – особая 
разновидность архитектуры рекуррентных ней-
ронных сетей, способных к обучению долговре-
менным зависимостям, что важно при работе 
с паролями большой длины [15].

3. Линейный слой, используемый для преобразова-
ния внутреннего состояния LSTM-слоя в оценки 
принадлежности пароля к категориям стойко-
сти (category scores). 
Результаты сравнения работы алгоритма бустин-

га и рекуррентной LSTM-сети на тестовом наборе 
приведены в табл. 3.

Таблица 3. Результаты обучения, оцененные 
на тестовом наборе

Показатель Бустинг Рекуррентная 
LSTM-сеть

Верность 0.972 0.9995

Точность 0.971 0.9994

Полнота 0.971 0.9990

Макро f1-мера 0.971 0.9992

Исходный код эксперимента можно увидеть 
на сайте10.

Следует отметить, что используемый в экспери-
менте подход никак не снижает возможности хакера 
в случае применения фишинговых атак, атак кей-
логгеров, а также атак «злоумышленник посереди-
не». Однако, если обратиться к исследованию Data 
Breach Investigation Report от 2020 г. [16], то мож-
но отметить, что 89% всех разновидностей взлома 
связаны с каким-либо видом злоупотребления учет-
ными данными (атаки грубой силы и их подвиды, 

10 https://github.com/james116blue/password_strength_
verifier. Дата обращения 01.02.2023. / Accessed February 01, 2023.

а также атаки, нацеленные на повторное использова-
ние людьми учетных данных). Данный факт говорит 
о том, что подход к определению стойкости пароля 
с помощью машинного обучения минимизирует ри-
ски по большинству векторов возможных атак, что 
также объясняет значимое количество современных 
исследований по этому направлению [17–21].

Таким образом, можно сделать вывод о том, что 
рекуррентная LSTM-сеть опережает традиционные 
методы машинного обучения, приближая значения 
показателя качества классификации стойкости паро-
лей к единице. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложен подход к построению верифи-
катора стойкости пароля с применением методов ма-
шинного обучения, проведено сравнение нескольких 
алгоритмов на наборе данных паролей, помеченных 
по уровню стойкости. Показано, что такой подход 
обладает рядом преимуществ по сравнению с клас-
сическими методами верификации стойкости пароля, 
работающими без применения технологий машинно-
го обучения. Так, использование методов машинного 
обучения для построения верификатора позволяет 
формулировать требования к сложности пароля в про-
извольно комплексной форме, отталкиваясь только 
от инцидентов. Кроме этого, предложенный в статье 
подход позволяет лучше противостоять атакам, яв-
ляющимся подвидом атак грубой силы, а также атакам 
с помощью радужных таблиц. В первом случае это 
достигается тем, что сложный пароль, стойкость кото-
рого оценена с помощью алгоритма машинного обу-
чения, делает перебор пароля невозможным в связи 
с огромными временны́ми затратами, которые потре-
буются злоумышленнику для выполнения этой задачи. 
Во втором случае атаковать сложный пароль будет воз-
можно, только применив огромную радужную табли-
цу, которая, в свою очередь, потребует использования 
значительного объема ресурсов злоумышленника, что 
делает такую атаку нерелевантной. 

Среди рассмотренных методов машинного обу-
чения особенную эффективность продемонстриро-
вали рекуррентные нейронные сети. Стоит отме-
тить, что обучение представления текстового пароля 
в виде вектора числовых значений, заключающееся 
в нахождении весов слоя embedding, происходит 
одновременно с обучением всей сети для максими-
зации точности классификации. Это позволяет вы-
бирать самой нейронной сети такую векторизацию 
пароля, которая эффективна именно для решаемой 
задачи. Кроме этого, нейронные сети работают с по-
следовательностью символов, а не только с их на-
личием в пароле, что позволяет отказаться от упро-
щения, используемого в подходе «Bag of Words». 

https://github.com/james116blue/password_strength_verifier
https://github.com/james116blue/password_strength_verifier
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Вышесказанное позволяет выделить использование 
рекуррентной нейронной сети как одно из наиболее 
перспективных направлений исследований для по-
строения верификатора стойкости пароля.
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О подходе к управлению знаниями  
и разработке мультиагентной системы 

представления и обработки знаний

Е.И. Зайцев @, 
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МИРЭА – Российский технологический университет, Москва, 119454 Россия
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Резюме 
Цели. Мультиагентная система представления и обработки знаний (МСПОЗ) – это распределенная система 
искусственного интеллекта, предназначенная для решения проблем, которые трудно или невозможно ре-
шить с помощью монолитной интеллектуальной системы. Решение сложных проблем в MСПОЗ осуществля-
ется интеллектуальными программными агентами, которые инкапсулируют в программных классах когнитив-
ные структуры данных, методы логического вывода и машинного обучения. Интеллектуальные программные 
агенты МСПОЗ способны рационально действовать в условиях неполноты и нечеткости поступающей ин-
формации. Целями работы являются исследование и разработка моделей, методов, программных модулей 
и инструментальных программных средств, которые позволяют создать высокоэффективную МСПОЗ.
Методы. В работе использовались методы агентного моделирования, позволяющие формально описывать 
и программно имитировать рациональное поведение интеллектуальных агентов, методы экспертных оценок, 
математический аппарат теории автоматов, марковские цепи, нечеткая логика, нейронные сети, алгоритмы 
машинного обучения с подкреплением.
Результаты. Разработаны структурная схема МСПОЗ, мультиагентный решатель, схема управления до-
ступом к микросервисам. Предложены методы распределения интеллектуальных программных агентов по 
узлам МСПОЗ, а также алгоритмы оптимизации логической структуры распределенной базы знаний (РБЗ), 
позволяющие повысить эффективность объемных, стоимостных и временны́х характеристик МСПОЗ.
Выводы. Предложен подход к разработке и использованию интеллектуальных программных агентов, кото-
рый объединяет механизмы рассуждений на основе знаний с нейросетевыми моделями. Разработаны струк-
тура МСПОЗ, схема управления РБЗ, методы оптимизации РБЗ, определения доступности используемых 
агентами микросервисов, обеспечения надежности и скоординированного функционирования вычислитель-
ных узлов системы, а также инструментальные программные средства, позволяющие упростить процесс 
проектирования и реализации МСПОЗ. Полученные результаты демонстрируют эффективность представ-
ленного подхода к управлению знаниями и разработке высокопроизводительной проблемно-ориентирован-
ной МСПОЗ.

Ключевые слова: мультиагентная система, интеллектуальные программные агенты, мультиагентный ин-
теллектуальный решатель, система представления и обработки знаний, обучение с подкреплением 
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Abstract
Objectives. A multi-agent knowledge representation and processing system (MKRPS) comprises a distributed 
artificial intelligence system designed to solve problems that are difficult or impossible to solve using monolithic 
systems. Solving complex problems in an MKRPS is accomplished by communities of intelligent software agents 
that use cognitive data structures, logical inference, and machine learning. Intelligent software agents are able to 
act rationally under conditions of incompleteness and ambiguity of incoming information. The aim of the present 
work is to identify models and methods, as well as software modules and tools, for use in developing a highly efficient 
MKRPS.
Methods. Agent-based modeling methods were used to formally describe and programmatically simulate the 
rational behavior of intelligent agents, expert evaluation methods, the mathematical apparatus of automata theory, 
Markov chains, fuzzy logic, neural networks, and reinforcement learning.
Results. An MKRPS structure diagram, a multi-agent solver, and microservices access control diagram were 
developed. Methods for distribution of intelligent software agents on the MKRPS nodes are proposed along with 
algorithms for optimizing the logical structure of the distributed knowledge base (DKB) to improve the performance 
of the MKRPS in terms of volume, cost and time criteria.
Conclusions. The proposed approach to the development and use of intelligent software agents combines 
knowledge-based reasoning mechanisms with neural network models. The developed MKRPS structure and DKB 
control diagram includes described methods for optimizing the DKB, determining the availability of microservices 
used by the agents, ensuring the reliability assurance and coordinated functioning of the computing nodes of the 
system, as well as instrumental software tools to simplify the design and implementation of the MKRPS. The results 
demonstrate the effectiveness of the presented approach to knowledge management and the development of a 
high-performance problem-oriented MKRPS.

Keywords: multi-agent system, intelligent software agents, multi-agent intelligent solver, knowledge representation 
and processing system, reinforcement learning
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Docker1), для поддержки технологии мобильных 
агентов в МСПОЗ используются специализирован-
ные модули LibOS (library operating system). 

Производительность MСПОЗ во многом опреде-
ляется выбранным способом структуризации, хра-
нения и обработки знаний [11, 12]. Был разработан 
высокопроизводительный проблемно-ориентиро-
ванный мультиагентный решатель, и оптимизиро-
вана логическая структура распределенной базы 
знаний (РБЗ), имеющая минимальное общее время 
обработки запросов и транзакций. 

СТРУКТУРА MСПОЗ

Структурная схема MСПОЗ изображена 
на рис. 1. На каждом вычислительном узле MСПОЗ 
функционируют прикладные (интеллектуальные) 
программные агенты двух типов: реактивные и ког-
нитивные [13]. Прикладные программные агенты 
взаимодействуют между собой, а также с систем-
ными программными агентами, входящими в состав 
внешней разделяемой библиотеки пользовательско-
го уровня LibOS, которая ориентирована на экзо-
ядерную архитектуру операционной системы (ОС). 
Системные программные агенты используются для 
планирования и управления вычислительными ре-
сурсами, распределения нагрузки и мониторинга 
системы.

Для представления агентно-ориентированных 
абстракций (целей, желаний, намерений, убеждений 
агентов) и реализации логического вывода исполь-
зуются специальные программные методы и когни-
тивные структуры данных (cognitive data structures, 
CDS), ассоциированные с когнитивными программ-
ными агентами.

На рис. 2 показан пример диаграммы состояний 
и переходов когнитивного программного агента од-
ного из узлов MСПОЗ. 

Как следует из диаграммы, когнитивный про-
граммный агент может находиться в одном из пяти 
состояний, два из которых являются составны-
ми (composite state), т.е. имеют вложенные состоя-
ния. Изменение состояния программного агента про-
исходит в результате некоторого события. Возможен 

1  https://www.docker.com/. Дата обращения 20.03.2023. / 
Accessed March 20, 2023.

ВВЕДЕНИЕ

В мультиагентной системе представления и об-
работки знаний (МСПОЗ) решение сложных плохо 
формализуемых проблем осуществляется интеллек-
туальными программными агентами, которые спо-
собны рационально действовать в условиях неопре-
деленности, неполноты и нечеткости поступающей 
информации [1–5]. Принимая решения и осущест-
вляя рациональные действия, программные агенты 
используют базу знаний и событийно-управляемые 
микросервисы, спроектированные как отдельные 
взаимодействующие процессы с легковесными 
межпроцессными связями. Взаимодействие агентов 
с микросервисами осуществляется через события, 
в качестве которых могут выступать как простые 
уведомления, так и сложные структуры с поддерж-
кой состояния. 

Решение сложных проблем в MСПОЗ осущест-
вляется путем декомпозиции проблем на подзадачи, 
которые совместно решают реактивные и когнитив-
ные прикладные программные агенты. Используется 
как горизонтальная декомпозиция, приводящая 
к созданию многосвязной системы с плоской струк-
турой, так и вертикальная декомпозиция, которая 
создает иерархическую систему с несколькими 
уровнями. 

Благодаря реализации в MСПОЗ методов ма-
шинного обучения с подкреплением (reinforcement 
learning, RL) поведение прикладных программных 
агентов становится более рациональным при много-
кратном решении задач. Для обучения прикладных 
программных агентов в MСПОЗ используется алго-
ритм Actor-Critic [6–10]. 

С целью повышения производительности 
в MСПОЗ реализованы специализированные при-
кладные программные интерфейсы (application 
programming interface, API) и системные программ-
ные модули, ассоциированные с системными про-
граммными агентами. Системные программные 
агенты осуществляют планирование и управление 
вычислительными ресурсами MСПОЗ, а также обе-
спечивают мобильность прикладных программных 
агентов. Прикладные агенты могут перемещаться 
по узлам МСПОЗ вместе с необходимым для них 
окружением. В отличие от контейнеров, реализуемых 
на основе пространств имен (например, платформой 
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Рис. 2. Диаграмма состояний и переходов когнитивного агента
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переход в новое состояние без совершения события, 
который осуществляется сразу после выполнения 
действий (или активностей), связанных с предыду-
щим состоянием.

Из состояния «Инициализация» когнитивный 
агент переходит в составное состояние «Выбор». 
В этом состоянии генерируется стратегия и выбира-
ется необходимый источник знаний с учетом уста-
новленных на этапе инициализации связей, а также 
поступающих от других программных агентов осве-
домительных сообщений. Далее когнитивный про-
граммный агент переходит в составное состояние 
«Координация», в котором активизируются новые 
источники знаний и координируются действия реак-
тивных программных агентов. 

Если реактивные программные агенты не на-
ходят согласованного решения (состояние «Нет 
решения»), когнитивный программный агент воз-
вращается во вложенное состояние частичного ре-
шения задачи. Если решение найдено (состояние 
«Решение»), то полученные на данном этапе данные 
используются для формирования новых запросов 
к базе знаний. 

Для работы с базой знаний реализованы четыре 
типа методов, формирующих запросы и обрабатыва-
ющих результаты этих запросов: 

• анализ (метод ANS) – реализует логический ана-
лиз событий;

• ассоциация (метод ASS) – используется для полу-
чения ответов на запросы о связях между объекта-
ми и событиями;

• сравнение событий или объектов (метод CMP);
• спецификация объектов (метод VAL). 

Для спецификации объектов могут использо-
ваться как четкие, так и нечеткие запросы к базе 

знаний. При реализации нечетких запросов могут 
использоваться различные типы функций принад-
лежности, которые выбираются инженером по зна-
ниям в результате вычислительных экспериментов. 

Когнитивные программные агенты координиру-
ют работу реактивных программных агентов, ассо-
циированных с локальными источниками знаний. 
Пример диаграммы взаимодействия реактивных 
программных агентов одного из узлов MСПОЗ пред-
ставлен на рис. 3. 

На диаграмме взаимодействия время движет-
ся сверху вниз, программные компоненты доступа 
к базе знаний и агенты представлены вертикальны-
ми линиями. Сообщения между агентами (компо-
нентами) отмечены горизонтальными стрелками. 
При получении сообщения каждый агент (источ-
ник знаний) осуществляет вызов соответствующе-
го программного метода (функции-члена класса F() 
или S()) и возвращает результат. Слева на рисунке 
приведены комментарии. В данном случае каждый 
реактивный программный агент с номером k взаи-
модействует только со своим ближайшим соседом 
с номером (k − 1). Программные агенты этой группы 
последовательно выполняют возложенные на них 
задачи в рамках одного процесса (без переключения 
контекста). Приоритеты реактивных программных 
агентов узла MСПОЗ устанавливаются в соответ-
ствии с порядковым номером агента. Первый реак-
тивный агент использует высокоприоритетные фрей-
мы, связанные с таблицами TableU_1 и TableSovU_1. 
Программный агент с номером k имеет самый низ-
кий приоритет и связан с таблицей TableU_N.

Если узлом MСПОЗ является мультипроцессор-
ная система, то агенты этого узла могут действо-
вать одновременно. Для организации параллельных 
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Рис. 3. Схема взаимодействия реактивных программных агентов
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вычислений прикладные программные агенты каж-
дого узла MСПОЗ распределяются по группам с ис-
пользованием матриц совместимости и включения.

Матрица совместимости S имеет следующий 
вид:
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где sij = 1, если агенты Ai и Aj должны работать па-
раллельно, иначе sij = 0; Si – i-я строка матрицы со-
вместимости S; M – число агентов. 

Для распределения программных агентов узла 
по группам используется матрица включения R:
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где H – число групп; rij = 1, если агент Ai вклю-
чен в группу Yj. Агент Ai входит в группу Yj, если 
Si ∩ Rj = ∅, т.е. строки матрицы не пересекаются. 

Для оптимального разбиения множества агентов 
на подмножества при использовании матриц совме-
стимости и включения необходимо учитывать струк-
туру узла MСПОЗ, функциональные особенности 
программных агентов и их требования к вычисли-
тельным ресурсам.

В мультиагентном обучении с подкреплени-
ем (multi-agent reinforcement learning, MARL) окру-
жающая среда зависит от всех программных аген-
тов. В отличие от централизованного обучения, при 
котором программные агенты полностью контроли-
руют вычислительный процесс, при этом полити-
ки распределяются центральным агентом, в децен-
трализованной модели, используемой в MСПОЗ, 
агенты независимы и могут обмениваться опытом 
и политиками. В децентрализованной модели вы-
полнение и обучение реализуются локально, что 
позволяет прикладным программным агентам 
адаптироваться к местному восприятию окружаю-
щей среды (рис. 4).

Децентрализованная модель мультиагентного 
обучения с подкреплением позволяет использовать 
стандартные алгоритмы RL. Прикладные программ-
ные агенты MСПОЗ обучаются через серию поощ-
рений и наказаний на основе алгоритма Actor-Critic, 
в котором стратегия генерирует действия, а функция 
ценности критикует эти действия.

Поскольку для каждого программного агента име-
ются актор и критик, агенты могут иметь разные стра-
тегии (политики) и вознаграждения. Агенты MСПОЗ 
сотрудничают для оптимизации общей долгосрочной 
цели. Аппроксимация функций в MСПОЗ реализует-
ся на базе нейронных сетей, которые моделируют как 
функции политики, так и функции ценности.

Для эффективной реализации мультиагентного 
обучения с подкреплением необходимо решить про-
блемы многомерных и мультимодальных целей, мас-
штабируемости, нестабильности и оптимальности [7]. 

В процессе решения подзадач программные аген-
ты используют микросервисы, которые для повыше-
ния надежности и производительности дублируются 
на разных узлах MСПОЗ. Системные программные 
агенты распределяют вычислительную нагрузку 
и управляют микросервисами на основе данных, ко-
торые предоставляют агенты-мониторы (рис. 5).

СИНТЕЗ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ 
КОГНИТИВНЫХ СТРУКТУР ДАННЫХ

Выполнение операций со структурами дан-
ных в МСПОЗ, будь то пополнение, либо извлече-
ние данных, осуществляется по ключам вследствие 
большой размерности создаваемых когнитивных 
структур данных. Для этого вся логическая структу-
ра CDS должна быть разбита на ряд кластеров, кото-
рые имеют наименьшую взаимосвязь при различных 
ограничениях. В данном случае примем ограниче-
ния на размерность кластеров и ограничения на сте-
пень семантической близости логических записей, 
входящих в кластеры. При этом будет учитываться 
тип используемых систем хранения данных. 

Введем бинарный параметр Zkj
i ,  который харак-

теризует использование k-м запросом i-й группы 
данных, отнесенной к j-й логической записи. Расчет 
данного параметра основывается на бинарной пере-
менной aik, равной единице, если i-я группа данных 
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Рис. 4. Децентрализованная модель 
мультиагентного обучения с подкреплением
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Рис. 5. Микросервисы и системные агенты-мониторы

включена в k-й запрос, и нулю – в противном случае. 
Учитывая по логике связи, что группы данных вхо-
дят в логические записи, этот параметр усилен пере-
менной xij, которая по аналогии равна единице, если 
i-я группа включена в j-ю логическую запись; 
xij = 0 – в противном случае. 

Имеем следующий расчет параметра Zkj
i :
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Полную задачу синтеза распределенной струк-
туры данных для МСПОЗ будем решать с учетом 
критерия минимального суммарного времени испол-
нения запросов пользователей при таких ограниче-
ниях, как уникальность включения наборов данных 
в запись, длина логической записи, общее число ти-
пов логических записей в структуре, время поиска 
данных по запросам, уникальность входных узлов 
в структуре и их общее число.

В данной работе приведем приближенный алго-
ритм решения задачи синтеза оптимальной распреде-
ленной структуры данных по критерию минимального 
общего времени выполнения запроса. Итак, определя-
ем распределение групп по критерию минимума сум-
марного трафика, для чего используем приближенный 
алгоритм распределения кластеров данных между сер-
вером и клиентами локальной сети. И далее сводим 
канонический граф структуры данных к несвязному 
графу с вычислением веса каждой группы данных. 

Вес группы данных включает веса самой груп-
пы и веса дуг с учетом требований пользователей 
МСПОЗ:

V V Vi i ii
гр св ,

где Vi
гр – общий вес группы данных; Vii'

св – вес дуг 
связного графа канонической структуры данных; i' – 
индекс группы, смежной с i-й группой данных.
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где �kp
ç  – частота использования запросов пользова-

телями; �kp
ç  – элементы матрицы запросов пользова-

телей; �pi�  – матрица групп данных при исполнении 
запросов; aii�

�  – матрица семантической смежности 
i-й группы данных с группой данных, имеющей ин-
декс i'.

Для конкретной i-й группы вес будет составлять:
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Далее граф компьютерной сети преобразуем 
в несвязный граф с вычислением веса узла:

V t tr r rr
r r

R
� � �

��
� ,

0

где tr – общая средняя продолжительность обработ-
ки данных в r-м узле, состоящая из времени деком-
позиции запроса на подзапросы, выбора маршрута, 
установления соединения; trr′  – средняя продолжи-
тельность передачи данных между узлами, опреде-
ляемая на основе матрицы логических расстояний 
между серверами узлов компьютерной сети.

Далее формируется матрица V = ||vir||, элементы 
которой определены как декартово произведение 
веса каждого узла на вес каждой группы данных:

vir = Vi × Vi для i I r R= =1 1
0
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После этого проблему
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решаем со следующими ограничениями:
• количество групп данных, локализация которых 

возможна на одном узле:
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• допустимая избыточность групп по узлам сети:
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• объем доступной внешней памяти системы хра-
нения данных:

xir i i r
i

I
взу ,

1

где ρi – значения длин групп данных; πi – значения 
числа экземпляров в группах;�r

взу – объем доступ-
ной памяти внешнего запоминающего устрой-
ства (ВЗУ) на узле; xir = 1, если 𝑖-я группа данных 
включена в r-й сетевой узел, иначе xir = 0.

Решение линейной задачи целочисленного про-
граммирования позволяет определить оптимальную 
локализацию групп данных по узлам сети, и, в до-
полнение, позволяет определить оптимальную струк-
туру групп данных, размещенных по узлам сети.

На следующем этапе в каждом узле сети решаем 
задачу оптимального распределения групп данных 
узла по типам логических записей по критерию мини-
мума общего времени локальной обработки данных. 
Количество задач синтеза здесь определяется количе-
ством узлов сети. Исходными данными являются под-
графы графа канонической структуры данных, а так-
же временны́е и объемные характеристики подграфов 
их канонической структуры, набор запросов пользо-
вателей и узлов сети [14, 15]. Задача синтеза решается 
с помощью приближенных алгоритмов с ограничени-
ями на количество групп в записи, на уникальность 
включения групп в запись, на стоимость хранения 
информации, на общее время обслуживания запро-
са. В результате определяются логические структуры 
базы данных для каждого узла сети, формируются ма-
трицы распределения множества групп данных по ти-
пам логических записей, а затем – матрицы распреде-
ления множества групп записей по узлам сети.

Результаты решения задачи синтеза распреде-
ленных когнитивных структур данных имеют важ-
ное практическое значение для проектирования 
оптимальной структуры РБЗ и возможности форми-
рования спецификаций для запросов и корректиров-
ки распределенных данных.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен методологический под-
ход к разработке МСПОЗ. Описаны функциональная 
и структурная организации мультиагентного решате-
ля, модели прикладных и системных программных 
агентов, методика проектирования и управления РБЗ. 
Рассмотрены методы распределения программных 
агентов по узлам МСПОЗ, определения доступности 
микросервисов, обеспечения надежной и согласован-
ной работы вычислительных узлов. Приведены при-
меры диаграмм взаимодействия, состояний и перехо-
дов когнитивных и реактивных программных агентов 
МСПОЗ. Рассмотрены алгоритмы оптимизации ло-
гической структуры РБЗ. Оптимизация РБЗ позволя-
ет повысить эффективность МСПОЗ по временны́м, 
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объемным и стоимостным характеристикам, делает 
ее более производительной, гибкой и функциональ-
ной. Полученные результаты подтверждают эффектив-
ность представленного подхода к разработке МСПОЗ. 
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Алгоритмы визуального анализа внешней среды 
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Резюме 
Цели. В настоящее время опасной глобальной тенденцией становятся нарастающие темпы загрязнения 
огромных по площади территорий различными типами бытовых отходов. В связи с этим актуальной потреб-
ностью является создание робототехнических комплексов, способных в автономном режиме осуществлять 
сбор такого мусора. Одной из ключевых составляющих подобных комплексов должна стать система техни-
ческого зрения для детекции и взаимодействия с целевыми объектами. Цель работы – разработка алго-
ритмического обеспечения системы технического зрения робототехнических комплексов в задаче уборки 
территории.
Методы. В рамках предложенной структуры системы визуального анализа внешней среды были оптими-
зированы под задачу распознавания мусора алгоритмы детекции и классификации объектов различного 
внешнего вида с применением технологии сверточных нейронных сетей. Настройка нейросетевого детек-
тора производилась методом градиентного спуска на открытой базе обучающих примеров TACO. Для опре-
деления геометрических параметров плоского участка местности в поле зрения робота и оценки координат 
объектов на местности использована матрица гомографии, формируемая с учетом информации о характе-
ристиках и расположении видеокамеры в пространстве.
Результаты. Разработанное программно-алгоритмическое обеспечение системы технического зрения для 
мобильного робота, оснащаемого монокулярной видеокамерой, реализует функции нейросетевой детекции 
и классификации объектов в кадре, а также проекции найденных объектов на карту местности для их после-
дующего сбора.
Выводы. Проведенные экспериментальные исследования показали, что разработанная система визуаль-
ного анализа внешней среды автономного мобильного робота обладает достаточной эффективностью для 
решения поставленных задач, в т.ч. для обнаружения мусора в поле зрения автономного мобильного ро-
бота.

Ключевые слова: нейросетевая детекция, техническое зрение, гомография, мобильные роботы, уборка 
территории
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Abstract
Objectives. At present, increasing rates of pollution of vast areas by various types of household waste are becoming 
an increasingly serious problem. In this connection, the creation of a robotic complex capable of performing 
autonomous litter collection functions becomes an urgent need. One of the key components of such a complex 
comprises a vision system for detecting and interacting with target objects. The purpose of this work is to develop 
the underlying algorithmics for the vision system of robots executing area cleaning functions.
Methods. Within the framework of the proposed structure of the system for visual analysis of the external environment, 
algorithms for detecting and classifying objects of various appearance have been developed using convolutional 
neural networks. The neural network detector was set up by gradient descent on the open dataset of TACO training 
samples. To determine the geometric parameters of a surface in the field of view of the robot and estimate the 
coordinates of objects on the ground, a homography matrix was formed to take into account information about the 
characteristics and location of the video camera.
Results. The developed software and algorithms for a mobile robot equipped with a monocular video camera are 
capable of implementing the functions of neural network detection and classification of litter objects in the frame, 
as well as projection of found objects on a terrain map for their subsequent collection.
Conclusions. Experimental studies have shown that the developed system of visual analysis of the external 
environment of an autonomous mobile robot has sufficient efficiency to solve the tasks of detecting litter in the field 
of view of an autonomous mobile robot.

Keywords: neural detection, computer vision, homography, mobile robots, territory cleaning
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территорий, подверженных загрязнению, а также 
тенденцию повсеместной автоматизации, потребно-
стью сегодняшнего дня является создание автомати-
зированных робототехнических систем, способных 
автономно собирать мусор.

В статье будет рассмотрена система визуального 
анализа внешней среды для автономного мобильно-
го робота, позволяющая искать, распознавать кате-
горию отходов и локализировать мусор на заданной 
местности для последующей сборки. Для работы 
системы достаточно наличия одной камеры на борту 
робота.

АНАЛИЗ РАЗРАБОТОК В ОБЛАСТИ 
РОБОТИЗИРОВАННОЙ УБОРКИ ТЕРРИТОРИЙ

Целый ряд исследовательских и научно-произ-
водственных организаций по всему миру работа-
ет над вопросом автоматизации уборки местности 
от мусора.

Так, в работе [2] описана робототехническая 
система (РТС) для распознавания объектов мусо-
ра и дальнейшего их сбора, оснащенная захват-
ным устройством, камерой и системой визуального 
очувствления. Данная РТС представляет простой 
в реализации аппаратно-программный комплекс, ко-
торый может являться базой и отправной точкой при 
создании автономного мобильного робота в задаче 
уборки территорий. 

Поскольку в системе визуального анализа данной 
РТС используется предобученная модель машин-
ного обучения MobileNet [3], то система способна 
распознавать как мусор только бутылки. Также в ра-
боте используется упрощенная система наведения 
и оценки расстояния до объекта. После обнаруже-
ния объекта на кадре с камеры используется разница 
между центром кадра и центром габаритной рамки 
объекта, полученной на выходе детектора MobileNet, 
для поворота и наведения робота на объект. 

При управлении движением робота использу-
ется ПИД-регулятор (пропорционально-интеграль-
но-дифференцирующий регулятор) [4]. Расстояние 
до объекта высчитывается по параметрам располо-
жения камеры на базе робота. Учитываются угол 
наклона, высота от пола и угол раскрытия камеры. 
Недостаток такого подхода в том, что при распозна-
вании нескольких объектов нет возможности постро-
ения оптимального маршрута сбора объектов. Кроме 
того, отсутствует функция сортировки мусора.

В работе [5] также описана робототехническая си-
стема для обработки мусора. Однако в данном случае 
представлена не мобильная, а конвейерная система, 
оснащенная механическим манипулятором и камерой 
для визуальной классификации и последующей се-
грегационной сборки поступающих по конвейерной 
ленте отходов. Система визуального анализа способна 

ВВЕДЕНИЕ

В большинстве стран мира, включая Россию, 
произведенные в ходе повседневной деятельности 
человека отходы подвергаются одному из двух спо-
собов уничтожения: либо сжигаются на мусоросжи-
гательных заводах, либо закапываются на свалках 
и полигонах. Оба способа уничтожения негативно 
сказываются на экологии. Сжигание отходов сопро-
вождается выбросом токсичных газов и пыли в ат-
мосферу, что в свою очередь приводит к глобаль-
ному потеплению и загрязнению водоемов, лесов 
и городов на другом краю земли от места, где все 
это было выпущено в атмосферу. Большинство му-
соросжигательных заводов в постиндустриальных 
странах избавляются от токсичной и загрязняющей 
части отходов иначе, таким образом, сохраняя чи-
стый воздух, однако большая часть мусора при этом 
попросту закапывается на полигонах. 

Вышеперечисленные факты обуславливают 
важность сортировки отходов по категориям, т.к. 
сортировка позволяет снизить объем загрязнений 
в результате уничтожения мусора. Отходы, произ-
водимые человеком, можно разделить на опасные 
и безопасные [1]. К безопасным отходам относятся 
пищевые остатки, картон и бумага, целлофан, ор-
ганический мусор (листва, древесина). Такие отхо-
ды при разложении не отравляют почву, источники 
воды и не оказывают сильного негативного влияния 
на окружающую среду, кроме того, такие материалы 
легко подвергаются переработке в новую продук-
цию. К опасным можно отнести батарейки и акку-
муляторы, лакокрасочные изделия, полиэтилен и пр. 
Такие отходы отравляют почву и водоемы в радиусе 
нескольких километров. Таким образом, сортировка 
отходов помогает снизить объем загрязнений за счет 
сокращения опасных отходов, попадающих на поли-
гоны вместо надлежащих мест утилизации; умень-
шения количества перерабатываемых отходов, попа-
дающих на полигоны вместо станций переработки; 
снижения расходов на вывоз мусора, т.к. больше 
предметов пойдет на переработку. 

Не в меньшей степени заслуживает внимания 
проблема оставления мусора в общественных ме-
стах. Эта проблема представляет непреднамеренное 
или умышленное засорение общественных мест, та-
ких как улицы, парки, места для пикников и пляжи, 
мелким мусором. Согласно одному из исследова-
ний1, наиболее часто встречающиеся объекты мусо-
ра в общественных пространствах – это сигаретные 
окурки, пищевые обертки, пластиковые бутылки 
и пр. Учитывая разнообразие и огромные площади 

1 https://www.legambienteverona.it/wp-content/
uploads/2021/01/Report-Park-Litter_English-final.pdf. Дата 
обращения 25.01.2022 / Accessed January 25, 2022.

https://www.legambienteverona.it/wp-content/uploads/2021/01/Report-Park-Litter_English-final.pdf
https://www.legambienteverona.it/wp-content/uploads/2021/01/Report-Park-Litter_English-final.pdf
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различать 4 класса объектов: бумага, металл, стекло, 
пластик. Данная система не использует нейросетевые 
алгоритмы. Ее работа основана на классических алго-
ритмах обработки изображения и состоит из следую-
щих этапов: распознавание границ объектов на основе 
соответствующего алгоритма Кэнни [6]; определение 
порога для отделения объектов от фона и устранения 
шума; гауссовская фильтрация для размытия деталей 
объекта; преобразование фото в черно-белый формат 
с целью использовать яркость канала для поиска гра-
ниц; контурное распознавание объектов на бинарном 
изображении. Дальнейшие действия обработки со-
ставляют использование дескрипторов Hu moments [7] 
и Fourier [8] для описания формы объектов и метода 
Hyperplane K-Nearest Neighbors [9] для классификации 
по дескрипторам объектов.

МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ РАСПОЗНАВАНИЯ 
ТИПОВЫХ ОБЪЕКТОВ В ПОЛЕ ЗРЕНИЯ 

РОБОТА

Распознавание и локализация типовых объектов 
осуществляется путем обработки растровых изобра-
жений методами компьютерного зрения.

Существуют различные подходы и методы 
компьютерного зрения. К классическим методам 
относят алгоритмы для поиска ключевых точек, 
выделения границ объектов, геометрических преоб-
разований. Такие алгоритмы хорошо подходят для 
более простых и детерминированных задач с точки 
зрения внешних факторов – освещение и расстояние 
до объекта съемки, небольшая вариация формы объ-
екта. Выступающие в качестве альтернативы алго-
ритмы распознавания на основе глубокого обучения 
более устойчивы к ложным срабатываниям при изме-
нении освещенности, размера или ракурса объекта. 
Такие алгоритмы строятся, как правило, с использова-
нием сверточных нейронных сетей и позволяют созда-
вать более совершенные и отказоустойчивые системы 
компьютерного зрения.

Свое название архитектура сверточной сети по-
лучила из-за наличия операции свертки, суть кото-
рой заключается в том, что каждый фрагмент изо-
бражения умножается на матрицу (ядро) свертки 
поэлементно, а результат суммируется и записывает-
ся в аналогичную позицию выходного изображения. 
Наилучшие результаты в обобщающей способности 
сети и ее вычислительной эффективности достига-
ются при чередовании сверточных слоев и субдис-
кретизирующих слоев. Это приводит к последова-
тельному понижению размерности входных данных 
и делает сеть устойчивой к незначительным транс-
формациям анализируемого изображения.

Среди задач компьютерного зрения, решаемых 
методами сверточных нейронных сетей, можно выде-
лить задачу детекции объектов на изображении [10], 

как подходящую для решения задачи, поставленной 
в данной статье. Задача детекции заключается в том, 
что обрабатывающий изображение алгоритм должен 
определить класс и координаты целевых объектов 
на изображении.

Нейронную сеть можно представить как много-
мерную функцию, поэтому процесс обучения заклю-
чается в оптимизации внутренних многочисленных 
параметров методом градиентного спуска [11]. 

Для обучения нейросетевой модели при решении 
задачи детекции мусора в поле зрения робота был 
выбран открытый датасет TACO2 [12], содержащий 
1500 изображений с 4784 размеченными объектами 
на 28 классов, глобально разделенных на бумагу, 
стекло, пластик, металл (рис. 1). 

В качестве архитектуры нейросетевого детектора 
было решено использовать алгоритм YOLOv4 [13]. 
Данная архитектура предоставляет компромисс 
между точностью детектирования объектов и скоро-
стью работы (до нескольких сотен кадров в секун-
ду при работе на графическом ускорителе). В ре-
зультате обучения модель была оптимизирована 
до 0.13 mAP (mean average precision) по 4 классам.

Рис. 1. Примеры размеченных изображений в базе 
обучающих примеров TACO

Отметим, что метрика mAP [14] является ком-
плексной, учитывающей как погрешности класси-
фикации (FP, FN), так и погрешности локализации 

2 TACO – это растущий набор изображений отходов в ди-
кой природе. Он содержит изображения мусора, сделанные 
в различных условиях: в лесах, на дорогах и пляжах. [TACO 
is a growing image dataset of waste in the wild. It contains images 
of litter taken under diverse environments: woods, roads and 
beaches.]

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B2%D1%91%D1%80%D1%82%D0%BA%D0%B0_(%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7)
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объектов на кадре. Поэтому полученное значение 
точности по метрике mAP является достаточным для 
практического применения. Результат работы детек-
тора представлен на рис. 2.

Рис. 2. Результат работы детектора YOLOv4

МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ ЛОКАЛИЗАЦИИ 
ТИПОВЫХ ОБЪЕКТОВ НА КАРТЕ МЕСТНОСТИ

Поскольку предполагается, что координаты 
робота на заданной местности известны, то для 
определения координат объектов мусора необхо-
димо вычислить их координаты относительно ро-
бота (рис. 3). Сделать это возможно с помощью 
матрицы гомографии. Стоит заметить, что данное 
преобразование справедливо только для объектов 
на плоской поверхности. Таким образом, предло-
женная модель определения координат справедлива 
только для объектов, лежащих на ровной поверхно-
сти.

После определения координат объектов мусора 
на кадре с бортовой камеры мобильного робота, зная 
угол наклона, высоту над поверхностью, фокальное 
расстояние камеры, возможно устранить искажение 
перспективы, преобразовав их в координаты на виде 
сверху пространства перед роботом. 

Кадр с камеры Вид сверху

(xf, yf)

(xr, yr)

(xa, ya)

Xr

Yr

Рис. 3. Вычисление координат объекта относительно робота. (xr, yr) – координаты объекта в системе 
координат относительно робота, (Xr, Yr) – система координат относительно робота, (xa, ya) – координаты робота 

в глобальной системе координат; (xf, yf) – координаты объекта на кадре

Угол наклона 
камеры

Плоскость кадра 
с камеры

Пространство 
перед роботом

Yc

Yw

Xw
Zw

Xc

Zc xi

yi

Рис. 4. Геометрическое пояснение матрицы гомографии. (Xc, Yc, Zc) – система координат относительно 
камеры, (Xw, Yw, Zw) – система координат в плоскости пространства перед роботом, (xi, yi) – координаты точек 

прямоугольника, обрамляющего объект
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Координаты на плоскости кадра и на плоскости про-
странства определяются следующим соотношением:

 
w

0 w .
1 1

i

i

x x
y y
   
   = ×   
      

H  (1)

В соответствии с геометрическим пояснением 
на рис. 4 матрица гомографии H0 может быть описа-
на следующим образом [15]:

0 0

0 0 0

cos cos
0 sin cos cos sin .
0 cos cos

f x x h
f y y h fh

h

a a 
 = a + a a - a 
 a a 

H  (2)

где f – фокусное расстояние камеры, h – высота ка-
меры, α – угол наклона камеры, (x0, y0) – координаты 
точки пересечения осей изображения. 

При условии, что угол наклона камеры отличен 
от 0° и 90°, к данному преобразованию существует об-
ратное, поэтому вид сверху может быть получен из изо-
бражения с искаженной перспективой и наоборот.

Рис. 5 демонстрирует изображение с искажен-
ной перспективой, снятое под углом наклона α = 45°, 
при высоте h = 0.7 м, и соответствующее ему преоб-
разование к виду сверху.

Кадр с камеры робота анализируется нейросете-
вым алгоритмом YOLOv4, который определяет пик-
сельные координаты объекта на кадре в виде четы-
рех координат точек pi = (xi, yi) обрамляющего 
прямоугольника (рис. 2), после чего за однозначную 
координату этого объекта принимается центр прямо-

угольника 1 2 1 2
c , .

2 2
x x y y

p
+ + 

=  
 

 

Данная координата претерпевает преобразова-
ние (3), таким образом, определяя относительные 
пиксельные координаты объекта в рамках видимого 
пространства перед роботом: 

 
m f

1
m 0 f ,
1 1

x x
y y-
   
   = ×   
      

H  (3)

где xm, ym – координаты объекта на пространстве пе-
ред роботом. 

Для преобразования пиксельных координат 
объектов на видимом пространстве перед роботом 
в метровые координаты относительно робота необ-
ходимо вычислить размеры видимого пространства. 
В соответствии с пояснениями на рис. 6, геометриче-
ские параметры пространства перед роботом одно-
значно задаются горизонтальным углом раскрытия, 
вертикальным углом раскрытия, высотой и углом 
наклона камеры. 

Расстояние от камеры до ближнего края видимо-
го пространства df, расстояние от камеры до дальне-
го края видимого пространства dr и длина видимого 
пространства Y определяются соотношениями:

 df = h ∙ tg(α − β), (4)

 dr = h ∙ tg(α + β), (5)

 Y = dr − df. (6)

Полуширина ближнего края видимого про-
странства wf, полуширина дальнего края видимого 
пространства wr, ширина видимого пространства 
X определяются соотношениями:

 2 2
f ftg ,w d h= γ +  (7)

 2 2
r rtg ,w d h= γ +  (8)

 X = 2wr. (9)

 (а) (б)

Рис. 5. Вид сверху: (а) изображение, снятое на камеру; (б) изображение после устранения искажения перспективы
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В соответствии с вышеизложенным координаты 
объектов относительно робота определяются соот-
ношениями:

 pxl
0 r

pxl
,

X x
x w

w

⋅
= -  (10)

 pxl
0 f

pxl
1 ,

X x
y Y d

h

 ⋅
 = - +
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где xpxl, ypxl – экранные координаты объекта на види-
мом пространстве; wpxl, hpxl – экранная ширина и вы-
сота видимого пространства, соответственно.

СТРУКТУРА  
ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ

Проблематика и задачи, поставленные ранее, 
определяют структуру программно-алгоритмическо-
го обеспечения (рис. 7). Программное обеспечение 
включает подсистему пользовательского интерфей-
са, библиотеки приема и предобработки изображе-
ния, а также модули распознавания целевых объ-
ектов и вычисления его координат относительно 
мобильного робота.

Отметим, что в состав модуля распознавания 
объекта входят не только процедуры, непосредствен-
но отвечающие за процесс детекции и классифика-
ции, но и файл с выбранной архитектурой нейронной 

h
α

β
β

df

df

dr

dr

γ γ

WfWf

WrWr

y

 (а) (б)

Рис. 6. Геометрия наблюдаемого пространства перед роботом: (а) поле зрения камеры в вертикальной 
проекции; (б) поле зрения камеры в горизонтальной проекции 

Данные с камеры

Данные о положении 
и параметры камеры

Пользовательский 
интерфейс

Модуль распознавания 
объектов

Модуль вычисления 
относительных координат 

объектов

Сторонние 
приложения

Библиотека приема 
и обработки 

изображения

Модуль вычисления 
геометрических параметров 

видимой области

Модуль вычисления 
преобразования гомографии

Рис. 7. Структура программно-алгоритмического обеспечения  
для визуального анализа среды мобильного робота
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сети и ее предварительно настроенными весовыми 
коэффициентами. 

Реализация программного обеспечения на язы-
ке программирования Python позволяет упростить 
интеграцию различных технологий компьютерного 
зрения и уменьшить время отладки. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ  
ИССЛЕДОВАНИЯ

Проведенные эксперименты подтверждают рабо-
тоспособность программно-алгоритмического обеспе-
чения. Так, на рис. 8 продемонстрированы процедуры 

распознавания и локализации нескольких объектов 
мусора в поле зрения робота, устранение искажения 
перспективы и вычисление координат объектов от-
носительно робота в соответствии с высотой каме-
ры h = 0.5 м, углом наклона α = 45°, вертикальным 
углом раскрытия камеры β = 23.75° и горизонталь-
ным углом раскрытия камеры γ = 30.41°.

В следующем экспериментальном исследова-
нии (рис. 9) камера находится в положении с высотой 
h = 0.5 м, углом наклона α = 45°, другим фоном и объ-
ектом другой категории бытовых отходов. Этот слу-
чай демонстрирует, что программно-алгоритмическое 
обеспечение инвариантно к текстуре подстилающей 

(а)

(б)

(в)

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

–0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Рис. 8. Распознавание объектов: (а) вид с камеры; 
(б) вид сверху; (в) карта объектов в поле зрения робота с координатами в метрической системе
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Рис. 9. Распознавание объектов: (а) вид с камеры;  
(б) карта объектов в поле зрения робота с координатами в метрической системе 
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поверхности, количеству и категориям объектов, 
а также к их смещению относительно камеры.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках проведенного исследования показана 
актуальность автоматизированного раздельного сбо-
ра мусора. Существующие исследования и подходы 
в данной области не объединяют мобильность плат-
формы и интеллектуальный раздельный сбор отходов. 
При этом большое значение имеет возможность имен-
но гибкого интеллектуального сбора с автономным 
поиском объектов на заданной территории и возмож-
ность раздельного сбора отходов. В рамках данного ис-
следования были достигнуты следующие результаты:

1. Предложена структура (рис. 7) программно- 
алгоритмического обеспечения для визуального 
анализа среды мобильного робота в задаче убор-
ки территорий с функцией сортировки отходов.

2. Оптимизированы алгоритмы распознавания объ-
ектов разного внешнего вида и различных кате-
горий отходов на изображениях с камеры робота 
с применением нейросетевых алгоритмов.

3. Разработана модель определения геометриче-
ских параметров плоского пространства в поле 
зрения робота.

4. Разработана модель определения координат объ-
ектов в поле зрения робота относительно него 
в соответствии с положением камеры в про-
странстве.
Проведенные экспериментальные исследова-

ния подтвердили работоспособность и универ-
сальность разработанных алгоритмов. Получены 
корректные данные при распознавании различных 
объектов и дальнейшем определении их относи-
тельных координат. Кроме того, система показала 
свою работоспособность при обнаружении объек-
тов разных категорий и различном положении ка-
меры в пространстве с учетом неопределенностей 
в фоне подстилающей поверхности и количестве 
искомых объектов. 

Дальнейшие перспективы развития представ-
ленных исследований связаны с разработкой алго-
ритмов планирования пути на местности и управ-
ления движением мобильного робота в процессе 
сбора и транспортировки обнаруженных объектов 
мусора.
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Анализ пульсаций DC/DC-преобразователя, 
построенного по Zeta-топологии, с использованием 

его предельной непрерывной математической модели
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Резюме 
Цели. DC/DC-преобразователь, построенный по Zeta-топологии, является униполярным электронным 
устройством, которое обеспечивает преобразование входного положительного напряжения в стабилизи-
рованное выходное напряжение той же полярности с возможностью его регулирования как ниже входного 
напряжения, так и выше. Цель работы – проанализировать схемотехнику Zeta-преобразователя. Для этого 
необходимо решить следующие задачи: при помощи правил Кирхгофа получить системы уравнений, опи-
сывавшие работу преобразователя в режимах накопления и передачи энергии; по методике, предложен-
ной А.И. Коршуновым, объединить системы уравнений в предельную непрерывную математическую модель 
преобразователя; при помощи выражений, описывающих постоянные составляющие токов и напряжений 
в Zeta-преобразователе, провести анализ их пульсаций и получить уравнения для их расчета; провести срав-
нение полученных при помощи предельной непрерывной математической модели значений токов и напря-
жений с результатами моделирования Zeta-преобразователя.
Методы. Задача решена при помощи правил Кирхгофа и методики получения предельной непрерывной ма-
тематической модели, предложенной А.И. Коршуновым. Результаты проанализированы с использованием 
схемотехнического моделирования в среде Multisim.
Результаты. Показано, что фазовые координаты математической модели стремятся к значениям реальных 
токов и напряжений преобразователя при частоте коммутации силового ключа более 200 кГц. Установлено 
высокое соответствие расчетных значений пульсаций и их значений, полученных при моделировании (при 
изменении коэффициента заполнения).
Выводы. Математические модели являются основой унифицированных методик расчета любых радиоэлек-
тронных схем. Полученная предельная непрерывная математическая модель Zeta-преобразователя позво-
ляет оценить диапазон изменения токов, протекающих через обмотки дросселей, и напряжений на обклад-
ках конденсаторов, их максимальные и минимальные значения при различных параметрах преобразователя, 
таких как частота коммутации силового ключа, коэффициент заполнения, номиналы элементов и т.д. Эта 
модель позволяет выполнить рациональный подбор электронной компонентной базы преобразователя.

Ключевые слова: DC/DC-преобразователь, понижающе-повышающий преобразователь, эквивалентная 
схема, топология Zeta, преобразователь, предельная модель, непрерывная модель, математическая модель, 
правила Кирхгофа, размах пульсаций
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Abstract
Objectives. A DC/DC Zeta topology converter represents a unipolar electronic device for converting an input 
positive voltage into a stabilized output voltage of the same polarity, which can be set at voltages both below and 
above the input voltage. The aim of this work is to analyze Zeta converter circuitry, which requires the following tasks 
to be solved: using Kirchhoff’s Circuit Laws, obtain systems of equations describing converter operation in the phase 
of energy accumulation and in the phase of energy transfer; using a method proposed by A.I. Korshunov, combine 
the resulting systems of equations into a marginal continuous mathematical model; using expressions describing 
constant components of currents and voltages in Zeta converter, analyze their ripples and obtain equations for their 
calculation; compare the current and voltage values obtained from the continuous limiting mathematical model with 
the Zeta simulation results.
Methods. The tasks are solved using Kirchhoff’s rules and the method for obtaining the limiting continuous 
mathematical model proposed by A.I. Korshunov. The results are analyzed using a circuit modelling in NI Multisim.
Results. It is shown that the phase coordinates of the mathematical model tend to real values of converter currents 
and voltages at a switching frequency of the power switch of more than 200 kHz. A strong correspondence was 
established between the calculated ripple values and their values obtained in the simulation (when changing the duty 
factor).
Conclusions. Mathematical models comprise the basis of unified calculation methods for any radio electronic 
circuit. The developed limiting continuous mathematical model allows a range of changes in current flowing through 
the choke windings and voltages on capacitor plates to be evaluated, including their maximum and minimum values 
for various converter parameters, such as power switch switching frequency, duty factor, element ratings, etc. 
Obtaining this information in turn enables the rational selection of the electronic component base of the converter.

Keywords: DC/DC converter, step-up and step-down converter, equivalent circuit, Zeta topology, converter, 
limiting continuous mathematical model, Kirchhoff’s rules, ripple spreading
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можно построить фазовую плоскость, которая пред-
ставляет собой совокупность точек возможных 
ее состояний. Точка на фазовой плоскости отражает 
текущее состояние модели, а при ее движении – из-
менение состояния. След от движения изображаю-
щей точки называется фазовой траекторией, а сама 
точка – фазовой координатой. Непрерывность си-
стемы означает, что в любой момент времени можно 
установить состояние системы, т.е. значения фазо-
вых координат.

Математическая модель устройства позволяет 
получить соотношение между фазовыми координа-
тами, которые соответствуют реальным токам и на-
пряжениям DC/DC-преобразователя. Известно, что 
совпадение фазовых координат и реальных значений 
токов и напряжений математической модели до-
стигается при периоде Т коммутации электронного 
ключа, стремящегося к нулю. Такие математические 
модели ключевых устройств принято называть пре-
дельными [14, 15].

Униполярный Zeta-преобразователь (рис. 1), 
впервые предложенный в [12], в составе своей 
схемы имеет два дросселя L1 и L2, два конденса-
тора С1 и С2, электронный ключ VT1, обычно ре-
ализуемый полевым транзистором, и блок управ-
ления, определяющий режим работы транзистора. 
Дроссели L1 и L2 выполняют функцию накопления 
и передачи энергии посредством электромагнитной 
индукции, а конденсатор С1 присутствует в схеме 
для разделения входа преобразователя от его выхо-
да. Разделительный конденсатор С1 также иногда 
называют «летающим», т.к. он выполняет функции 
не только разделения, но также накопления и пе-
редачи энергии между секциями преобразовате-
ля [11, 12]. Остальные электрорадиоэлементы вы-
полняют традиционные функции. 

Для DC/DC-преобразователя, как и для большин-
ства ключевых устройств, выделяют две фазы работы. 
Первая фаза определяет режим накопления энергии, 
а вторая фаза – режим передачи энергии. Для постро-
ения математической модели необходимо составить 
эквивалентные схемы каждой фазы преобразователя. 
На основе эквивалентных схем были записаны систе-
мы уравнений, описывающие две фазы работы.

В [20] представлена только математическая 
модель преобразователя с одинаковыми дроссе-
лями L1 и L2. Поэтому целесообразно построить 

ВВЕДЕНИЕ

DC/DC-преобразователи широко используются 
в автономных устройствах с батарейным питанием, 
таких как беспилотные летательные аппараты, пиро-
метры, кардиостимуляторы, автомобильная электро-
ника, роботы и т.д. [1–8]. Наличие DC/DC-преобразо-
вателя в устройстве электропитания определяет как 
массогабаритные параметры и КПД, так и энер-
гоэффективность всего радиоэлектронного сред-
ства (РЭС), а значит, и время его автономной рабо-
ты без подзарядки. Сложность построения таких 
устройств электропитания обусловлена также тен-
денцией использования автономными устройства-
ми стабилизированных низковольтных напряжений. 
Все это предопределяет необходимость в разработке 
специализированных методов, алгоритмов и средств 
проектирования DC/DC-преобразователей. 

Достаточно подробно разработаны и исследова-
ны DC/DC-преобразователи, которые реализуют ба-
зовые топологии повышающего, понижающего и по-
лярно-инвертирующего типов [9, 10], а комплексные 
DC/DC-преобразователи, т.е. преобразователи по-
нижающе-повышающего типа, требуют разработки 
методов проектирования и дополнительного иссле-
дования [2, 4, 11–13].

Создание DC/DC-преобразователей, как и других 
РЭС, базируется на соответствующих математических 
моделях, которые являются основой для единого ме-
тодического подхода к разработке, проектированию 
и исследованию устройств. Предельные непрерывные 
математические модели базовых DC/DC-преобразо-
вателей предложены в [9, 14–17]. А для понижаю-
ще-повышающих DC/DC-преобразователей имеется 
лишь математическая модель одного преобразовате-
ля, построенного по топологии Сuck [18, 19].

Математическая модель униполярных DC/DC-пре-
образователей, построенных по топологии Zeta, 
либо по топологии SEPIC отсутствует. Надо отме-
тить, что преобразователи SEPIC, Zeta и Сuck иден-
тичны с точки зрения электронной компонентной 
базы, но со схемотехнической точки зрения они су-
щественно различаются.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Для каждой непрерывной математической моде-
ли, отображающей процессы реального устройства, 
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математическую модель DC/DC-преобразователя 
понижающе-повышающего типа, построенного 
по топологии Zeta, в общем виде. 

+Uвх

–Uвх –Uвых

+Uвых

VT1
C1

C2 RнL1

L2

VD1

Рис. 1. Принципиальная электрическая схема 
преобразователя понижающе-повышающего 

типа, построенного по топологии Zeta. Uвх, Uвых – 
входное и выходное напряжения, Rн – нагрузочный 
резистор. Здесь и далее на рисунках используются 

обозначения, принятые в ГОСТ 2.710-811

По правилам Кирхгофа были составлены систе-
мы уравнений, описывающие обе фазы его работы. 
DC/DC-преобразователь в режиме накопления энер-
гии (первая фаза) описывается пятью уравнениями 
алгебраических сумм токов и напряжений:
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где L1 – индуктивность дросселя L1; L2 – индуктив-
ность дросселя L2; С1 – емкость конденсатора С1; 
С2 – емкость конденсатора С2; Rн – сопротивление 
нагрузочного резистора Rн; iL1, iL2 – мгновенные 
токи, протекающие через обмотку дросселей L1 и 
L2; r1, r2 – активные сопротивления обмоток дрос-
селей L1 и L2; uC1, uC2 – мгновенные напряжения 
на обкладках конденсаторов С1 и С2.

Уравнение (1), содержащее в себе входной ток iвх, 
по правилам Кирхгофа необходимо для полного описа-
ния первой фазы работы преобразователя. Но учитывая, 

1 ГОСТ 2.710-81. Межгосударственный стан-
дарт. Единая система конструкторской документации. 
Обозначения буквенно-цифровые в электрических схемах. М.: 
Стандартинформ; 2008. [GOST 2.710-81. Unified system for 
design documentation. Alpha-numerical designations in electrical 
diagrams. Moscow: Standartinform; 2008 (in Russ.).]

что уравнения системы (2) не зависят от входного тока, 
уравнение (1) можно исключить из системы.

Система уравнений, определяющая работу пре-
образователя в режиме передачи энергии (вторая 
фаза), выглядит следующим образом:
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Для построения математической модели необхо-
димо объединить системы уравнений (2)–(3) по ме-
тодике [14, 15]. Математическая модель может быть 
записана в виде матричной системы уравнений
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где X – матрица фазовых координат системы; A – 
коэффициентная матрица фазовых координат; B – 
коэффициентная матрица внешнего источника, 
например входного напряжения; D – коэффициент 
заполнения широтно-импульсно модулированного 
сигнала, управляющего силовым ключом VT1.
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Таким образом, система уравнений (4)–(6) явля-
ется предельной непрерывной математической мо-
делью DC/DC-преобразователя, построенного по то-
пологии Zeta.

Мгновенные токи и напряжения содержат по-
стоянную и переменную (называемую пульсацией) 
составляющие. Анализ математической модели по-
казал, что определение постоянных составляющих 
токов IL1, IL2, напряжений UC1, UC2 и их пульсаций 
целесообразно выполнять раздельно.

Решив систему уравнений (4)–(6) математи-
ческой модели для постоянных составляющих то-
ков IL1, IL2 и напряжений UC1, UC2, получим урав-
нения:
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Используя уравнения (1), (7) и (8), можно запи-
сать уравнение для постоянной составляющей вход-
ного тока Iвх 
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Уравнения (7)–(11) являются основой для пред-
варительного расчета преобразователя, а значит 
и выбора его электронной компонентной базы.

2. ПУЛЬСАЦИИ ТОКОВ И НАПРЯЖЕНИЙ

Мгновенные токи iL1 и iL2, протекающие через 
обмотки дросселей L1 и L2, и мгновенные напряже-
ния uC1 и uC2 на конденсаторах С1 и С2 содержат по-
стоянную и переменную составляющие

 L1 L1 L1 C1 C1 C1

L2 L2 L2 C2 C2 C2
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i I i u U u
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= + δ = + δ
= + δ = + δ
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где δiL1 – переменная составляющая тока iL1; δiL2 – 
переменная составляющая тока iL2, δuC1 – перемен-
ная составляющая напряжения uC1; δuC2 – перемен-
ная составляющая напряжения uC2.

Подставив (12) в системы уравнений (2) и (3), описывающие обе фазы работы преобразователя, получим: 
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Учитывая, что C2
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U
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í
 уравнения (13.4) 

и (14.4) можно упростить:
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Постоянные составляющие токов и напряжений, 
как правило, много больше пульсаций, поэтому в пра-
вых частях уравнений (13.1)–(13.3) и (14.1)–(14.3) 
пульсациями можно пренебречь по сравнению с со-
ответствующими постоянными составляющими:
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Используя уравнения (15.1)–(15.3), получаем 
формулы для переменной составляющей (пульса-
ций) δiL1, δiL2 и δuC1 первой фазы:
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Используя уравнения (16.1)–(16.3), получаем 
формулы для переменных составляющих δiL1, δiL2 и 
δuC1 второй фазы:
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Выражения (15.4) и (16.4) имеют одинаковый 
вид, поэтому представим их следующим образом:
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Решив дифференциальное уравнение (23), полу-
чаем выражение:

2
( 1)e e

qx
qxp qxy K

q
- -

= + 
 

 

 или C2 2 e .qtp ptu K
qq

-δ = - + +  (24)

Для упрощения расчетов можно принять гранич-
ное условие y(0) = 0. Выражения констант для пер-
вой и второй фаз:
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Используя выражения (17)–(19), получаем фор-
мулы для определения размаха пульсаций ΔiL1, 
ΔiL2 и ΔuC1 первой фазы: 
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Используя выражения (20)–(22), получаем фор-
мулы для определения размаха пульсаций ΔiL1, 
ΔiL2 и ΔuC1 второй фазы: 
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Учитывая, что формулы для определения размаха 
пульсаций токов ΔiL1 и ΔiL2 отличаются между собой 
в двух фазах и при этом являются равнозначными, 

целесообразно определить средние размахи пульса-
ции ΔiL1ср и ΔiL2ср токов, протекающих через обмот-
ки дросселей: 
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Используя выражения (24), получаем формулу 
для определения размаха пульсаций ΔuC2 
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где δuC21 – функция переменной составляю-
щей пульсации напряжения на конденсаторе C2, 
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полученная с помощью решения дифференциаль-
ного уравнения в первой фазе; δuC22 – функция 
переменной составляющей пульсации напряжения 
на конденсаторе C2, полученная с помощью ре-
шения дифференциального уравнения во второй  
фазе.

Используя уравнения (1), (32) и (33), можно за-
писать формулу определения размаха пульсации 
входного тока Δiвх
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Таким образом, формулы (28) или (31) и (32)–(35) 
позволяют рассчитать размах пульсации токов iL1, 
iL2, протекающих через обмотки дросселей L1 и L2, 
входного тока iвх и напряжений uC1, uC2 на обкладках 
конденсаторов С1 и С2, зная номиналы выбранных 
элементов электронной компонентной базы и режим 
работы преобразователя (коэффициент заполне-
ния D и период T).

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ В СРЕДЕ MULTISIM

Для проверки достоверности полученных вы-
ражений для определения пульсаций токов и на-
пряжений DC/DC-преобразователя, построенного 
по Zeta-топологии, использовалось схемотехниче-
ское моделирование в среде Multisim2. Вывод ана-
литических формул и результаты моделирования 
постоянных составляющих токов и напряжений 
рассматриваемого преобразователя представлены 
в [20–22].

Моделированию предшествовали исследова-
ния силовых ключей MOSFET, как рекомендовано 
в [23, 24], в статическом и динамическом режиме. 
На этом основании был выбран транзистор IRLZ44N, 
характеристики модели которого соответствуют дан-
ным Datasheet3.

Схема моделирования представлена на рис. 2. 
Ключ VT1 коммутировал ток входного источника 
питания V1 с частотой тактовых импульсов, задава-
емых генератором V2. В качестве элементов были 
выбраны компоненты из базы данных Multisim. 
Дроссели представлены эквивалентными схемами. 
Активное сопротивление дросселя, имеющего ин-
дуктивность 55 мкГн, не превышало 1 Ом. 

Для исследования влияния коэффициента за-
полнения D на пульсации было выполнено модели-
рование схемы в режиме анализа переходных про-
цессов. При этом пульсации токов и напряжений 
регистрировались в установившемся режиме через 
5–12 мс после начала моделирования. Результаты 
исследования влияния коэффициента заполнения 
D как основного параметра, определяющего режим 
работы преобразователя, представлены на рис. 3–5. 
На рис. 6–8 показано влияние частоты коммутации 
f на величину размаха пульсаций. 

2 https://www.ni.com/ru-ru.html. Дата обращения 
27.03.2023. / Accessed March 27, 2023 (in Russ.).

3 International rectifier, IRFZ44N HEXFET Power MOSFET, 
Data Sheet. https://static.chipdip.ru/lib/158/DOC000158617.pdf. 
Дата обращения 27.03.2023. / Accessed March 27, 2023.

Рис. 2. Схема моделирования DC/DC-преобразователя

https://www.ni.com/ru-ru.html
https://static.chipdip.ru/lib/158/DOC000158617.pdf
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Исследования влияния коэффициента заполне-
ния D на величину размаха пульсаций показывают 
хорошее совпадение результатов расчета по мате-
матической модели и моделированию. Однако при 
коэффициентах заполнения D меньше 0.3 и больше 
0.7 наблюдается существенное различие. Это рас-
хождение обусловлено неидеальностью математи-
ческой модели и влиянием паразитных параметров 
электрорадиоэлементов на работу преобразователя. 
Совпадение рассчитанных размахов пульсаций Δiвх, 
ΔiLср, ΔuC и величин Δiвхм, ΔiLм, ΔuCм, полученных 
при моделировании, наблюдалось при коэффици-
енте заполнения D равном 0.5. Здесь Δiвхм – размах 
пульсаций входного тока, полученный при помо-
щи моделирования; ΔiLм – размах пульсаций тока, 
протекающего через обмотку дросселей L1 и L2, 
полученный при помощи моделирования; ΔuCм – 
размах пульсации напряжения на конденсаторах 
С1 и С2, полученный при помощи моделирования. 
Разница между расчетными значениями и результа-
тами моделирования для пульсаций входного тока 
составляла 6 мА при Δiвх = 718 мА. Разница между 
расчетными значениями и результатами моделиро-
вания для пульсаций токов iL1, iL2 составляла 7 мА 
при ΔiLср = 218 мА. Для размаха пульсаций напря-
жения ΔuC1 разница между расчетными значениями 
и результатами моделирования составила 0.3 мВ 
при ΔuC1 = 15 мВ и для пульсаций ΔuC2 составила 
0.05 мВ при ΔuC2 = 5.45 мВ.
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Рис. 3. Влияние коэффициента заполнения 
на пульсации входного тока: 1 – расчетное значение 

∆iвх; 2 – результат моделирования ∆iвхм 

Из рис. 3 видно, что расчетное значение пуль-
саций входного тока соответствуют результатам 
моделирование почти во всем диапазоне изменения 
коэффициента заполнения D. Однако результаты 
расчета и моделирования различаются при коэффи-
циенте заполнения D < 0.25 и D > 0.75. Особенно 
это проявляется при коэффициенте заполнения D, 
превышающем 0.75. Например, при коэффициенте 
заполнения D = 0.8 разница расчетных и пульсаций, 
полученных при моделировании, составляла ~4 А  

при Δiвх = 4.3 А, а при коэффициенте заполне-
ния D = 0.2 эта разница составляла ~48 мА при 
Δiвх = 163 мА. 
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Рис. 4. Влияние коэффициента заполнения 
на пульсации токов, протекающих через обмотки 

дросселей L1 и L2: 1 – расчетное значение ∆iL; 
2 – результат моделирования ∆iL1м; 3 – результат 

моделирования ∆iL2м 

Из рис. 4 видно, что пульсации токов, проте-
кающих через обмотки дросселей, практически 
совпадают. Результаты расчета и моделирования, 
так же как и в случае входного тока, систематиче-
ски различаются при коэффициенте заполнения 
D < 0.25 и D > 0.75. При коэффициенте заполнения 
D = 0.8 разница расчетных и значений пульсаций, 
полученных при помощи моделирования, составля-
ет ~47 мА при ΔiL = 349 мА, а при коэффициенте 
заполнения D = 0.2 эта разница составляет ~13 мА 
при ΔiL = 87 мА. 
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Рис. 5. Влияние коэффициента заполнения 
на пульсации напряжения на конденсаторах С1 и С2: 

1 – расчетное значение ∆uC1; 2 – результат 
моделирования ∆uC1м; 3 – расчетное значение ∆uC2; 

4 – результат моделирования ∆uC2м 

Из рис. 5 следует, что при коэффициенте запол-
нения 0.5 расчетные пульсации и результаты моде-
лирования совпадают. Однако пульсации напряже-
ния на конденсаторе C2 различаются на 1.59 мВ при 
6 мВ, если D = 0.8, и на 0.6 мВ при ΔuC2 = 2.2 мВ, 
если D = 0.2.
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Разница расчетного значения напряжения 
ΔuC1 на конденсаторе С1 и результата моделирова-
ния ΔuC1м достигает 76 мВ при ΔuC1 = 160 мВ, если 
D ~ 0.8, однако при D ~ 0.2 различие результатов рас-
чета и моделирования незначительное.

При повышении частоты коммутации силового 
транзистора пульсации токов и напряжений значи-
тельно уменьшаются. Как показано на рис. 6, расчет-
ные значения пульсации Δiвх и результаты модели-
рования Δiвхм совпадают при частотах коммутации 
от 50 до 800 кГц. Максимальная разница расчетных 
пульсаций и моделирования в рабочей полосе частот 
наблюдается при частоте 50 кГц (в увеличенном мас-
штабе различие показано на вставке рис. 7) и равно 
0.35 А при Δiвх = 4.2 А.

5.0

4.0

3.0

2.0

1.0

0

∆iвх, А

0 100 200 300 400 500 600 700
f, кГц

1

2

Рис. 6. Влияние частоты коммутации на пульсацию 
входного тока при коэффициенте заполнения, 

равном 0.5: 1 – расчетное значение ∆iвх; 
2 – результат моделирования ∆iвхм 

На рис. 7 показано, что расчетные пульсации 
ΔiL и пульсации при моделировании ΔiLм так же, 
как и входной ток, совпадают при частотах комму-
тации от 50 до 800 кГц. Максимальная разница рас-
четных пульсаций и пульсаций при моделировании 
в рабочей полосе частот наблюдается при частоте 
50 кГц (в увеличенном масштабе различие показано 
на вставке рис. 7) и равно 0.26 А для ΔiL1 и 0.2 А для 
ΔiL2 при ΔiL = 2.18 А.

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0

∆iL, А

0 100 200 300 400 500 600 700
f, кГц

1

2

3

Рис. 7. Влияние частоты коммутации 
на пульсации токов, протекающих через обмотку 

дросселей L1 и L2 при коэффициенте заполнения, 
равном 0.5: 1 – расчетное значение ∆iL; 2 – результат 

моделирования ∆iL2м; 3 – результат моделирования ∆iL1м

На рис. 8, в отличие от рис. 7, явно видна пре-
дельность непрерывной математической модели. 
Например, при частоте 100 кГц расчетное значе-
ние ΔuC1 равно 78 мВ, а моделирование ΔuC1 равно 
136 мВ. Значения фазовых координат предельной 
непрерывной математической модели стремятся 
к значениям токов и напряжений преобразовате-
ля при частотах более 200 кГц. Из рис. 8 видно, 
что расчетные пульсации и пульсации при моде-
лировании совпадают на частотах более 200 кГц. 
Максимальное различие наблюдается при частоте 
~230 кГц и равно ~3 мВ для ΔuC1 при ΔuC1 = 31 мВ. 
Для пульсаций ΔuC2 различие составляет ~0.9 мВ 
при ΔuC2 =21.8 мВ. 
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Рис. 8. Влияние частоты коммутации  
на напряжение на конденсаторах С1, С2 

при коэффициенте заполнения, равном 0.5: 
1 – расчетное значение ∆uC1; 2 – результат 

моделирования ∆uC1м; 3 – расчетное значение ∆uC2; 
4 – результат моделирования ∆uC2м

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Составлены эквивалентные схемы DC/DC-пре-
образователя, построенного по топологии Zeta, 
в режимах накопления и передачи энергии. С ис-
пользованием правил Кирхгофа составлены систе-
мы уравнений, описывающие каждую фазу работы 
устройства. Для формулировки математической 
модели в матричном виде системы уравнений были 
преобразованы в матрицу фазовых координат, ко-
эффициентную матрицу фазовых координат и ко-
эффициентную матрицу внешнего источника. Для 
полного анализа предельной непрерывной матема-
тической модели записаны уравнения для постоян-
ных составляющих. 

С помощью представления токов и напряже-
ний в качестве суммы постоянной и переменной 
составляющих записаны системы уравнений, опи-
сывающие преобразователь в режимах накопления 
и передачи энергии. Были использованы получен-
ные выражения постоянных составляющих токов 
и напряжений, проинтегрированы системы урав-
нений, описывающие каждую фазу, сформулирова-
ны выражения для определения пульсаций токов, 
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протекающих через обмотку дросселей, и напряже-
ний на конденсаторах.

Выполнено сопоставление результатов расчетов 
пульсаций при использовании предельной непре-
рывной математической модели и моделировании 
преобразователя. Получены зависимости пульсаций 
от коэффициента заполнения D и частоты переклю-
чения силового ключа f. При коэффициенте запол-
нения D = 0.5 пульсации, найденные с помощью 
математической модели, совпадают с полученными 
при моделировании. Разница составляет ~7 мА при 
ΔiL = 220 мА для пульсаций токов ΔiL1, ΔiL2. Разница 
между пульсациями напряжений равна ~0.3 мВ при 
ΔuC1 = 15 мВ для пульсаций ΔuC1 и ~0.05 мВ при 
ΔuC2 = 5.5 мВ для пульсаций ΔuC2. Максимальные 
отклонения расчетных значений от результатов мо-
делирования при коэффициенте заполнения D = 0.8 

составляют: 47 мА для ΔiL1 и ΔiL2, 76.4 мВ для ΔuC1 и 
1.59 мВ для ΔuC2.

Созданная предельная непрерывная математи-
ческая модель позволяет оценить диапазон измене-
ния токов, протекающих через обмотки дросселей, 
и напряжений на обкладках конденсаторах, их мак-
симальные и минимальные значения при различных 
параметрах преобразователя, таких как частота ком-
мутации силового ключа, коэффициент заполнения, 
номиналы элементов и т.д. Полученные зависимости 
позволяют выполнить рациональный подбор элек-
тронной компонентной базы.
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Многозадачная нейронная сеть 
в задаче распознавания вида  

QAM- и PSK-модуляции в условиях 
параметрической априорной неопределенности
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Резюме 
Цели. Автоматическое распознавание видов модуляции неизвестных сигналов является важной задачей для 
различных областей техники: радиоконтроля и радиомониторинга, идентификации помех и источников ра-
диоизлучения. Основная цель работы – разработка метода распознавания видов модуляции сигналов в ус-
ловиях параметрической априорной неопределенности, в т.ч. неопределенности значений несущей частоты 
и начальной фазы сигнала. Дополнительной задачей является оценка значений отстроек от несущей частоты 
или фазы сигнала на начальном этапе процесса распознавания.
Методы. Использована многозадачная искусственная нейронная сеть, теория кумулянтов случайных величин.
Результаты. Для сигналов со сдвигом несущей частоты и начальной фазы вычислены кумулянты для моду-
ляции QAM-8, APSK-16, QAM-64 и PSK-8. Представлена использующая кумулянтные признаки и алгоритм 
стандартизации данных многозадачная нейронная сеть. Результаты эксперимента показали, что использо-
вание многозадачной нейронной сети обеспечивает высокую точность распознавания модуляции QAM-8 
и APSK-16, QAM-64 и PSK-8 в случае небольших отстроек несущей частоты или начальной фазы. Точность 
определения значений отстройки несущей частоты или начальной фазы сигнала для модуляции QAM-8, 
APSK-16, QAM-64 и PSK-8 оказывается высокой.
Выводы. Многозадачная нейронная сеть, использующая кумулянты сигналов высокого порядка, позволяет 
не только распознавать с высокой точностью виды модуляции в условиях априорной неопределенности па-
раметров сигналов, но определять при этом значения отстроек несущей частоты или начальной фазы сигна-
ла от ожидаемых значений.

Ключевые слова: распознавание, нейронная сеть, несущая частота, начальная фаза, кумулянтный признак
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the type of QAM and PSK modulation  
under parametric a priori uncertainty
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MIREA – Russian Technological University, Moscow, 119454 Russia
@ Corresponding author, e-mail: paramonov@mirea.ru

Abstract
Objectives. Automatic modulation recognition of unknown signals is an important task for various fields of technology 
such as radio control, radio monitoring, and identification of interference and sources of radio emission. The paper 
aims to develop a method for recognizing the types of signal modulation under conditions of parametric a priori 
uncertainty, including the uncertainty of carrier frequency- and initial signal phase values. An additional task consists 
in estimating the offset values of the carrier frequency or signal phase at the initial stage of the recognition process.
Methods. A multi-task learning with artificial neural network and the theory of cumulants of random variables are 
used.
Results. For signals with a carrier frequency and initial phase shift, cumulant approaches for QAM-8, APSK-16, 
QAM-64, and PSK-8 modulations are calculated. A multi-task learning with artificial neural network using cumulant 
features and a data standardization algorithm is presented. The results of the experiment show that using multi-task 
learning with an artificial neural network provides high accuracy of recognizing QAM-8 and APSK-16, QAM-64 and 
PSK-8 modulations with small mismatches of the carrier frequency or initial phase. The accuracy of determining the 
offset values from the carrier frequency or the initial phase for QAM-8, APSK-16, QAM-64, and PSK-8 modulation 
is high.
Conclusions. The multi-task learning with neural network using high-order signal cumulants makes it possible not 
only to recognize modulation types with high accuracy under conditions of a priori uncertainty of signal parameters, 
but also to determine the offset values of carrier frequency or initial signal phase from expected values.

Keywords: recognition, neural network, carrier frequency, initial phase, cumulant feature

ВВЕДЕНИЕ

Одним из перспективных направлений развития 
современных телекоммуникационных систем является 
внедрение в них интеллектуальных технологий, основ-
ная особенность которых заключается в способности 
к распознаванию и анализу информации, передаваемой 
через канал связи. Эта способность позволяет интел-
лектуальным системам обрабатывать данные в режиме 

реального времени, делать прогнозы и принимать 
решения на основе полученных результатов. Одна 
из подобных задач – распознавание различных видов 
цифровой модуляции, которые могут быть использо-
ваны при передаче данных [1–8]. Знание параметров 
принимаемых сигналов позволяет идентифицировать 
передающее устройство, восстановить передаваемую 
информацию, а также дает возможность введения по-
меховых воздействий в радиоканалы локации и связи. 

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2023-11-4-49-58
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2023-11-4-49-58
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Однако в реальных условиях передачи информации 
часто возникают параметрические неопределенности, 
которые могут существенно повлиять на точность рас-
познавания. 

В настоящее время наиболее эффективным 
методом автоматического распознавания видов 
модуляции сигналов является использование мно-
гозадачной нейронной сети. В работах [1, 4] пред-
ставлен алгоритм распознавания видов модуляции 
с использованием многозадачной нейронной сети 
в условиях априорной определенности значений 
несущей частоты и начальной фазы сигналов. 
В [1] для распознавания десяти видов модуля-
ции (GMSK, 8-QАМ, 16-QАМ, 64-QАМ, 16-APSK, 
32-APSK, BPSK, QPSK, 8-PSK и 2-FSK)1 в качестве 
информационных признаков использованы куму-
лянты до 9-го порядка. Результаты компьютерного 
моделирования показали, что многозадачная ней-
ронная сеть с использованием кумулянтов высокого 
порядка позволяет выполнить не только распозна-
вание видов модуляции, но и определение значения 
отношения сигнал/шум (ОСШ) принимаемого сиг-
нала с высокой точностью. При ОСШ = 0 дБ для 
модуляции GMSK, QAM-8, APSK-16, APSK-32, 
BPSK и QPSK точность распознавания составля-
ет 0.98, однако для модуляции QAM-16, QAM-64, 
PSK-8 и FSK-2 эта точность оказывается более низ-
кой. Здесь и далее под точностью распознавания 
понимается вероятность правильного определе-
ния того или иного вида модуляции сигнала среди 
всех рассматриваемых видов модуляции. Целью 
настоящей статьи является анализ распознава-
ния четырех видов модуляции QAM-8 и APSK-16, 
QAM-64 и PSK-8 в условиях параметрической 
априорной неопределенности и определение от-
стройки несущей частоты Δω и начальной фазы 
Δφ0 принимаемого сигнала от ожидаемых значений 
при ОСШ = 3 дБ, которое, согласно результатам мо-
делирования, достаточно для распознавания сигна-
лов с приемлемой точностью. Предполагалось, что 
принимаемый сигнал подвергнут предварительной 

1 GMSK – гауссовская частотная модуляция с минималь-
ным сдвигом (Gaussian minimum shift keying).

8-QАМ, 16-QАМ, 64-QАМ – квадратурная амплитудная 
модуляция (quadrature amplitude modulation) с количеством 
уровней 8, 16 или 64.

16-APSK, 32-APSK – амплитудно-фазовая модуля-
ция (amplitude and phase-shift keying) с количеством уровней 
16 или 32.

BPSK – двоичная фазовая модуляция (binary phase-shift 
keying).

QPSK – четырехуровневая фазовая модуляция (quaternary 
phase-shift keying).

8-PSK – восьмиуровневая фазовая модуляция (8-phase-
shift keying).

2-FSK – двоичная частотная модуляция (binary frequency-
shift keying).

обработке, которая обеспечивает перенос на нуле-
вую частоту, фильтрацию и дискретизацию сигна-
ла с выхода фильтра нижних частот2. Получаемый 
в результате предварительной обработки сигнал 
описывается следующим выражением:

{
}

0

0

( ) ( ) cos[ ( ) ]

sin[ ( ) ] ( ) ( ),
k

k k

r t A t t t

i t t I t iQ t

= ∆w + ϕ + ∆ϕ +

+ ∆w + ϕ + ∆ϕ = +

где A(t) и φ(t) – огибающая и фаза сигнала, Δω – от-
стройка несущей частоты, Δφ0 – отстройка началь-
ной фазы, Ik(t) и Qk(t) – синфазная и квадратурная 
составляющие сигнала.

Полученные комплексный сигнал rk(t) и ком-
плексно-сопряженный с ним сигнал ( ) ( )k kr t I t= -  

( )kiQ t-  являются исходными данными для вычис-
ления моментов и кумулянтов. Формулы вычисле-
ния моментов и кумулянтов высокого порядка под-
робно описаны в [1, 9]. В табл. 1 представлены 
примеры значений кумулянтов до 9-го порядка для 
модуляции QAM-64 и PSK-8 с различными значени-
ями отстройки несущей частоты Δω и начальной 
фазы Δφ0. Анализ полученных значений кумулянтов 
позволяет утверждать, что информативность того 
или иного кумулянта о виде модуляции сигнала су-
щественно зависит от отстроек Δω и Δφ0. Так, на-
пример, при отсутствии отстроек первый в таблице 
кумулянт С2,0 для обоих различаемых видов моду-
ляции QAM-64 и PSK-8 имеет один и тот же отрица-
тельный знак, при Δω = 900 Гц знаки кумулянтов 
разные, при Δφ0 = 0.04 рад знаки кумулянтов поло-
жительные. 

ИСКУССТВЕННЫЕ НЕЙРОННЫЕ СЕТИ

Нейросетевые методы распознавания видов мо-
дуляции основаны на выборе определенных инфор-
мационных признаков, которые могут помочь в опре-
делении типа модуляции, и на построении базы 
знаний на основе анализа этих признаков. Каждая 
нейронная сеть распознавания видов модуляции 
имеет свой набор используемых информационных 
признаков и параметров, включая вид функции об-
работки данных и активации. Эти различия могут 
влиять на эффективность распознавания и на общую 
точность работы системы. На рис. 1 представлен 
процесс обучения нейронной сети.

2 Караван О.В. Различение созвездий сигналов с квадра-
турной амплитудной модуляцией в условиях параметриче-
ской априорной неопределенности: дис. … канд. физ.-мат. 
наук. Воронеж; 2010. 120 с. [Caravan O.V. Distinguishing 
constellations of signals with quadrature amplitude modulation 
under parametric a priori uncertainty. Cand. Sci. Thesis 
(Phys.-Math.). Voronezh; 2010. 120 p. (in Russ.).]
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Рис. 1. Процесс обучения нейронной сети

Сама нейронная сеть представляет собой систе-
му из множества нейронов, которая получает инфор-
мацию, производит над ней простые вычисления 
и передает ее дальше. На каждый вход нейрона по-
дается взвешенная сумма входных сигналов net(j,1), 
затем нейрон пропускает эту величину активации 
σ(j,1) через передаточную функцию, таким образом 
получаются выходные значения [10–15]: 

( ) ( ) ( ) ( ),1 ,1,1 ,1 T
0

1
,

nj jj j
i i

i
net w w x

=
= = +∑w x

( ) ( )( ),1 ,1 ,j jo f net=

где ( ) ( ) ( ) ( )( ),1 ,1 ,1,1
10 1, ,..., , 1,j j jj

nw w w j N= =w  – век-
тор-строка синаптических связей на входе j-го ней-
рона, xi – вектор-строка i-го входа, N1 – количество 
нейронов в первом скрытом слое.

Функция активации f(net(j,1)) в нейронной сети 
играет важную роль в определении выходного сигна-
ла каждого нейрона на основе его входного сигнала. 
Эта функция позволяет нейрону принимать решения 
о том, активироваться ли и передавать информацию 
дальше или оставаться неактивным. Существует 
множество различных функций активации, кото-
рые можно использовать в нейронных сетях, ка-
ждая со своими преимуществами и ограничениями. 
В данной работе использована функция активации 
ReLU (Rectified Linear Unit), которая представляет 
собой простую нелинейную функцию, преобразу-
ющую входной сигнал, обнуляя все отрицательные 
значения и сохраняя положительные значения без 
изменений. Формально функция ReLU определяется 
следующим образом:

o(j,1) = ReLU(xi) = max(0, xi).

Обучение этой нейронной сети заключается 
в минимизации функции ошибки ( ),E w  которая 
определяется следующим выражением:

Таблица 1. Значения кумулянтов различных порядков для модуляции QAM-64 и PSK-8

Модуляция
Кумулянт

Δω = 0 и Δφ0 = 0 Δω = 900 Гц Δφ0 = 0.04 рад
QAM-64 PSK-8 QAM-64 PSK-8 QAM-64 PSK-8

C2,0 −0.00913 −0.0063 0.01209 −0.01225 1.08181 1.12291
C3,0 −0.03605 0.04699 −0.04641 0.04051 −0.01704 0.00593
C2,1 −0.00800 0.00439 0.01381 0.01362 −0.01714 0.00621
C4,0 −0.56435 −0.01765 3.12438 3.20105 −0.36449 −0.27393
C2,2 −0.61285 −0.97795 0.92006 0.85290 −0.36504 −0.27938
C5,0 −0.20728 0.092786 0.04405 0.05804 −0.20601 0.20011
C3,2 −0.00930 −0.00627 −0.05664 0.01384 −0.21641 0.19121
C6,0 0.05008 −0.06516 0.97633 1.33265 1.17776 1.29652
C3,3 1.62832 3.84222 −0.99868 −0.566 1.14810 1.33444
C7,0 −1.56151 −0.47311 −1.01121 0.51321 1.33945 −0.51879
C6,1 0.59933 −0.50570 −1.20013 −1.02734 1.40554 −0.47957
C4,3 −0.12922 0.01030 −0.33111 −0.76300 3.20184 −1.62158
C8,0 −12.8750 −1.42191 −191.842 −201.990 −4.24775 −11.0519
C6,2 −11.6686 0.01107 −28.2597 −22.6214 −4.12208 −11.3511
C4,4 1356.218 1413.430 1412.013 1359.459 1041.279 1197.02
C9,0 −8.11293 4.10262 −28.8307 −15.8577 −37.4355 2.39996
C8,1 6.42682 5.20209 27.0642 −7.68852 −244.414 108.016
C6,3 −121.649 114.854 534.622 368.480 3453.083 4508.33
C5,4 2467.71 2217.473 5219.517 4876.258 6296.198 8169.887
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где ul и ol – желаемое и фактическое состояния вы-
ходов нейронной сети l-го нейрона выходного слоя, 
Nвых – количество нейронов в выходном слое.

В настоящее время существует несколько методов 
минимизации функции ошибки [2, 12, 13], но наи-
большая эффективность метода обнаруживается при 
использовании функции стандартизации базы дан-
ных. Метод стандартизации (StandardScaler) является 
одним из способов предобработки данных в машин-
ном обучении. Он используется для приведения всех 
исходных значений набора данных к набору значений 
из распределения с нулевым средним и стандартным 
отклонением, равным 1. Процесс стандартизации со-
стоит из двух шагов. На первом шаге вычисляется 
среднее значение и стандартное отклонение каждого 
признака в наборе данных. На втором шаге каждое 
значение признака преобразуется по формуле [14, 15]:

,
ó

i
i

z

z Z
x

-
=

где zi – исходное значение данных, Z  и σz – среднее 
значение и стандартное отклонение признака.

В результате применения метода стандартиза-
ции формируется стандартизированная шкала, ко-
торая определяет место каждого значения в наборе 
данных, измеряя его отклонение от среднего в еди-
ницах стандартного отклонения. Это позволяет сде-
лать данные сравнимыми и использовать их для ма-
шинного обучения. В качестве примера полученные 
в результате стандартизации значения кумулянтов 
для модуляции QAM-64 и PSK-8 и определенных 
расстроек частоты и начальной фазы сигнала пред-
ставлены в табл. 2.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделирование многозадачной нейронной сети 
проводилось в среде Python с помощью блокнота 
Google Colab [14]. Для распознавания двух групп мо-
дуляции QAM-8 и APSK-16, QAM-64 и PSK-8 сфор-
мированы четыре базы данных. Из них первые две 
базы сформированы для распознавания этих видов 
модуляции в условиях отстройки несущей частоты, 
каждая база состоит из 12800 сигналов (800 сигна-
лов по каждому значению отстройки от несущей 
частоты). В условиях отстройки начальной фазы 
сформированы также две базы данных, каждая база 
состоит из 16000 сигналов (800 сигналов по каждо-
му значению отстройки начальной фазы). Результаты 
моделирования распознавания вида модуляции 

Таблица 2. Полученные в результате стандартизации значения кумулянтов 

Модуляция
Кумулянт

Δω = 0 и Δφ0 = 0 Δω = 900 Гц Δφ0 = 0.04 рад

QAM-64 PSK-8 QAM-64 PSK-8 QAM-64 PSK-8

C2,0 −0.04020 −0.03519 0.09287 −0.07583 −0.51078 −0.50800

C3,0 0.001785 −0.04103 −0.03306 0.03589 −0.00352 0.000098

C2,1 0.02363 0.00961 0.01718 0.01703 −0.00368 −0.000024

C4,0 −0.43586 −0.43379 −0.42396 −0.42372 −0.00605 0.00768

C2,2 −0.43481 −0.43849 −0.42072 −0.42135 0.00736 0.00891

C5,0 −0.00613 −0.00639 −0.00661 −0.00655 0.005990 0.006273

C3,2 −0.00892 −0.00816 −0.00861 −0.00798 0.005992 0.006272

C6,0 −0.00173 −0.00179 −0.00152 −0.00143 0.03657 0.036584

C3,3 0.03518 0.03641 0.03381 0.03404 0.03717 0.03718

C7,0 −0.00901 −0.00902 −0.00903 −0.009 −0.00052 −0.000533

C6,1 −0.01062 −0.01063 −0.01065 −0.01065 −0.00049 −0.0005

C4,3 −0.00693 −0.00696 −0.00698 −0.007 0.00054 0.000528

C8,0 0.37488 0.37488 0.37485 0.37485 −0.03074 −0.03074

C6,2 0.32239 0.32241 0.32237 0.32238 −0.03235 −0.03236

C4,4 −0.38226 −0.38227 −0.38226 −0.38226 −0.34224 −0.34224

C9,0 −0.00205 −0.00205 −0.00205 −0.00205 −0.00450 −0.004506

C8,1 −0.00829 −0.00829 −0.00828 −0.00829 −0.00401 −0.00401

C6,3 −0.02267 −0.02226 −0.02226 −0.02226 −0.33499 −0.33499

C5,4 −0.37783 −0.37783 −0.37783 −0.37783 −0.33517 −0.33517
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в условиях отстройки несущей частоты представле-
ны на рис. 2 и 3. Рисунки имеют вид таблиц, строки 
и столбцы которых соответствуют виду модуляции 
сигнала и отстройке несущей частоты. В ячейках 
приведены результаты распознавания вида модуля-
ции. Например, для рис. 2: при распознавании сигна-
лов QAM-8 с нулевым сдвигом частоты (на рисунке 
первая строка – QAM-8 0) все 80 сигналов, участво-
вавших в компьютерном эксперименте, распознаны 
верно. При распознавании сигнала QAM-8 со сдви-
гом частоты 1800 Гц (QAM-8 1800) распознаны вер-
но 75 сигналов, а для 5 сигналов принято ошибочное 
решение, что это APSK-16 1800.

Из рисунков хорошо видно, что использование 
многозадачной нейронной сети позволяет выпол-
нить не только распознавание видов модуляции, 
но и определение значений отстройки несущей 
частоты. Выше под точностью распознавания не-
которого вида модуляции понималась вероятность 
правильного определения этого вида модуляции 
сигнала среди всех рассматриваемых видов модуля-
ции. При моделировании эта вероятность оценива-
лась как выборочное среднее, т.е. отношение коли-
чества правильно распознанных сигналов с данным 
видом модуляции к общему числу участвовавших 

в компьютерном эксперименте реализаций раз-
ных сигналов. Точность распознавания модуляции 
QAM-8 и APSK-16 с различными значениями Δω со-
ставляет 0.96. На рис. 4 и 5 представлены результа-
ты распознавания в условиях отстройки начальной 
фазы. 

Из рис. 3 и 5 можно заметить, что при боль-
ших расстройках как частоты, так и фазы, точность 
распознавания модуляции QAM-64 и PSK-8 пада-
ет. Причина этого заключается в том, что значения 
нескольких кумулянтов при больших расстройках 
имеют нестабильное поведение для разных реали-
заций сигналов, а сами значения этих нескольких 
кумулянтов для указанных видов модуляции разли-
чаются незначительно. Но для оценки значений Δω и 
Δφ0 использование многозадачной нейронной сети 
обеспечивает высокую точность.

На рис. 6 представлены результаты эксперимен-
та по распознаванию принимаемого сигнала с не-
известным значением Δω. Результат эксперимента 
показал, что точность распознавания составляет 
0.53 для модуляции QAM-64 и 0.47 для модуляции 
PSK-8. Значение отстройки от несущей частоты Δω, 
равное 600 Гц, определяется с высокой достоверно-
стью.

Рис. 2. Результаты распознавания модуляции QAM-8 и APSK-16 при разных значениях ∆ω
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Рис. 3. Результаты распознавания модуляции QAM-64 и PSK-8 при разных значениях ∆ω

Рис. 4. Результаты распознавания модуляции QAM-8 и APSK-16 при разных значениях ∆φ0
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрен метод распознавания видов цифро-
вой модуляции (QAM-8, APSK-8, QAM-64 и PSK-8) 
в случае неточного знания параметров сигнала, в т.ч. 
несущей частоты и начальной фазы. Построена мно-
гозадачная нейронная сеть с помощью алгоритма 

стандартизации (StandardScaler) данных. Результаты 
моделирования позволяют утверждать, что многоза-
дачная нейронная сеть с использованием кумулянтов 
в качестве информационного признака позволяет вы-
полнить не только распознавание видов цифровой мо-
дуляции с высокой достоверностью в случае неточного 
определения значений несущей частоты и начальной 

Рис. 5. Результаты распознавания модуляции QAM-64 и PSK-8 при разных значениях ∆φ0

Рис. 6. Результат эксперимента по распознаванию вида модуляции принимаемого сигнала
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фазы, но и оценивать эти значения. В дальнейшем 
предполагается рассмотреть распознавание видов мо-
дуляции при одновременной неопределенности значе-
ний несущей частоты и начальной фазы.

Вклад авторов. Все авторы в равной степени 
внесли свой вклад в исследовательскую работу.
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Резюме 
Цели. Пандемия COVID-19 обладает рядом важных особенностей по сравнению с прошлыми эпидемиями. 
Помимо высокой степени заражения, она имеет высокую скорость распространения за счет мобильности 
населения, связанной, в частности, с возросшей скоростью средств передвижения. Целью данной работы 
является построение математической модели распространения пандемии и выявление закономерностей 
в предположении, что основным источником вирусной инфекции в России является г. Москва. Для этого 
строится двухпараметрическая кинетическая модель, описывающая пространственное распространение 
эпидемии. Параметры находятся с помощью теоретических построений, оценок известных данных о ста-
тистике передвижения транспортных средств и плотности населения в различных странах, а также с учетом 
развития первой волны на примере России, Италии и Чили с проверкой значений для последующих эпи-
демических волн. Исследуется возможность предсказывать скорость пространственного распространения 
вируса по временно́му интервалу запаздывания достижения пика заражений в России по сравнению с Мо-
сквой. Это связано с географическими особенностями: в России, как и в некоторых других странах, можно 
выделить основной источник распространения инфекции. Таким источником в России выступает г. Москва – 
крупнейший в стране транспортный узел. Для реализации цели в настоящей работе изучается развитие эпи-
демических событий в России, начиная с 3-й, и вплоть до последних 5-й и 6-й волн. 
Методы. Использованы методы математического моделирования и методы обработки статистических данных. 
Результаты. Подтверждено, что величина запаздывания достижения пика заражений составляет в среднем 
2.5 недели. Выявлена сохраняемость параметров для различных волн, поэтому модель обладает предска-
зательными возможностями. Проверки проводились для последовательности волн, для которых делались 
соответствующие предсказания о развитии заражения для России в целом и о том, когда произойдет спад. 
Данные прогнозы подтвердились для всех волн, начиная с 3-й, и вплоть до последней 6-й волны, что под-
тверждает найденную закономерность, важную для прогнозирования будущих событий. 
Выводы. Прогнозы о начале и скорости выздоровления подтвердились, что дало возможность уверенно 
прогнозировать, в частности, протекание 5-й и 6-й волн пандемии, связанной с новым вирусным штаммом 
«омикрон». Предсказания, которые делались заранее, были проверены и получили подтверждение. 

Ключевые слова: кинетическое уравнение, COVID-19, распространение волн
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Abstract
Objectives. COVID-19 has a number of specific characteristics that distinguish it from past pandemics. In addition 
to the high infection rate, the high spread rate is due to the increased mobility of contemporary populations. The 
aim of the present work is to construct a mathematical model for the spread of the pandemic and identify patterns 
under the assumption that Moscow comprises the main source of viral infection in Russia. For this purpose, a two-
parameter kinetic model describing the spatial spread of the epidemic is developed. The parameters are determined 
using theoretical constructions alongside statistical vehicle movement and population density data from various 
countries, additionally taking into account the development of the first wave on the examples of Russia, Italy and 
Chile with verification of values obtained from subsequent epidemic waves. This paper studies the development 
of epidemic events in Russia, starting from the third and including the most recent fifth and sixth waves. Our two-
parameter model is based on a kinetic equation. The investigated possibility of predicting the spatial spread of the 
virus according to the time lag of reaching the peak of infections in Russia as a whole as compared to Moscow is 
connected with geographical features: in Russia, as in some other countries, the main source of infection can be 
identified. Moscow represents such a source in Russia due to serving as the largest transport hub in the country. 
Methods. Mathematical modeling and data analysis methods are used.
Results. A predicted time lag between peaks of daily infections in Russia and Moscow is confirmed. Identified 
invariant parameters for COVID-19 epidemic waves can be used to predict the spread of the disease. The checks 
were carried out for the wave sequence for which predictions were made about the development of infection for 
Russia and when the recession following peak would occur. These forecasts for all waves were confirmed from the 
third to the last sixth waves to confirm the found pattern, which can be important for predicting future events.
Conclusions. The confirmed forecasts for the timing and rate of the recession can be used to make good predictions 
about the fifth and sixth waves of infection of the Omicron variant of the COVID-19 virus. Earlier predictions were 
confirmed by the statistical data.
Keywords: kinetic equation, COVID-19, wave propagation
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ВВЕДЕНИЕ 

Пандемия COVID-19 явилась вызовом не только 
в социальном и медицинском плане, но также потре-
бовала развития известных и выработки новых на-
учных подходов для изучения этого сложного явле-
ния. Все это обусловило интенсивные исследования, 
к которым подключились многочисленные лабора-
тории по всему миру. Современное развитие инфор-
мационных технологий позволяет быстро обраба-
тывать большие объемы данных. Помимо сложных 
математических моделей с использованием мощных 
компьютерных ресурсов, для описания распростра-
нения вируса свою роль могут играть простые мо-
дели, передающие важные черты процесса. Развитие 
пандемии COVID-19 по сравнению с протеканием 
предыдущих известных эпидемий отличается рядом 
особенностей. Это связано, в частности, с тем, что 
существенно увеличились скорости транспортных 
средств (ТС). Цель данной работы – моделировать 
процессы пространственного распространения эпи-
демии с изучением сценариев быстрого переноса ви-
руса (традиционные методы, как правило, основаны 
на уравнениях диффузионного типа, применяемых 
для медленных процессов, связанных с контакта-
ми [1–3]).

Отметим ряд работ, где используются мето-
ды (в т.ч. статистические) для изучения развития 
эпидемий [4–14]. По большей части здесь применя-
ются модели SIR1 (SEIR2), в которых, как правило, 
изучаются пространственно-локальные процессы, 
происходящие во времени. Сопряжение с простран-
ственным развитием в таких работах проводится не-
часто. Мы исследуем только пространственное рас-
пространение эпидемии. 

В настоящей работе строится кинетическая мо-
дель, аналогичные модельные уравнения применя-
ются для изучения различных физических процес-
сов [15, 16]. 

Настоящая работа является продолжением, разви-
тием и обобщением наших исследований в работе [17], 
где были определены общие черты метода с помощью 
рассмотрения и изучения 1-й и 2-й волн пандемии. 
Разработанная модель применяется для изучения всех 

1  Susceptible infected recovered.
2  Susceptible exposed infected recovered.
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последующих волн пандемии COVID-19 в России. 
С помощью предложенного кинетического подхо-
да можно судить о характере распространения со-
временной пандемии для стран, к которым приме-
нима одномерная модель. Для 1-й волны пандемии 
исследовались процессы в Италии, Чили и России. 
Начиная со 2-й волны – в основном в России. 
Предполагалось (это подтверждается данными), что 
в указанных странах были основные центры, отку-
да происходило затем распространение заражения, 
и определялась величина запаздывания развития бо-
лезни в отдельных регионах и в стране в целом. Это 
позволяет давать прогнозы и для характера последую-
щих волн пандемии, что демонстрируется на примере 
распространения таких волн в России. 

Важное предположение заключается в следую-
щем. Выделяются два механизма заражения: пе-
реносный (изучаемый в настоящей работе) и кон-
тактный, реализуемый в регионах. Наложение этих 
двух факторов и дает сумму количества заражений. 
Первая фаза, соответствующая переносному зара-
жению, закладывает основы для следующей фазы, 
а именно, развития заражения, связанного с контак-
тами. Мы изучаем распространение носителей виру-
са, которое осуществляется при использовании раз-
личных ТС. Использовалась осредненная скорость 
передвижения, в которой учитывались скорости са-
молета, поезда, автобуса и автомашины. Параметром 
модели является и величина «сопротивления» про-
движению носителей вирусов, имеющая размер-
ность частоты, что задается частотой высаживания 
пассажиров из ТС при их движении к местам про-
живания. Этот параметр зависит, главным образом, 
от плотности населения. Допускается одинаковый 
характер протекания болезни в дальнейшем в раз-
личных местах. Третья фаза связана с «распростра-
нением выздоровления», что определяется по до-
стижению максимума новых заражений в день для 
каждого региона. 

Географические особенности России позволя-
ют применять простую одномерную модель также, 
как для Италии и Чили (для этих стран рассматри-
валась распространение пандемии для 1-й вол-
ны). При этом, с учетом характера заражения для 
России, основной источник во всех волнах связан с 
г. Москвой (изучались регионы к востоку от столи-
цы). Это дает возможность судить о сдвиге во време-
ни начала выздоровления. 
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С появлением штамма вируса «дельта», прони-
кавшего преимущественно из Индии через аэропор-
ты г. Москвы, связана 3-я волна. Четвертая волна, 
в определенном смысле аналогичная второй, порож-
дается в основном возвращавшимися из летних от-
пусков, но и здесь также главным источником разви-
тия новой волны был г. Москва. Другие города также 
вносили свой вклад, поэтому развитие процессов 
имело несколько «размытый» характер по сравне-
нию с развитием процессов в 1-й и 3-й волнах. Пятая 
волна имеет свои особенности, поскольку «взрыв-
ной» характер заражения вирусом штамма «оми-
крон» допустимо может приводить к некоторым 
коррективам пространственного распространения, 
в чем-то ускоряя этот процесс. 

Важно подчеркнуть, что общие закономерно-
сти, определенные по 1-й волне и подтвержденные 
во 2-й, остаются неизменными, поскольку приня-
тый учет инфицирования, связанный с перемещени-
ем транспортом зараженных пассажиров, приводит 
к повторению характера распространения панде-
мических волн. Средняя скорость распространения 
зависит не от интенсивности заражения новыми ви-
русами, но от средней скорости ТС. Поэтому модель 
применяется для описания и последующих пандеми-
ческих волн. Это относится и к 6-й волне, последней 
по времени. 

В настоящей работе используется одномерная 
кинетическая модель для предсказания и затем – про-
верки характера распространения 3-й, 4-й и 5-й (и 
фактически 6-й) волн пандемии. Существенный 
общий вывод заключается в следующем: выявле-
но запаздывание максимума заражения в России 
по сравнению с максимумом заражения в г. Москве 
примерно на 2.5 недели (с учетом неизбежной стати-
стической погрешности максимум находится в пре-
делах от 2 до 3 недель). Таким образом, по разви-
тию заболевания в г. Москве можно судить о сроках 
прохождения волны пандемии по России в целом. 
Количество заражений в день меняется от волны 
к волне, но можно выявить некоторые инварианты 
формы волн. Поэтому предпринимается попытка 
найти функции, описывающие повторяющиеся фор-
мы волн заражения, учитывая, конечно, различную 
интенсивность инфекции для разных штаммов и, 
соответственно, различную «амплитуду» колебаний 
количества заразившихся за день (основной изучае-
мый показатель). 

Влияет ли величина инкубационного периода 
заражения на представленные результаты? Для 1-й 
волны период составлял 7–10 дней, для последую-
щих волн он был таким же или меньшим. Но данная 
величина для г. Москвы и регионов России одна и та 
же, поэтому влияния этого параметра на величину 
запаздывания заражения практически не отмечено. 

РАЗРАБОТАННАЯ 
ПЕРЕНОСНО-КИНЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

И ЕЕ УТОЧНЕНИЕ 

Приведем кратко использовавшуюся одномер-
ную двухпараметрическую модель переноса с уче-
том кинетического члена: 

 ( , ),n nU n t x
t x

∂ ∂
+ = -σ

∂ ∂
 (1)

где t – время, x – расстояние, n(t, x) – плотность пе-
ремещающихся носителей вируса в ТС, U – средняя 
скорость ТС, σ – отмеченный выше коэффициент 
«сопротивления» (имеющий размерность частоты) 
движению инфицированных элементов в основном 
за счет высаживания пассажиров из ТС в местах 
проживания. Начальное условие для задачи Коши 
принимается в виде: 

n0(x) = H(−x),

где H(x) – функция Хевисайда. Такая постановка 
задачи означает, что фактически в исследуемую об-
ласть x > 0 через границу x = 0 поступают носители 
вируса. Линейное уравнение (1) разрешается стан-
дартными методами, аналитическое решение имеет 
вид: 

 0( , ) ( )e .
-σ

= -
x

Un t x n x Ut  (2)

Обозначаем плотность высадившихся из ТС 
в данной точке носителей вируса через nM(t, x). Эта 
плотность растет также, как убывает n(t, x), следова-
тельно, можно записать 

M

0,

,

.

dndn
dt dt
dn n nU
dt t x
dn n
dt t

+ =

∂ ∂
= +
∂ ∂
∂

=
∂

M

M

Отметим, что полная и частная производная 
от n отличаются друг от друга, поскольку есть про-
движение «элементов» (носителей вируса) со ско-
ростью U. Для nM эти производные совпадают, 
поскольку «элементы» с такой плотностью непод-
вижны. 

С учетом (1) уравнение для nM(t, x) принимает 
следующий вид:

 M .
∂

= σ
∂
n

n
t

 (3)
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Решение данного уравнения записывается так 

0M M
0

( , ) ( ) ( , ) .= + σ τ τ∫
t

n t x n x n x d

Подстановка выражения (2) и начальных усло-
вий 

0M ( ) 0n x =  и n0(x) = H(−x) позволяет получить 
выражение для nM(t, x) 

 M ( , ) ( ) ( )e .
-σσ

= - ⋅ -
x

Un t x Ut x H Ut x
U

 (4)

Вместо аналитического выражения в большой 
серии расчетов часто удобнее было использовать 
численный подход (применяется простая схема 
Куранта – Изаксона – Риса). 

Вопрос уточнения параметров U и σ важен. 
Мы будем обсуждать оценку первого параметра, 
принимая значение второго равным полученному 
в наших предыдущих работах. С помощью значе-
ний первого из указанных параметров, полученных 
при изучении 1-й и 2-й волн, делаются предсказа-
ния о скорости распространения пандемии, а также 
соответственно о скорости волны выздоровления. 
Можно попытаться теоретически оценить это сред-
нее значение скорости передвижения обобщенного 
ТС и сравнить с реальными данными распростране-
ния заболевания, причем допустимо вносить некото-
рые поправки в получающийся параметр скорости 
для последующих волн. Мы рассматриваем 4 основ-
ных вида ТС: автомобиль, автобус, поезд, самолет. 
Свою роль вносят и велосипеды, мотоциклы, само-
каты, а также и пеший способ передвижения. Но для 
перемещения на достаточно ощутимые расстояния 
с большим количеством пассажиров именно указан-
ные виды транспорта являются основными. Надо 
вводить некоторое весовое осреднение, учитывая от-
носительную долю пассажиров, пользующихся тем 
или иным средством передвижения. 

Были найдены также более точные количествен-
ные оценки для средневесовой скорости поездов. 
Согласно имеющимся данным3 в 2021 г. на поездах 
по России было перевезено поездами ближнего сле-
дования 9.614 ∙ 108 пассажиров, которые в сумме 
преодолели 2.9 ∙ 1010 км. Поездами дальнего следо-
вания было перевезено 9.2 ∙ 107 пассажиров, которые 
в сумме преодолели 7.44 ∙ 1010 км. Таким образом, 
в среднем поездами ближнего следования каждый 
пассажир проезжал 30.16 км, а поездами дальнего 

3  В 2021 году на сети ОАО «РЖД» перевезено свыше 
1 млрд пассажиров | Пресс-релизы | Компания (rzd.ru). [More 
than 1 bn passengers carried on the Russian Railways network 
in 2021 | Press releases | Company (rzd.ru).]. https://company.
rzd.ru/ru/9397/page/104069?id=269758. Дата обращения 
21.12.2022. / Accessed December 21, 2022 (in Russ.). 

следования – 808.7 км. По данным Министерства 
транспорта Российской Федерации4 средняя скорость 
поездов в России в 2021 г. находится на интервале 
от 57 до 65 км/ч, т.е. пассажиры поездов и ближнего, 
и дальнего следования в среднем доезжали до пункта 
назначения менее, чем за сутки. Можно считать, что 
найденные ранее средние расстояния преодолевают-
ся за сутки, значит, средняя скорость поездов ближ-
него следования полагается 30.16 км/день, а поездов 
дальнего следования – 808.7 км/день. В итоге средняя 
скорость поездов в 2021 г. в России равна 

9.614 30.16
9.614 0.92

0.92 808.7 98.15 / .
9.614 0.92

= ⋅ +
+

+ ⋅ =
+

U

êì äåíü

Можно ожидать, что реальные данные будут 
близки к этой величине. Так и оказалось для всех 
изучаемых волн пандемии. Значит средневзвешен-
ная скорость ТС и скорость распространения эпиде-
мии в первые несколько дней близки, что относится 
ко всем волнам. Отличия в 10–15% лежат в пределах 
статистической ошибки. Это подтверждает предпо-
ложение о возможности использования параметра U 
в модели. 

Заметим, что некоторые полуэмпирические 
выкладки, основанные на анализе величин пасса-
жирооборота за год по другим ТС, подтверждают 
вышеприведенные оценки, но мы их не приводим, 
поскольку они требуют более тщательного рассмо-
трения, что не является целью настоящей статьи. 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ 3-Й ВОЛНЫ 
ПАНДЕМИИ COVID-19 В РОССИИ

Результаты, полученные в [17], используются 
для анализа развития последующих волн. Прежде 
всего рассмотрим характер распространения 3-й 
волны. Вначале в [17] приводятся данные развития 
пандемии по г. Москве. По достижении максимума 
заражений за день судят о начале выздоровления, 
т.е. по календарному числу, соответствующему мак-
симуму. Делается прогноз о возможном дне дости-
жения такого максимума и начале выздоровления 
по России в целом. Затем эта гипотеза проверяется. 

Согласно обработке данных в [17], было полу-
чено значение параметра осредненной скорости ТС. 
Эта скорость оценивалась как U = 75–90 км/день. 

4  Средняя скорость движения пассажирских по-
ездов в России может вырасти до 65 км/ч к 2031 году. 
Министерство транспорта Российской Федерации. [Average 
speed of passenger trains in Russia may grow to 65 km/h 
by 2031. Ministry of Transport of the Russian Federation.] https://
mintrans.gov.ru/press-center/branch-news/595. Дата обращения 
21.12.2022. / Accessed December 21, 2022 (in Russ.). 

https://company.rzd.ru/ru/9397/page/104069?id=269758
https://company.rzd.ru/ru/9397/page/104069?id=269758
https://company.rzd.ru/ru/9397/page/104069?id=269758
https://company.rzd.ru/ru/9397/page/104069?id=269758
https://mintrans.gov.ru/press-center/branch-news/595
https://mintrans.gov.ru/press-center/branch-news/595
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Это фактически близко к вышеприведенным оцен-
кам средней скорости с точностью 10% для величи-
ны 90–100 км/день. 

Можно подсчитать время продвижения волны 
от г. Москвы до «центра масс» населения России. 
По графику распределения плотности, приведенно-
му в [11], эта точка примерно соответствует расстоя-
нию 1000–1200 км от г. Москвы, так что ожидается, 
что существенное проявление заражения в г. Москве 
скажется в целом по России примерно через 2 или 
более недель. Оценка достаточно грубая, поэтому 
можно ожидать, что это запаздывание составит и до 
3 недель. Тогда, например, максимум заражений 
в день в г. Москве появляется примерно на 2 недели 
ранее, чем максимум заражения в целом по России. 
Эта характерная точка трактуется как начало выздо-
ровления, так что волна выздоровления имеет соот-
ветствующее запаздывание. 

На основе данных о количестве заражений 
в г. Москве и России в целом построены графи-
ки (рис. 1), относящиеся к июню 2021 г. (данные 

по 29 июня). Видно, что максимум заражения для 
г. Москвы пройден (согласно применявшемуся сред-
неквадратичному приближению) в конце месяца при 
том, что для России в целом происходило только на-
растание числа заражений в день. Поэтому можно 
было ожидать, что максимум заражения по России 
в целом будет достигнут к середине июля. 

На рис. 2 показаны данные по заражению для 
г. Москвы и России на 11 июля, что на 12 дней позже 
по сравнению с предыдущими графиками на рис. 1. 
Виден отчетливо сформировавшийся «горб» зараже-
ний по г. Москве, при том что по России максимум 
только начинает обозначаться. 

На рис. 3 представлена ожидаемая парабола 
развития событий (числа заражений по России) 
на основе полученных данных вплоть до 15 июля 
2021 г. В принципе заметен намечающийся мак-
симум по реальным данным к середине июля. Так 
что, по-видимому, линию параболы надо было 
бы уточнить, поскольку дается только экстраполя-
ция. 

Рис. 2. Число заражений в день для г. Москвы (a) и для России в целом (б) в июне – июле 2021 г. 
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Рис. 1. Число заражений в день для г. Москвы (а) и для России в целом (б) в июне 2021 г.
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Рис. 3. Ожидаемое число заражений для 3-й волны 
для России в целом на основе полученных данных 

до середины июля 2021 г. 

Можно заключить, что предсказания оказались 
оправданными. Максимум по г. Москве был достиг-
нут к 25 июня. Поэтому мы предположили, что мак-
симум по России должен быть достигнут (с учетом 
параметров, полученных на основе изучения преды-
дущих волн пандемии) примерно через 2–3 недели, 

т.е. к середине июля. Кривые, построенные по мето-
ду наименьших квадратов (МНК), соответствовали 
прогнозу. Но интересно, что и «пики», т.е. абсолют-
ные максимумы заражений по г. Москве и России 
смещены именно на такую величину: они прихо-
дятся примерно на 25 июня и 15 июля соответствен-
но (вообще говоря, такие величины недостаточно 
показательны из-за не очень представительной ста-
тистики и случайных выбросов). С течением време-
ни и появляющихся с каждым днем новых данных 
параболы по МНК смещаются несколько «вправо», 
такая тенденция отмечалась и ранее. Но величина 
запаздывания остается той же: максимумы соответ-
ственно теперь 5 июля и 25 июля. 

Для 3-й волны сдвиг по времени начала выз-
доровления – максимума заражения для г. Москвы 
и России в целом составляет три недели. Максимум 
для г. Москвы на рис. 4 соответствует примерно на-
чалу – середине третьей декады июня. Максимум 
по России отвечает примерно середине июля. На гра-
фиках рис. 4в представлены относительные величи-
ны заражений, эти величины находились по форму-
ле Aотн = (A − Amin)/(Amax − Amin), где Amax и Amin 
означают соответственно максимум и минимум этой 
величины (рис. 4а и 4б). 

(в)

(а) (б)

Рис. 4. Реальные данные и линии осреднения 
по МНК, общее количество инфицированных 

для г. Москвы (а) и для России в целом (б), 
относительное количество заражений для г. Москвы 

и для России в целом (в)
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РАЗВИТИЕ 4-Й ВОЛНЫ ПАНДЕМИИ 

Закономерности, выявленные для предыдущих 
волн, были использованы для предсказания пове-
дения 4-й волны. В целом прогнозы подтвердились, 
это касается и характера кривых заражения, и сдви-
гов России относительно г. Москвы. 

Для 4-й волны датами максимумов заражений 
для г. Москвы и России в целом оказались конец 
октября и середина ноября, разделенные 2–3 не-
делями (рис. 5). Причем для 4-й волны этот сдвиг 
несколько меньше, чем для 3-й, что допустимо 
объяснить возвращением заболевших из отпусков 
не только через г. Москву, но и через другие города. 

ПРОВЕРКА МОДЕЛИ  
ДЛЯ 5-Й ВОЛНЫ ПАНДЕМИИ 

Рассматриваются аналогичные процессы для 5-й 
волны. Заметим, что 10 февраля 2022 г. изменился 
метод подсчета заболевших, увеличивший показания, 
поэтому в расчеты вносился поправочный коэффици-
ент. В связи с новым штаммом «омикрон» заражение 
происходило интенсивнее, но ожидалось, что на про-
странственное распространение это не должно было 

сильно повлиять. Предполагалось, что поскольку мак-
симум по г. Москве соответствует примерно 1 февра-
ля, максимум по России будет около 14 февраля. 

Развитие этой волны характеризуется своими осо-
бенностями. Здесь возможны резкие («взрывные») 
вспышки заражения на местах, в частности в г. Москве, 
что соответствует большей способности к заражению 
данным штаммом. Так на рис. 6, где показано коли-
чество заражений в первые 3 недели развития новой 
волны, видно, что, начиная с 18 января, число заболев-
ших за день резко возросло. Можно было ожидать, что 
такое течение болезни проявится для России в целом 
примерно с 2–3-недельным запаздыванием. Это дей-
ствительно отмечается примерно с 3 февраля. 

На графике рис. 6 приведено количество заболевших 
в день для России без учета московских показателей, что 
кажется более адекватным, чем с учетом г. Москвы. 

Прогноз по результатам января заключался в том, 
что можно было ожидать спад заражения (начало вы-
здоровления) для России в целом к середине февра-
ля. Такой прогноз, оправдался, поскольку к 7 февра-
ля (вплоть до этого числа показано распространение 
заболевания на рис. 7) обозначилось уменьшение 
заражения. Возможно, характер вируса влияет, хотя 
и в слабой степени, и на скорость распространения 

(в)

(а) (б)

Рис. 5. Реальные данные и линии осреднения 
по МНК, общее количество инфицированных 

для г. Москвы (а) и для России в целом (б), 
относительное количество заражений для г. Москвы 

и для России в целом (в)
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пространственной волны, несколько ускоряя ее (этот 
вопрос остается открытым). На рис. 7 приведены 
графики абсолютных приращений заражений в день, 
а также более показательные относительные величи-
ны заражений.

Построение относительных величин может способ-
ствовать выявлению универсальных свойств модели. 

На рис. 8 представлены результаты числа зара-
жений в день по фактическим данным на середину 
февраля. Видно, что, как и ожидалось, к середине 
февраля формируется максимум заражений по всей 
России. Отметим некий выброс данных, связанный 
с официальным пересчетом статистики. Прогноз 
по сдвигу в 12–14 дней подтвердился. 
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Рис. 6. Число заболеваний (абсолютная величина) в день по г. Москве (а) и по России в целом (б)
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Рис. 7. Число заражений в день с 1 января по 7 февраля 2022 г., верхние рисунки относятся к г. Москве, 
нижние – к России без учета московских показателей
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Построены также распределения для г. Москвы 
и России в целом на конец февраля (рис. 9). Данные 
свидетельствуют о том, что кривые 5-й волны сфор-
мировались. Линии почти не отличаются от преды-
дущих, представленных на рис. 7, 8.

Таким образом, предсказания, сделанные для 
5-й волны еще в конце января, подтверждаются ре-
альными данными. 

Полезно провести сравнение кривых для относи-
тельных величин в 4-й и 5-й волнах пандемии (рис. 10). 
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Рис. 8. Развитие пандемии в г. Москве (вверху) и России в целом без учета московских показателей (внизу) 
от 1 января до 15 февраля 2022 г.

Рис. 9. Развитие пандемии в г. Москве (а) и России в целом без учета московских показателей (б) 
вплоть до начала марта
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Отметим некоторые отличия в характере линий, что 
связано и со свойствами применяемого при осреднении 
МНК. Для 4-й волны гладкий график для России име-
ет заметно более высокий максимум, чем график для 
г. Москвы, что связано с относительно более медлен-
ным спадом количества заражений в России по срав-
нению с г. Москвой после достижения пика заражений 
4-й волны. Для 5-й волны графики, построенные с по-
мощью МНК, имеют сходную между собой амплитуду. 
Однако смещения по времени локальных максимумов 
для этих разных волн примерно одинаковы. 

ПОИСК ОБЩНОСТИ ФОРМ ПАНДЕМИЧЕСКИХ 
ВОЛН И ИХ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 

Наряду с величинами, определяющими смеще-
ние максимумов волн в разных пространственных 
точках страны, можно стараться выявить законо-
мерности и в форме различных пандемических волн 
в отдельных точках, например, в г. Москве, учиты-
вая, конечно, изменение характера заражения в но-
вых эпидемических волнах. 

Построение неких форм, реализующихся в по-
следовательных волнах пандемии – важная задача. 
Отчасти она пересекается с тематикой работ [1–3]. 

Для этого используем полученные ранее зако-
номерности. На рис. 11 показаны ожидаемые кри-
вые заражения в 3-й волне с учетом данных по 2-й 
и 1-й волне. По ним можно судить, насколько верным 
будет прогноз. Согласно реальным данным для 2-й 
пандемической волны построена кривая на основе 
метода наименьших квадратов. Затем эта линия пере-
несена в правую часть рисунка и наложена на начало 
точек заражения в 3-й волне. Таким образом задается 
предсказание максимума заражения, которое ожида-
лось примерно к 15 июля 2021 г. Здесь же построе-
на кривая МНК по полученным новым данным для 
3-й волны пандемии. Согласно данному графику, 

Рис. 10. Распределения количества заражений для 4-й (a) и 5-й (б) пандемических волн 
в г. Москве (красные линии) и России в целом без учета московских показателей (зеленые линии)
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ожидаемый максимум тоже должен быть достигнут 
около 15 июля. На рис. 11 приведены соответствую-
щие линии, но нанесены точки вплоть до 15 июля. 
Можно заключить, что такие полученные кривые 
примерно соответствуют прогнозам. Причем фор-
ма кривых отличается, но все же есть определенное 
сходство. 
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Рис. 11. Наложение кривой, полученной 
по 2-й волне, на ожидаемую кривую 3-ю волны 

вплоть до 15 июня

На рис. 12 показаны кривые для относительно-
го количества заражений в зависимости от времени. 
Приведены реальные данные с характерными ста-
тистическими выбросами (а) и линии, осредненные 
по методу МНК (б). Они сдвинуты так, чтобы мак-
симумы соответствовали нулю по времени. Для ка-
ждой волны взят день с максимальным количеством 
заражений и по 60 дней до и после (кроме 5-й вол-
ны). В масштабировании для каждого отрезка вре-
мени минимум оказался в 0, а максимум в 1. Можно 



70

Vladimir V. Aristov,  
Andrey V. Stroganov, Andrey D. Yastrebov

Modeling of spatial spread of COVID-19 pandemic waves in Russia  
using a kinetic-advection model

Russian Technological Journal. 2023;11(4):59–71

отметить, что профили волн достаточно близко со-
ответствуют друг другу за исключением 5-й волны, 
что, вероятно, связано с сильной интенсивностью 
распространения инфекции. 

Можно отметить, что выявленное подобие вол-
новых форм свидетельствует об определенном уни-
версализме развития данной инфекции в России, 
отражающем и ситуацию в г. Москве, что позволяет 
с осторожностью делать прогнозы для последую-
щих волн с учетом различной интенсивности штам-
мов и проведения вакцинации. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе продемонстрирована пригодность 
предложенной ранее модели для описания распро-
странения волн современной пандемии по террито-
рии России. Несмотря на различия в особенностях 

новых волн, закономерности выполняются. Модель 
дает возможность предсказывать параметры буду-
щих возможных волн. Сделанные в августе 2022 г. 
предположения для новой 6-й волны полностью под-
твердились: 6-я волна развивалась аналогично пре-
дыдущим, запаздывание, равное примерно 2.5 не-
делям, реализовалось и здесь. Максимум заражения 
в день был достигнут к середине третьей декады 
августа, максимум заражения по России отчетливо 
фиксировался к середине сентября. 

В настоящее время авторами изучается двумер-
ная задача и соответствующая численная схема, что 
позволит учесть и другие основные центры зараже-
ния, прежде всего г. Санкт-Петербург. 

Вклад авторов. Все авторы в равной степени 
внесли вклад в настоящую работу.

Authors’ contribution. All authors equally contributed 
to the present work.
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Рис. 12. Реальные данные для всех пяти волн (а) и сглаживающие кривые для них 3-й степени МНК (б)
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Резюме 
Цели. Цель работы состоит в создании алгоритмов аппроксимации последовательности точек на плоскости 
дугами клотоид и окружностей. Такая задача возникает в проектировании трасс железных и автомобильных 
дорог. План (проекция на горизонтальную плоскость) трассы дороги – это кривая (сплайн), состоящая из по-
вторяющейся связки элементов «прямая + дуга клотоиды + дуга окружность + дуга клотоиды + …». Такая 
комбинация элементов обеспечивает непрерывность не только кривой и касательной к ней, но и кривизны. 
Поскольку число элементов сплайна заранее неизвестно, а на их параметры накладываются ограничения, 
для этой задачи пока не опубликовано математически корректного алгоритма. Разработанная в РТУ МИРЭА 
двухэтапная схема решения задачи с определением числа элементов сплайна с помощью динамического 
программирования на первом этапе и оптимизацией его параметров с применением нелинейного програм-
мирования на втором, реализована только для сплайна с прямыми и окружностями (без клотоид). Ее реа-
лизация для сплайна с клотоидами много сложнее и пока не выполнена в силу ряда причин. В действующих 
системах автоматизированного проектирования (САПР) проектирование плана трассы выполняется в инте-
рактивном режиме с последовательным подбором элементов. В этой связи имеет смысл разработка мате-
матически корректных алгоритмов поэлементной аппроксимации.
Метод. Задача поэлементной аппроксимации окружностью или клотоидой формализована как задача нели-
нейного программирования малой размерности. Целевая функция – сумма квадратов отклонений от исход-
ных точек. Поскольку клотоида в декартовых координатах представляется степенными рядами, возникают 
трудности вычисления производных целевой функции по искомым параметрам элементов сплайна. Предло-
жен математически корректный алгоритм вычисления этих производных на основе интегрального представ-
ления декартовых координат точек клотоиды как функций ее длины.
Результаты. Разработаны математическая модель и алгоритмы аппроксимации последовательности точек 
на плоскости клотоидой и окружностью с применением метода нелинейного программирования. Реализован 
алгоритм второго порядка с вычислением и обращением матрицы вторых производных (матрица Гессе).
Выводы. Для аппроксимации окружностью и клотоидой с применением нелинейного программирования не-
обязательно иметь аналитическое выражение целевой функции через искомые переменные. Предложенные 
алгоритмы позволяют вычислять не только первые, но и вторые производные в отсутствие таких выражений.

Ключевые слова: план трассы, сплайн, нелинейное программирование, клотоида, целевая функция, гради-
ент, матрица Гессе
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Abstract
Objectives. The aim of the work is to create algorithms for approximating a sequence of points on a plane 
by arcs of clothoids and circles. Such a problem typically arises in the design of railroad and highway routes. 
The plan (projection onto a horizontal plane) of the road route is a curve (spline) consisting of a repeating bundle 
of elements “straight line + clothoid arc + circle arc + clothoid arc + ...”. Such a combination of elements provides 
continuity not only for the curve and its tangent, but also for the curvature. Since the number of spline elements is not 
known in advance, and their parameters are subject to restrictions, there is no mathematically consistent algorithm 
for this problem. The two-stage scheme for solving the problem is developed at RTU MIREA only for a spline with lines 
and circles (i.e., without clothoid elements). At the first stage, the scheme uses dynamic programming to determine 
the number of spline elements. At the second stage, the scheme optimizes parameters of the spline using nonlinear 
programming. This scheme has yet to be implemented for a spline with clothoids due to a significantly more 
complicated nature of this problem. Therefore, the design of route plans in existing computer aided design (CAD) 
systems is carried out in interactive mode using iterative selection of elements. In this regard, it makes sense 
to develop mathematically consistent algorithms for element-by-element approximation.
Methods. The problem of element-by-element approximation by a circle and a clothoid is formalized as a low-
dimensional non-linear programming problem. The objective function is the sum of squared deviations from the 
original points. Since a clothoid can only be represented in Cartesian coordinates by power series, there are 
difficulties in calculating the derivatives of the objective function with respect to the desired parameters of the spline 
elements. The proposed mathematically consistent algorithm for calculating these derivatives is based on the integral 
representation of the Cartesian coordinates of the points of the clothoid as functions of its length.
Results. A mathematical model and algorithms have been developed for approximating a sequence of points on a 
plane by clothoids and circles using the method of nonlinear programming. A second-order algorithm is implemented 
with the calculation and inversion of the matrix of second derivatives (Hesse matrix).
Conclusions. For approximation by circles and clothoids using nonlinear programming, it is not necessary to have 
an analytical expression of the objective function in terms of the required variables. The proposed algorithms make 
it possible to calculate not only the first, but also the second derivatives in the absence of such expressions.

Keywords: route plan, spline, non-linear programming, clothoid, objective function, gradient, Hessian matrix
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ВВЕДЕНИЕ

Задача аппроксимации кривой, заданной после-
довательностью точек на плоскости, окружностью, 
а тем более клотоидой, много сложнее, чем широко 
применяемая линейная или параболическая регрес-
сия. В случае поиска аппроксимирующей окруж-
ности в декартовых координатах задача сводится 
к нелинейной системе уравнений, а в случае клото-
иды не удается получить даже этого, т.к. клотоида 
не представляется в виде y = f(x). Математически 
корректного алгоритма аппроксимации клотоидой 
в литературе найти не удалось. 

Вместо этого в действующих системах автома-
тизированного проектирования (САПР) использует-
ся метод перебора назначаемых проектировщиком 
вариантов или аппроксимация по методу эвольвент. 
Последний был предложен еще в докомпьютерную 
эпоху [1] при вычислении сдвижек плана трассы 
для приведения его в заданное проектное положе-
ние. Если проектное положение неизвестно, как это 
бывает при реконструкции плана трассы железной 
дороги, с изменением его параметров, таких как 
длины переходных кривых (дуг клотоид) или ради-
усов круговых кривых, то это проектное положение 
тем или иным способом задается проектировщиком, 
после чего компьютер вычисляет все проектные па-
раметры плана трассы и сдвижки существующего 
пути. Метод эвольвент использовался и для при-
ближенного решения задачи аппроксимации вме-
сто ее точного решения в декартовых координатах1. 
Этот метод успешно применялся и для проектиро-
вания плана трассы как единого целого в пределах 
перегона еще в 80-х гг. прошлого века на таких мало-
пригодных для создания САПР ЭВМ, как Минск 32 
и ЕС 10331. Уход от декартовых координат пред-
ставлялся вынужденным. При этом было известно, 
что при наличии больших углов поворота и малых 
радиусов погрешность метода весьма существенна, 
особенно в случае сильно сбитых кривых и соответ-
ственно больших сдвижек или при проектировании 

1 Методические рекомендации по расчету составных 
кривых плана трассы железных дорог. М.: ВНИИ транспорт-
ного строительства; 1985. 26 с. [Methodical recommendations 
for the calculation of composite curves of the railroad route 
plan. Moscow: All-Russian Research Institute of Transport 
Construction; 1985. 26 p. (in Russ.).]
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реконструкции с существенным изменением параме-
тров плана трассы. Метод эвольвент использовался 
в 80-х гг. XX века и для оптимизации плана трассы 
новой железной дороги на участках напряженного 
хода [2, 3]. План трассы представлялся в виде лома-
ной линии для поиска числа элементов и их пример-
ного расположения, которая затем преобразовыва-
лась к требуемому виду с применением этого метода 
с последующей оптимизацией параметров полу-
ченного сплайна [3]. Широкое применение метода 
эвольвент для решения различных задач, несмотря 
на его недостатки, объясняется тем, что в отличие 
от использования декартовых координат, он позво-
ляет работать с однозначными функциями, имеющи-
ми простые аналитические выражения: параболой 
второй степени вместо окружности и кубической 
параболой вместо клотоиды. 

В работах зарубежных авторов предлагались 
различного рода эвристические алгоритмы [4–12]. 
Первоначально они основывались на анализе таких 
характеристик исходной ломаной, получаемой после 
соединения смежных точек съемки отрезками пря-
мых, как углы поворота в вершинах ломаной и гра-
фики кривизны, затем перешли к использованию 
генетических алгоритмов. В нашей стране в дей-
ствующих САПР используются различные програм-
мы, облегчающие поэлементный подбор и оценку 
вариантов трассы. Наиболее успешно это реализова-
но в системе Robur фирмы Топоматик2, в которой ис-
пользуется полуавтоматический метод подбора па-
раметров плана существующей трассы, основанный 
на графике кривизны. В последние годы периодиче-
ски появляются сообщения о том, что задача проек-
тирования реконструкции плана трассы железной 
дороги решена, но алгоритмы полностью не публи-
куются. Из недавно опубликованных эвристических 
алгоритмов иностранных авторов следует отметить 
представленные в работах китайского профессора 
Хао Пу c коллегами [13–15]. 

Трудно поверить в оптимальное решение за-
дачи для нескольких круговых и переходных 

2 Документация по продуктам Топоматик Robur «Подбор 
пути с помощью графика кривизны». [Topomatic Robur product 
documentation “Path selection via curvature graph” (in Russ.).] 
http://help.topomatic.ru/v6/doku.php?id=rail:rail:tasks:selec-
tion_path:start. Дата обращения 18.04.2023. / Accessed April 
18, 2023 (in Russ.).

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2023-11-4-72-83
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кривых (клотоид), если нет алгоритма оптимального 
решения для одной клотоиды. 

Рассматриваемая задача, как и проектирование 
плана и продольного профиля дорог в целом, ха-
рактерна тем, что в сложных случаях оптимальное 
решение неизвестно, и в условиях отсутствия заин-
тересованности проектировщиков в его достижении, 
все «правдоподобное», что выдает компьютер, мож-
но называть оптимальным. В этом ее принципиаль-
ное отличие от задач моделирования геометрических 
форм автомобильных дорог [16]. 

Тем не менее, разработка математически кор-
ректных алгоритмов аппроксимации окружностью 
и клотоидой остается актуальной как в теоретиче-
ском, так и в практическом плане, т.к. результат мо-
жет быть полезен не только при проектировании до-
рог. Актуальный уровень развития вычислительной 
техники позволяет решить эту задачу в приемлемое 
время на общедоступных компьютерах, не исполь-
зуя паллиативные алгоритмы.

Цель настоящей статьи состоит в изложении 
математически корректных алгоритмов аппрокси-
мации окружностью и клотоидой в декартовых ко-
ординатах с применением алгоритмов нелинейного 
программирования, использующих метод эвольвент 
только для получения начального приближения с по-
следующей оптимизацией параметров, определяю-
щих положение окружности или клотоиды. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для заданной последовательности точек на пло-
скости найти клотоиду (окружность), такую, что 
сумма квадратов расстояний hi (i = 1, 2, …, n) от за-
данных точек до клотоиды (окружности) минималь-
на. Расстояния вычисляются по нормали от задан-
ной точки к клотоиде (окружности). 

Начальная точка искомой кривой задана. Может 
быть задано и направление касательной к искомой 
кривой в начальной точке и ограничение по мини-
мальному и максимальному радиусам кривизны ис-
комой кривой.

Итак, целевая функция:

 2

1

1( ) min,
2

n

iF h= →∑h  (1)

где h(h1, h2, ..., hn) – вектор неизвестных, n – их ко-
личество.

МЕТОД ЭВОЛЬВЕНТ

В отличие от других кривых (парабол, окружно-
стей, синусоид и т.д.) говорить об эвольвенте нель-
зя без указания другой кривой (эволюты), которая 

порождает эвольвенту. В литературе можно встре-
тить различные определения понятия «эвольвента». 
В математике эвольвента – это кривая, для которой 
заданная эволюта является геометрическим местом 
центров кривизны [17]. Следовательно, нормаль 
в каждой точке к эвольвенте является касательной 
к эволюте. Именно касательной, а не секущей, т.к. 
в каждой точке кривой может быть только один 
центр кривизны. В этой связи эвольвентой называ-
ют кривую, которую описывает конец гибкой нера-
стяжимой нити, сматываемой с эволюты (например, 
с окружности).

Y

O X

C

A2

A1

ds

dφ

φ φ + dφ

dL

L

s

sA

P1

P2

s 
+ 

ds

Рис. 1. Построение эвольвенты окружности. 
L – длина эвольвенты 

Построение эвольвенты окружности показано 
на рис. 1. Здесь А – начальная точка на эволюте, 
A1 и A2 – ее новые положения на эволюте. Им со-
ответствуют длины дуг, отсчитываемых от началь-
ной точки, s и s + ds. Эти длины отложены по ка-
сательным в сторону, противоположную движению 
от начальной точки. Получены точки на эвольвен-
те P1 и P2, соответственно. Длины дуг эвольвен-
ты – AP1 и AP2. При полном обороте (φ = 2π) дли-
на эвольвенты Э = 2πR, где R – радиус окружности 
и т.д., т.е. фиксируется не начальная точка А, а ее но-
вые положения на эволюте, в которых строятся ка-
сательные и на них разворачиваются дуги эволюты. 
Эвольвентой окружности является разворачиваю-
щаяся спираль.

Однако в [1, 18, 19] излагается другая трактов-
ка понятия эвольвенты окружности и способ ее по-
строения (рис. 2). Фиксируется точка А начала кру-
говой кривой и для каждой точки окружности (а) 
длина дуги от начальной точки до текущей (Аа) 
разворачивается на касательную от точки А. Таким 
образом для каждой точки окружности получается 
своя эвольвента (аа', bb' …). Кривая аа' не является 
эвольвентой окружности, но ее длина равна длине 
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соответствующего куска эвольвенты. Отсюда и воз-
никла путаница понятий.

A

C

B

a

b'

b'
a'

Рис. 2. Построение эвольвенты окружности 
по [1, 18, 19]

Если в [1, 18] эвольвентой окружности называ-
ются построенные описанным способом кривые, то 
в [19, с. 243, рис. 7.20] читаем: «Эвольвентой (курсив 
авторов) называется длина дуги аа', которую опишет 
конец нерастяжимой нити, натянутой на окружность 
Аа и закрепленной в точке А, при выпрямлении нити».

Если принять, что эвольвента не кривая, о кото-
рой шла речь выше, а длина дуги аа', то эта длина 
равна К2∕(2R), где K – длина дуги Аа, а R – радиус 
окружности, и эвольвента окружности – это не спи-
раль в декартовых координатах, а парабола второй 
степени как функция длины эволюты. 

Если следовать способу построения эвольвен-
ты окружности принятому в [1, 18, 19], то для ка-
ждой точки окружности (эволюты) получится своя 
эвольвента, и все они будут заканчиваться на каса-
тельной к окружности в начальной точке, которая 
фиксирована. Настоящую эвольвенту окружности 
следует строить, как показано на рис. 1.

Из рис. 1 следует dL = φ(s)ds, т.к. dL = sdφ = sds∕R =  
= φds, и далее:

 
0

( ) ( ) .= ϕ∫
S

L S s ds  (2)

Здесь S – длина эволюты от начальной точ-
ки, φ(s) – зависимость угла касательной к эволюте 
с осью ОХ (или любым заданным направлением, 
что не принципиально), называемая угловой диа-
граммой (углограммой). Понятие «эвольвента» 
определялось для гладких кривых и формула (2) 
верна для всех таких кривых. Но в нашей задаче (1) 
исходная кривая – это ломаная линия и применять 
к ней приведенные выше определения эвольвенты, 
т.е. рассматривать ломаную как эволюту, нельзя. 

Однако формулу (2) можно обобщить, если считать 
эвольвентой кривую, длина которой вычисляется че-
рез углограмму эволюты по формуле (2), т.е. длина 
эвольвенты – это площадь углограммы как функция 
длины исходной кривой (в частности, ломаной). 
Сама по себе эвольвента для рассматриваемой зада-
чи не представляет интереса. Важно, что разность 
длин эвольвент двух эволют, имеющих общую точ-
ку, при некоторых дополнительных условиях при-
ближенно равна расстоянию между эволютами 
по нормали. В нашей задаче первая эволюта – это 
ломаная, соединяющая аппроксимируемые точки, 
а вторая – проектная кривая (окружность или кло-
тоида). Отсюда и происходит метод эвольвент, кото-
рый состоит в следующем: 

1.  Вычисляем углы исходной ломаной с осью ОХ и 
значения длины эвольвенты Li исходной лома-
ной для точек съемки i = 1, 2, …, n. L1 = 0, далее 

 
2

.
=

= ϕ∑
i

i j j
j

L s  (3)

Здесь φj – угол с осью ОХ j-го звена ломаной (от 
точки j − 1 до точки j), sj – длина этого звена. 

Для окружности угол поворота линейно зави-
сит от длины дуги, соответственно длина проектной 
эвольвенты Lпр(S) – парабола второй степени.

2. Если проектная кривая задана, то разность 
Lпр(S) − Lисх(S) приближенно дает искомую 
сдвижку hj, где j и S должны соответствовать 
друг другу.

3. Если же требуется решить задачу аппроксима-
ции, то неизвестные коэффициенты искомой па-
раболы (a и b) определяются по методу наимень-
ших квадратов. 
Для окружности длина эвольвенты Lпр(S) = aS2 + 

+ bS, где S, как и ранее, длина дуги от заданной на-
чальной точки. Смысл искомых параметров следую-
щий: а = 1∕(2R) и b – угол с осью ОХ касательной 
к окружности в начальной точке. 

Получаем задачу:

 ( )22

2
( , ) min.

n

i i i
i

F a b aS bS L
=

= + - →∑  (4)

Условия 0F
a

∂
=

∂
 и 0F

b
∂

=
∂

дают систему двух ли-
нейных уравнений, из которой находим a и b и затем 
R = 1∕(2a). Угол b может быть задан, и тогда останет-
ся неизвестным только а.

При аппроксимации клотоидой возможны вари-
анты: клотоида сопрягает прямую с окружностью; 
окружность с прямой; две окружности разного ра-
диуса. 
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Если длины сопрягающих клотоид существенно 
меньше длин круговых кривых, то важно подобрать 
положение окружности, а затем «пристроить клото-
иды». Однако возможна и обратная ситуация, при 
которой клотоида является самостоятельным эле-
ментом. Например, в проектировании автодорог есть 
термин «клотоидное трассирование» [20]. Не следу-
ет думать, что в этом случае трасса состоит из одних 
клотоид и прямых, но клотоиды в процентном отно-
шении по длине преобладают. 

По определению кривизна клотоиды σ = σ0 + kS,  
где σ0 – кривизна в начальной точке (при длине S = 0), 
k – скорость изменения кривизны. Текущий угол ка-
сательной с осью ОХ φ = φ0 + σ0S + kS2∕2, где φ0 – 
начальный угол касательной с осью ОХ. Наконец, 
длина эвольвенты клотоиды равна

L = φ0S + σ0S2∕2 + kS3∕6.

Аппроксимация клотоидой по методу эвольвент 
в общем случае сводится к задаче:
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0
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min.
2 6=

ϕ σ =
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= ϕ + + - →  
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i

F k
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Здесь Si и Li имеют тот же смысл, что и в задаче 
аппроксимации окружностью (4). Одна или две пе-
ременные могут быть фиксированы. В любом слу-
чае задача (5) решается просто. Дифференцируя (5) 
по искомым переменным и приравнивая произво-
дные к нулю, получаем систему линейных урав-
нений (при двух фиксированных неизвестных – 
одно уравнение). После решения системы нужно 
вычислить кривизну в конечной точке клотоиды 
σn = σ0 + kSn.

Если Rn = 1∕σn окажется вне допустимых преде-
лов, надо принять Rn = Rпред и при заданном σ0 вы-
числить k = (1∕R пред − σ0)∕Sn. Далее неизвестное 
φ0 получаем, подставляя в (5) найденное k и решая 
задачу с одним неизвестным. Если же σ0 не задана, 
то подставляем в (5) σ0 = σn − kSn и решаем задачу (5) 
с оставшимися неизвестными и найденным σn.

Таким образом, использовать метод эвольвент 
весьма просто для аппроксимации как окружностью, 
так и клотоидой. К сожалению, точность метода мо-
жет оказаться недостаточной. 

Для проверки этого утверждения в качестве ко-
ординат исходных точек съемки вычислялись де-
картовы координаты концов хорд заданной длины 
на заданной окружности. По этим координатам вы-
числялись углы хорд с осью ОХ и длины эвольвен-
ты по формуле (3). Далее решалась задача (4). 
Очевидно, что ее решением являются переменные, 

соответствующие исходной окружности. При этом 
отклонения всех исходных точек от аппроксимирую-
щей окружности должны быть равны нулю. Однако 
этого не получалось. Если при радиусе окружно-
сти R = 500 м и более, хордах по lx = 20 м и дли-
не окружности S ≤ 500 м, т.е. углах поворота менее 
1 рад отклонения получаемой окружности от исход-
ной были менее 0.01 м, то при R = 200 м, lx = 20 м, 
S = 200 м радиус по методу эвольвент получался 
199.9167 м вместо 200 м и максимальное отклонение 
Dmax = 0.0383 м вместо 0. При S = 400 м (угол пово-
рота 2 рад) для той же окружности Dmax = 0.1180 м 
вместо 0. При этом во всех случаях разности длин 
проектной и исходной эвольвент аппроксимируе-
мой окружности во всех точках съемки были равны 
нулю. При lx = 10 м точность метода существенно 
выше. Так при R = 300 м, S = 200 м при разбивке 
по 10 м получаем R = 299.9861 и Dmax = 0.00297, 
а при разбивке той же окружности по 20 м получим 
R = 299.9444 м и Dmax = 0.01190 м. 

Аналогичные расчеты были выполнены приме-
нительно к использованию метода эвольвент для 
аппроксимации клотоидой. Использовались дуги 
равной длины, а не стягивающие их хорды, что 
упрощает вычисление декартовых координат точек 
по концам дуг. Эти точки рассматривались как точ-
ки съемки, вычислялись длины хорд, и, как и для 
окружностей, вычислялись углы и длины эвольвен-
ты Li по формуле (3). Далее решалась задача (5) при 
σ0 = 0 и неизвестных φ0 и k.

Как и следовало ожидать, метод эвольвент хо-
рошо работает при малых значениях параметра k и 
коротких клотоидах. В противном случае результаты 
неудовлетворительны. 

Пример 1. Клотоида длиной 400 м разбита на 20 рав-
ных частей через 20.0 м; k = 3.333333 ∙ 10−5. Получено 
φ0 = −0.00027412 вместо 0 и k = 3.337930 ∙ 10−5 вместо 
исходного k = 3.333333 ∙ 10−5.

Аппроксимация длины эвольвенты как функ-
ции длины ломаной кубической параболы (реше-
ние задачи 5) выполнена с отклонениями не более 
0.041 м. Однако максимальное отклонение исходных 
точек от полученной клотоиды по нормали к ней 
Dmax = 0.255 м.

Пример 2. Та же задача, но длина клотоиды 
200 м.

Аппроксимация кубической параболой выпол-
нена с отклонениями не более 0.001 м. Получено  
φ0 = −1.839272551 ∙ 10−5 вместо 0 и k = 3.334527 ∙ 10−5 вме-
сто исходного k = 3.333333 ∙ 10−5, Dmax = 0.048 м.

Следует отметить, что в этих расчетах показа-
но не столько как метод эвольвент находит опти-
мум, а скорее – как он уходит от него. Для «сильно 
сбитой» исходной трассы отклонения от оптимума 
решений, получаемых по методу эвольвент, могут 
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быть существенно больше, особенно при малых ра-
диусах и больших углах поворота. Однако в любом 
случае эти решения можно использовать как началь-
ные приближения для оптимальной аппроксимации 
окружностью. 

ОПТИМИЗАЦИЯ НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ПРИ АППРОКСИМАЦИИ ОКРУЖНОСТЬЮ

Будем считать, что заданы координаты точек, 
подлежащих аппроксимации окружностью, и ее на-
чальная точка A. Обычно фиксируют и направление 
касательной в этой точке (угол α с осью ОХ), но мы 
без ограничения общности будем считать неизвест-
ными этот угол и радиус окружности R. Координаты 
центра окружности (рис. 3):

 xc = xa – R ∙ sinα и yc = ya + R ∙ cosα. (6)

Y

O X

C(xc, yc)

D

F

R
A

B βj

hj

α E(xj, yj)

Рис. 3. К вычислению производных отклонений 
hj от окружности

Отклонение hj (BE на рис. 3) произвольной точки 
съемки с координатами xj, yj от окружности 

 2 2
c c( ) ( ) .j j jh x x y y R= - + - -  (7)

Используя (6) и (7), получаем производные:
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∂
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∂
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j
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R

Здесь βj – угол касательной к окружности в точке В. 
Далее вычисляем градиент целевой функции (1):
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Задача аппроксимации окружностью с целевой 
функцией (1) сведена к двумерной задаче миними-
зации с ограничением на R и начальным приближе-
нием, полученным по методу эвольвент в результате 
решения задачи (4). Наличие хорошего начального 
приближения особенно важно, т.к. нет оснований 
полагать, что задача одноэкстремальна.

Можно использовать различные методы для ре-
шения задачи [21–23], в частности градиентные или 
покоординатный спуск, меняя поочередно R и α. 

Отметим, что если фиксированы начальная точ-
ка А и угол α, то задание еще одной точки окруж-
ности (например, конечной) определяет окружность 
однозначно, и перебор нескольких таких точек с вы-
числением значения целевой функции для каждой 
из них может оказаться достаточным, особенно при 
больших радиусах, когда метод эвольвент дает при-
емлемый результат и нужно убедиться в этом, пыта-
ясь его улучшить.

ОПТИМИЗАЦИЯ НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ПРИ АППРОКСИМАЦИИ КЛОТОИДОЙ

Как и при аппроксимации окружностью, при ап-
проксимации клотоидой основной вопрос состоит 
в вычислении производных расстояний заданных 
точек съемки от клотоиды по параметрам, ее опреде-
ляющим. Покажем, как решается эта задача на при-
мере перехода от прямой к окружности с использо-
ванием клотоиды. 

Y

O
X

Y '

X'

B

B1

C1
C2

φ0

φ

hj

δhj

C(xj, yj)

A

Рис. 4. К вычислению производных  
отклонений hj от клотоиды

На рис. 4 AB – исходное положение куска клото-
иды; AB1 – его новое положение при изменении од-
ного из параметров клотоиды; φ0 и φ углы касатель-
ной с осью ОХ; СВ = hj – отклонение точки съемки 
С от клотоиды; ВС1 – его приращение. 

Обозначим приращения координат точки B при 
ее переходе в новое положение B1 из-за измене-
ния какого-либо из параметров клотоиды через δxB 
и δyB. В системе координат с центром в точке B и 
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осями, направленными по касательной и нормали 
к клотоиде соответственно, координата y' точки B1, 
т.е. BC2 = δyBcosφ − δxBsinφ. Величиной С1С2 можно 
пренебречь по сравнению с С1B и считать, что ли-
нейная часть приращения 

 δhj = δyBcosφ − δxBsinφ. (9)

Поскольку начальная точка A фиксирована, то па-
раметрами, определяющими положение клотоиды, 
а значит и качество аппроксимации, являются в об-
щем случае φ0 – угол касательной с осью OX в на-
чальной точке (при L = 0), σ0 – начальная кривизна 
и k – параметр клотоиды (скорость изменения кривиз-
ны, иначе говоря – производная кривизны по длине).

В случае перехода с прямой на окружность σ0 = 0, 
остаются только две переменных φ0 и k, и фактически 
задача сводится к вычислению производных коорди-
нат точек клотоиды по этим переменным, т.к. еще 
до вычисления производных с использованием ите-
рационного алгоритма [24] вычисляются координаты 
точек пересечения с клотоидой нормалей из каждой 
точки съемки, длины клотоиды Lj от начальной точки 
до точек пересечения и углы касательных с осью ОХ.

Декартовы координаты точек клотоиды как функ-
ции ее длины выражаются степенными рядами, но мы 
воспользуемся их интегральным представлением
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Используя (9), получаем искомые производные 
отклонений точек съемки от клотоиды:
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Здесь А – начальная точка клотоиды, hj – откло-
нение произвольной j-й точки съемки от клотоиды 
по нормали к ней, B – точка пересечения этой нор-
мали с клотоидой, φ – угол касательной в этой точке 
с осью OX, L – длина клотоиды от точки A до точ-
ки B.

Формулы (11) позволяют найти градиент целе-
вой функции (1)
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Далее можно использовать градиентные методы 
оптимизации, например, метод сопряженных гради-
ентов [22–24]. Однако формулы (10)–(12) позволяют 
вычислить матрицу вторых производных целевой 
функции G (матрицу Гессе) и применить более эф-
фективный метод второго порядка [23, 24]:
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Вычисление матрицы Гессе сведено к вычис-
лению вторых производных отклонений hj ап-
проксимируемых точек от клотоиды по искомым 
переменным φ0 и k, т.к. первые производные уже 
вычислены.

В соответствии с (9)

2 2 2
B B

2 2 2

2 4 2 4
0 0

0 0

sin cos

sin cos cos sin .
2 4 2 4

∂ ∂ ∂
= - ϕ ⋅ + ϕ ⋅ =

∂ ∂ ∂

   
= ϕ ϕ + - ϕ ϕ +   

   
∫ ∫

j

L L

h x y
k k k

kt t kt tdt dt

Применяя интегрирование по частям и исполь-
зуя вычисленные ранее интегралы, получаем
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Используя полученные производные, вычисляем 
матрицу Гессе и обратную к ней G−1.

Обозначим: x(φ0, k) – вектор неизвестных, 

0
,

 ∂ ∂
  ∂ϕ ∂ 

F F
k

g  – градиент. Для начального приближе-

ния, полученного по методу эвольвент (нулевая ите-
рация), это x0 и g0. Вычислим следующую итераци-
онную точку:

 x1 = x0 − G−1 ∙ g0.  (15)

Для положительно определенной матрицы Гессе 
это точка минимума целевой функции, если ее раз-
ложить в ряд Тейлора и ограничиться вторыми про-
изводными. В общем случае одного шага до точки 
минимума на луче x0 − λG−1 ∙ g0 недостаточно. В ква-
дратичной задаче минимум достигается при λ = 1. 
В общем случае при λ = 1 получаем точку минимума 
не исходной функции, а аппроксимирующей ее ква-
дратичной формы с матрицей Гессе, что не одно 
и то же. Поэтому λ = 1 следует рассматривать лишь 
как приближенное значение и искать точное значе-
ние путем решения задачи одномерной оптимизации 
функции F(x) на луче x0 − λG−1 ∙ g0, рассматривая 
ее как функцию единственного параметра λ. 

В полученной точке минимума по направлению 
приходится снова вычислять градиент и матрицу, об-
ратную к матрице Гессе и т.д.

В целом алгоритм клотоидной аппроксимации 
состоит из следующих пунктов.

1. Построение углограммы исходной ломаной 
по точкам съемки.

2. Вычисление длин эвольвенты ломаной последо-
вательно по точкам съемки по формуле (3).

3. Решение задачи аппроксимации полученной ло-
маной. В общем случае аппроксимация кубиче-
ской параболой при наличии трех неизвестных 
параметров клотоиды или квадратной параболой 
при двух параметрах, как рассмотрено выше. 

При этом решается система не более чем трех 
линейных уравнений. 

4. Для клотоиды, соответствующей полученному 
решению, по специальному итерационному ал-
горитму определяются точки пересечения с нор-
малями из каждой точки съемки, углы касатель-
ных в этих точках с осью ОХ, соответствующие 
длины от начальной точки клотоиды до каждой 
из них и отклонения hj точек съемки от клотои-
ды.

5. Вычисляются первые и вторые производные 
отклонений hj по искомым параметрам клотои-
ды (12), (13).

6. Вычисляется градиент целевой функции (14) 
и проверяются условия окончания счета (напри-
мер, малость нормы градиента). Если условия 
окончания счета не выполнены, то далее:

7. Вычисляется матрица Гессе и обратная к ней.
8.  Определяется точка минимума соответствующей 

квадратичной формы (15), решается задача одно-
мерной оптимизации, т.е. корректировки шага 
по направлению поиска, и осуществляется пере-
ход в новую итерационную точку и далее с новы-
ми значениями неизвестных к п. 4.
Для отладки и проверки алгоритма клотоидной 

аппроксимации сначала использовались результаты 
решения тестовых задач по методу эвольвент, для ко-
торых оптимум был известен, но решения по методу 
эвольвент были неудовлетворительны.

В рассмотренном выше примере 1 по методу 
эвольвент максимальное отклонение Dmax = 0.255 м вме-
сто 0, φ0 = −0.00027412 вместо 0 и k = 3.337930 ∙ 10−5 вме-
сто k = 3.333333 ∙ 10−5.

Целевая функция F0 = 0.10298. В точке мини-
мума квадратичной формы (15) F = 1.08524 ∙ 10−7, 
φ0 = 3.099241 ∙ 10−7, k = 3.333335 ∙ 10−5. После вы-
полнения первой итерации F = 3.70261 ∙ 10−15, 
φ0 = −2.422261 ∙ 10−14, k = 3.333333333 ∙ 10−5. Все 
отклонения не превышали 0.00006 м. 

В примере 2 решалась та же задача, но при дли-
не клотоиды 200 м. По методу эвольвент получено 
φ0 = −1.839272551 ∙ 10−5, вместо 0 и k = 3.334527 ∙ 10−5 вме-
сто k = 3.333333 ∙ 10−5. Dmax = 0.048 м. В точке мини-
мума квадратичной формы (15) F = 1.80438 ∙ 10−14, 
φ0 = −9.592883457 ∙ 10−10, k = 3.333334 ∙ 10−5,  
Dmax = 0.0002 м. Итерация была прервана из-за дости-
жения требуемой точности по градиенту.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Возможности современных общедоступных 
компьютеров, теории и методов компьютерной вы-
работки проектных решений далеко не полностью 
используются в действующих САПР линейных со-
оружений, которые основаны на идеях более чем 
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50-летней давности. Переход к разработке и вне-
дрению интеллектуальных САПР, в которых про-
ектные решения выдает компьютер в результате 
решения задач оптимизации, вполне возможен уже 
сейчас применительно ко многим проектным зада-
чам, но в силу отсутствия заинтересованных инстан-
ций в создании таких систем и больших затрат труда 
и средств на их разработку такой переход в нашей 
стране в ближайшее время маловероятен. Наиболее 
продвинутыми в этом отношении являются упоми-
навшиеся работы китайских ученых. Однако дей-
ствующие САПР могут быть усовершенствованы 
и путем применения программ оптимизации в инте-
рактивном процессе выработки проектных решений. 
Так, изложенные в статье алгоритмы аппроксимации 
можно применить вместо назначения решений вруч-
ную. Кроме того, изложенный алгоритм клотоидной 

аппроксимации может быть востребован при реше-
нии задач, не имеющих отношения к проектирова-
нию дорожных трасс.

Ближайшей задачей является обобщение изло-
женного метода вычисления производных целевой 
функции по параметрам, определяющим кривую 
в целом (а не одну клотоиду), при отсутствии анали-
тического выражения этой функции через искомые 
параметры. Речь идет о переходе от решения задачи 
аппроксимации одной клотоидой к сплайн-аппрок-
симации последовательностью нескольких связок 
«прямая + клотоида + окружность + клотоида + …».
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Резюме 
Цели. Теоретические исследования волноводных свойств границ раздела нелинейно-оптических и гради-
ентных сред являются важными для использования в оптоэлектронике. Комбинированные волноводы, со-
четающие слои с различными оптическими свойствами, представляются наиболее перспективными, по-
скольку для них можно подобрать оптимальные характеристики с помощью широкого ряда управляющих 
параметров. Цель работы – разработка теории композитных оптически-нелинейных градиентных волново-
дов с произвольным профилем, в рамках которой возможно получение точных аналитических выражений 
для поверхностных волн и волноводных мод в явном виде. Основной особенностью предлагаемой в данной 
работе теории является то, что она применима для описания поверхностных волн и волноводных мод, поле 
в которых сосредоточено внутри градиентного слоя и не выходит за его границу, не контактирующую с нели-
нейным слоем.
Методы. Использованы аналитические методы теории оптических волноводов, нелинейной оптики.
Результаты. Проведено теоретическое описание волноводных свойств границы раздела двух сред с прин-
ципиально различными оптическими характеристиками. Сформулированная модель плоского волновода 
применима для сред с произвольным распределением пространственного профиля диэлектрической про-
ницаемости. Получено аналитическое выражение, описывающее поверхностную волну, распространяю-
щуюся вдоль границы раздела среды со ступенчатой нелинейностью и градиентного слоя с произвольным 
профилем диэлектрической проницаемости. Также получены аналитические выражения для поверхностных 
волн, распространяющихся вдоль границы раздела среды с керровской нелинейностью (как самофокусиру-
ющей, так и дефокусирующей) с градиентными средами, характеризующимися экспоненциальным и линей-
ным профилями диэлектрической проницаемости.
Выводы. Предложенная теория позволяет наглядно описать в явном аналитическом виде узко локализован-
ные световые потоки в таких волноводах. Показано, что сочетание различных полупроводниковых кристаллов 
в композитном волноводе позволяет получить с одной стороны от волноведущего интерфейса нелинейно- 
оптический слой, а с другой – слой с градиентным профилем диэлектрической проницаемости.

Ключевые слова: нелинейная оптика, нелинейные волны, оптическая нелинейность, керровская нелиней-
ность, оптический волновод, градиентный волновод
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Abstract
Objectives. Theoretical studies of the waveguide properties of interfaces between nonlinear optical and 
graded-index media are important for application in optoelectronics. Waveguides combining layers with different 
optical properties seem to be the most promising, since they can be matched to optimal characteristics using a 
wide range of control parameters. The paper aims to develop a theory of composite optically nonlinear graded-
index waveguides with an arbitrary profile, within which it is possible to obtain exact analytical expressions for 
surface waves and waveguide modes in an explicit form. The main feature of the theory proposed in this paper is 
its applicability for describing surface waves and waveguide modes, in which the field is concentrated inside the 
gradient layer and does not exceed its boundary, avoiding contact with the nonlinear layer.
Methods. Analytical methods of the theory of optical waveguides and nonlinear optics are used.
Results. A theoretical description of the waveguide properties of the interface between two media having significantly 
different optical characteristics is carried out. The formulated model of a plane waveguide is applicable to media 
having an arbitrary spatial permittivity profile. An analytical expression describing a surface wave propagating along 
the interface between a medium having stepwise nonlinearity and a gradient layer with an arbitrary permittivity 
profile is obtained. Additionally, analytical expressions for surface waves propagating along the interface between a 
medium with Kerr nonlinearity (both self-focusing and defocusing), as well as graded-index media characterized by 
exponential and linear permittivity profiles, are obtained.
Conclusions. The proposed theory supports a visual description in an explicit analytical form of a narrowly localized 
light beam within such waveguides. It is shown that by combining different semiconductor crystals in a composite 
waveguide, it is possible to obtain a nonlinear optical layer on one side of the waveguide interface and a layer with a 
graded-index dielectric permittivity profile on the other.

Keywords: nonlinear optics, nonlinear waves, optical nonlinearity, Kerr nonlinearity, optical waveguide, 
graded-index waveguide
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ВВЕДЕНИЕ

Волноводные структуры обычно основаны 
на различиях оптических свойств их слоев [1, 2]. 
В оптоэлектронике широко используются волново-
ды с постоянными значениями показателя прелом-
ления слоев [3], с переменным профилем простран-
ственного распределения (градиентные) [4], а также 
с нелинейно-оптическим откликом, когда показатель 
преломления зависит от интенсивности светового 
потока [5]. Комбинированные волноводы, сочета-
ющие такие слои, представляются наиболее пер-
спективными для оптоэлектроники, поскольку для 
них можно подобрать оптимальные характеристики 
с помощью широкого ряда управляющих параме-
тров [6, 7]. 

В последние годы активизировались теорети-
ческие исследования волноводных свойств гра-
ниц раздела нелинейно-оптических и градиентных 
сред [8, 9]. В частности, получены волноводные моды 
слоистой структуры, состоящей из градиентного слоя 
с линейным [10, 11] и экспоненциальным [12, 13] 
профилями, контактирующими с керровской нели-
нейной средой. В наших недавних работах пред-
ставлены результаты теоретического исследования 
волноводных свойств структур, сочетающих пары 
различных градиентных и нелинейных сред. В част-
ности, рассмотрены линейный [14–19], параболиче-
ский [20, 21] и экспоненциальный профили [22, 23] 
показателя преломления / диэлектрической проница-
емости сред, контактирующих со средами различной 
нелинейности: ступенчатой [14, 22], керровской [20] 
и ее обобщений [16–18, 20, 21], фоторефрактив-
ной диффузионного типа [21, 23]. Описаны также 
симметричные трехслойные структуры, состоящие 
из линейно-градиентного слоя в среде с керровской 
нелинейностью [24] и в среде с фоторефрактивной 
нелинейностью [25].

В работе предлагается теоретическое описание 
поверхностных волн, распространяющихся вдоль 
плоской границы раздела сред, одна из которых обла-
дает нелинейным откликом, а другая характеризует-
ся пространственным градиентом диэлектрической 
проницаемости. Новизна работы заключается в том, 
что предложена теория таких композитных опти-
чески-нелинейных градиентных волноводов с про-
извольным профилем, в рамках которой получены 
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аналитические выражения для поверхностных волн. 
Основная особенность данной теории – это ее при-
менимость для описания поверхностных волн 
и волноводных мод, поле в которых сосредоточено 
внутри градиентного слоя и не выходит за его гра-
ницу, не контактирующую с нелинейным слоем. 
Предложенная теория позволяет наглядно описать 
в явном аналитическом виде узколокализованные 
световые потоки в таких волноводах. Рассмотрены 
также примеры полупроводниковых материалов, ко-
торые могут быть использованы для проектирования 
волноводов рассматриваемого типа.

1. ТЕОРИЯ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В качестве простейшей волноводной структуры 
рассмотрим плоскую границу раздела двух немаг-
нитных сред принципиально различных оптических 
типов. В частности, с одной стороны границы будет 
среда с плавным изменением пространственного 
профиля показателя преломления / диэлектрической 
проницаемости (т.е. n = n(x) или ε = ε(x) соответ-
ственно; х – пространственная координата в направ-
лении, перпендикулярном плоскости контакта х = 0), 
а с другой – нелинейно-оптическая среда, в которой 
показатель преломления / диэлектрическая проница-
емость зависят от интенсивности света I (т.е. n = n(I) 
или ε = ε(I), I = |E|2, E – амплитуда напряженности 
электрического поля). Будем считать, что рассматри-
ваемые среды не обладают диэлектрическими поте-
рями, и поэтому все их оптические характеристики 
являются действительными величинами.

Начало координат располагается в плоскости 
yz так, что ось x перпендикулярна границе раздела, 
расположенной в плоскости x = 0. Будем рассматри-
вать распространяющуюся вдоль границы раздела 
поперечную волну с отличной от нуля компонентой 
напряженности электрического поля: Ey = ψ(x) ×  
× exp(iβz − iωt), где b = kn – константа распростране-
ния; n = ck/w – эффективный показатель преломления; 
с – скорость света в вакууме; w – частота; k = 2p/l – 
волновое число; l – длина волны; y(x) – простран-
ственное распределение напряженности электри-
ческого поля в направлении, поперечном границе 
раздела. Как хорошо известно [1, 2], функция y(x) 
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подчиняется стационарному уравнению (магнитная 
проницаемость считается равной единице):

 2 2( ) { ( , ) } ( ) 0,′′y + e - y =x x I n k x  (1)

где диэлектрическую проницаемость волноводной 
системы представим в виде:

 G

N

( ), 0,
( , )

( ), 0.
e <e = e >

x x
x I

I x
 (2)

И пусть для определенности градиентная среда 
располагается в левом полупространстве и характе-
ризуется диэлектрической проницаемостью εG(x), 
а оптически нелинейная среда располагается в пра-
вом полупространстве и характеризуется диэлектри-
ческой проницаемостью εN(I).

Если поперечное распределение поля предста-
вить в виде:

 G

N

( ), 0,
( )

( ), 0,
y <y = y >

x x
x

x x
 (3)

то с учетом (2) уравнение (1) распадается на два: 

 2 2
G G G( ) { ( ) } ( ) 0, 0,′′y + e - y = <x x n k x x  (4)

 2 2
N N N( ) { ( ) } ( ) 0, 0.′′y + e - y = >x I n k x x  (5)

Уравнения (4) и (5) следует дополнить гранич-
ными условиями, описывающими требование непре-
рывности компонент поля на границе раздела сред:

 N G( 0) ( 0),y + = y -  N G( 0) ( 0),′ ′y + = y -  (6)

а также ограниченности на бесконечности: |y(x)| → 0, 
|x| → ∞.

Поскольку локализация энергии светового пучка 
вдоль волноведущего слоя является важной задачей, 
то основное внимание будет уделено таким волнам, 
для которых глубина проникновения поля мень-
ше толщины градиентного слоя. В ряде наших ра-
бот [14–22] было показано, что в определенных ин-
тервалах значений параметров волноводной системы 
амплитуда поля на расстояниях порядка толщины 
градиентного слоя может быть намного меньше 
амплитуды на границе раздела, и поэтому ею мож-
но пренебречь. Следовательно, в таком случае нет 
необходимости использовать граничные условия 
на расстоянии толщины градиентного слоя, можно 
использовать только граничные условия на границе 
раздела сред для описания узколокализованных по-
верхностных волн.

Решение уравнения (4) представим в виде:

 G 0
( ( ))( ) ,
( (0))

y = y
F g xx
F g

 (7)

где y0 – амплитуда поля на границе раздела; F(g) 
представляет собой специальную функцию с вспо-
могательным аргументом g(x), разрешающую ана-
литически уравнение (4) при заданном профиле 
диэлектрической проницаемости εG(x) и удовлетво-
ряющую уравнению 

 2 2
G{ ( ) } 0.′′ ′ ′ ′′+ + e - =F g F g x n k F  (8)

Явный вид зависимости g(x) связан с заменой пе-
ременных, которую необходимо сделать, чтобы при-
вести уравнение (8) к виду, для которого известно, 
что точное решение выражается через какую-либо 
специальную функцию. К примеру, в случае линей-
ной замены g(x) = аx + b в (8) будет g' = а и g'' = 0 и 
тогда оно упростится: 2 2

G{ ( ) } 0.′′+ e - =aF x n k F  
При выборе представления решения в форме (7) 

обязательно следует учесть требование на бесконеч-
ности: |F(g(x))| → 0, |x| → ∞.

Резюмируем кратко основные положения те-
ории рассматриваемых композитных волноводов. 
Волновод представляет собой ультратонкую грани-
цу, разделяющую среду с градиентом диэлектриче-
ской проницаемости и нелинейно-оптическую среду. 
Поперечная волна локализована так, что поле не вы-
ходит за границу градиентного слоя. Распределение 
электрического поля в направлении, поперечном 
границе раздела, определяется из стационарного од-
номерного нелинейного уравнения, удовлетворяет 
условиям сопряжения на границе раздела и условию 
исчезновения на бесконечности. 

Явный вид решения уравнения (5) зависит от вы-
бора модели нелинейности среды. Рассмотрим далее 
возникающие в таких волноводах волны с профиля-
ми, узколокализованными вдоль границы раздела 
сред, на примерах керровской и ступенчатой нелиней-
ностях и градиентного экспоненциального профиля.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Керровская нелинейность

Наиболее распространенной формой нелинейно-
го отклика оптической системы является керровская, 
для которой диэлектрическая проницаемость линей-
но зависит от интенсивности света: 

	 eN(I) = e0N + αI, (9)

где e0N - невозмущенная диэлектрическая констан-
та (положительная); a - коэффициент керровской 
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нелинейности, положительное значение которого со-
ответствует самофокусирующей среде, а отрицатель-
ное - дефокусирующей. Тогда с учетом диэлектри-
ческой проницаемости (9) уравнение (5) примет вид: 

 2 2 3
N N N N( ) ( ) ( ) 0,′′y - y + a y =x q x k x  (10)

где 2 2 2
N 0N( ).= - eq k n

Решение нелинейного уравнения (10) при 
n2 > e0N, удовлетворяющее условию |y(x)| → 0, 
|x| → ∞, можно записать в виде:

 

N

N N
N

N

N N

2 , 0,
ch ( )

( )
2 , 0,

| | sh ( )


⋅ a >

a -y = 
 ⋅ a < a -

q
k q x x

x
q

k q x x

 (12)

где величина xN характеризует положение центра 
«солитона» и определяется из граничных усло-
вий (6). Подставив (7) и (12) в (6), получим:

1/2
G eff

22 0N0N
N 1/2

G eff
22 0N0N

1 arctg , 0,

1 arcctg , 0,

 e  ⋅ a >   - e- e  = 
 e 
 ⋅ a <  - e - e  

nk n
x

nk n

 (13)

где введена эффективная диэлектрическая проница-
емость градиентного слоя

 G eff
( (0)) (0) .
( (0))
′ ′

e = ⋅
F g g
F g k

 (14)

Аналогично, после подстановки (7) и (12) в (6) 
получается интенсивность поля на границе раздела:

 
2

0N G eff2
0 0 2

G eff 0N

2( ) / , 0,

2( ) / | |, 0.

 - e - e a a >= y = 
e + e - a a <

n
I

n
 (15)

В качестве примера рассмотрим экспоненциаль-
ный профиль диэлектрической проницаемости:

	 eG(x) = ee + (e0 − ee)e
2x/а, (16)

где e0 и ee диэлектрические константы (положитель-
ные) на границе раздела и на конце градиентного 
слоя характерной толщины а.

Подставив профиль (16) в уравнение (4), можно 
получить: 

 2 2
G G( ) ( / ) exp(2 / ) } ( ) 0,′′y + - y =x V a x a q x  (17)

где V2 = a2k2(e0 − ee), q
2 = k2(n2 − ee). 

В этом случае F(g(x)) = Jn(g(x)), где Jn(g) – функ-
ция Бесселя первого рода, g(x) = Vex/a, и тогда вы-
ражение (7), определяющее решение уравнения (17) 
при n2 > ee и удовлетворяющее условию |y(x)| → 0, 
x → −∞, можно записать в виде:

 ψG(x) = ψ0Jaq(Vex/a)/ Jaq(V). (18)

Эффективная диэлектрическая проницаемость 
экспоненциального градиентного слоя:

 G eff
( )

.
( )

′
e = ⋅aq

aq

J V V
J V ak

 (19)

Таким образом, используя выражения (3), (12) 
и (18), можно записать волну, распространяющуюся 
вдоль границы раздела самофокусирующей керров-
ской нелинейной среды и экспоненциального гради-
ентного слоя, в виде:

2
0N G eff

N

N N

2( ) ( e )
, 0,

( )
( )

2 , 0,
ch ( )

 - e - e
 ⋅ <
 ay = 


⋅ >
a -

x / a
aq

aq

n J V
x

J V
x

q
x

k q x x

 (20)

где диэлектрическая проницаемость экспоненциально-
го градиентного слоя определяется выражением (19).

В качестве второго примера рассмотрим линей-
ный профиль диэлектрической проницаемости:

	 eG(x) = e0 + (e0 − ee)(x/h). (21)

где h – толщина слоя в случае линейной функции. 
Подставив профиль (21) в уравнение (4), можно 

получить: 

2 2
G 0 0 e G( ) { ( )( / )} ( ) 0.′′y + e - + e - e y =x n x h k x  (22)

В этом случае F(g(x)) = Ai(g(x)), где Ai(g) – функ-
ция Эйри первого рода, g(x) = −x/xG + δ и 

2 1/3
G 0 0 e{ / ( )} ,= e - ex a k  δ = −(e0 – n2)h/xG(e0 − ee). 

Тогда выражение (7), определяющее решение урав-
нения (22) при ee < n2 < e0 и удовлетворяющее усло-
вию |y(x)| → 0, x → −∞, можно записать в виде:

 G 0 L( ) Ai( / ) / Ai( ).y = y - + δ δx x x  (23)

Эффективная диэлектрическая проницаемость 
линейного градиентного слоя:

 G eff
L

1 Ai ( ) .
Ai( )
′ δ

e = - ⋅
δkx

 (24)

Таким образом, используя выражения (3), (12) 
и (24), можно записать волну, локализованную вдоль 
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границы раздела самофокусирующей керровской 
нелинейной среды и линейного градиентного слоя, 
в виде:

2
0N G eff L

N N

2( ) Ai( / )
, 0,

Ai( )( )
2 , 0,

ch ( )

 - e - e - + δ ⋅ <
 a δy = 


⋅ > a -

N

n x x
x

x
q

x
k q x x

 (25)

где диэлектрическая проницаемость экспоненциально-
го градиентного слоя определяется выражением (24).

2.2. Ступенчатая нелинейность

Пусть теперь с градиентным слоем контактирует 
нелинейная среда, диэлектрическая проницаемость 
которой описывается ступенчатой функцией (мо-
дель простейшей нелинейной среды [26] или модель 
«резкой ступеньки» [27]):

 ( ) 1 s
N

2 s

, ,

, ,

e <e = 
e >

E E
E

E E
 (26)

где Es – значение поля, при достижении которо-
го происходит резкое (мгновенное) переключение 
от одного значения диэлектрической константы e1 
к другому e2 (e2 > e1). Таким образом, вблизи кон-
такта в нелинейной среде, где |E| > Es, возникает 
область (приповерхностный домен) ширины хs, в ко-
торой диэлектрическая константа имеет значение e2, 
а за ее пределами, где |E| < Es, диэлектрическая кон-
станта имеет значение e1. Положение границы при-
поверхностного домена хs, определяется условиями: 

N s N s s( 0) ( 0) ,y + = y - =x x E  

 s N s( 0) ( 0).′ ′y + = y -N x x  
(27)

Как показано в [26], в модели ступенчатой нели-
нейности уравнение (5) с диэлектрической проница-
емостью (26) распадается на два:

 2 2
N 1 N( ) ( ) ( ) 0,′′y - - e y =x n k x  |E| < Es, (28)

 2 2
N 2 N( ) ( ) ( ) 0,′′y + e - y =x n k x  |E| > Es. (29)

Решение уравнения (28) при n2 > e1 имеет вид:

 1 s( )
N s( ) e ,- -y = q x xx E  (30)

где 2 2 2
1 1( ) ,= - eq n k  а решение уравнения (28) при 

n2 < e2 имеет вид:

 ψN(x) = ψ0cos(p2(x − xm))/cos(p2xm), (31)

где 2 2 2
2 2( ) ,= e -p n k  а величины xs, xm определяют-

ся из граничных условий. Подставив реше-
ния (7), (30) и (31) в граничные условия (6) и (27), 
получим:

 
1/2

G eff
m 22 22

1 arctg ,
 e

= ⋅   e -e -  
x

nk n
 (32)

 2
s m 1 2/ ,= +x x q p  (33)

 2 12 2
0 0 s 2

G eff 2
,

e - e
= y = ⋅

e + e -
I E

n
 (34)

где диэлектрическая проницаемость экспоненци-
ального градиентного слоя определяется выраже-
нием (19). Таким образом, поверхностная волна, 
распространяющаяся вдоль границы раздела среды 
со ступенчатой нелинейностью и градиентного слоя 
с произвольным профилем, может быть записана 
в виде:

1

1/2
2 1

2
G eff 2

1/2
2 1

s 2 m s2
2

( )
s

( ( )) , 0,
( (0))

( ) cos( ( )), 0 ,

e , ,- -

 e - e <   e + e - 
 e - ey = ⋅ - < <  e - 


>



sq x x

F g x x
F gn

x E p x x x x
n

x x

 (35)

где положение границы приповерхностного домена 
определяется выражением (33).

В работе [22] был рассмотрен случай контакта 
среды со скачкообразной нелинейностью и среды 
с экспоненциальным профилем диэлектрической 
проницаемости. Было подробно проанализирова-
но (и проиллюстрировано) влияние оптических па-
раметров соответствующих волноводных структур 
на профили волн и их управляемую локализацию.

2.3. Обсуждение

Полученное выражение (20) для поверхност-
ных волн отличается от приведенного в работе [14]. 
Волна (20) может распространяться при произволь-
но изменяемом в допустимой области значений 
эффективном показателе преломления (константе 
распространения). В [14] авторы приводят и ана-
лизируют дисперсионное уравнение, связывающее 
эффективный показатель преломления и оптические 
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характеристики волновода, т.е. его значение фик-
сировано при заданных значениях характеристик 
волновода. В частности, ими проанализирована за-
висимость эффективного показателя преломления 
n от параметра нелинейности aI0, представляющего 
собой произведение коэффициента керровской нели-
нейности на интенсивность поля на границе раздела 
сред. 

Как известно, константа распространения связа-
на с углом падения возбуждающего поверхностную 
волну луча, который может меняться в экспери-
ментах. Поэтому такой параметр должен считаться 
управляющим, т.е. варьируемым в экспериментах 
на выбранной волноводной структуре. В данной 
работе получено выражение (15), определяющее 
зависимость параметра нелинейности aI0 от эффек-
тивного показателя преломления n. Эта зависимость 
является, на наш взгляд, более практичной с экспе-
риментальной точки зрения. 

Также следует подчеркнуть отличие полученно-
го выражения (25), описывающего волну, узколока-
лизованную вдоль границы раздела самофокусиру-
ющей керровской нелинейной среды и линейного 
градиентного слоя. Полученный в работах [10, 12] 
профиль поверхностных волн, поперечный грани-
це раздела таких сред, может выходить за пределы 
градиентного слоя. Нами же разработана теория 
для описания волн, пространственное распреде-
ление интенсивности которых полностью сосре-
доточено в градиентном слое и не выходит за его 
пределы. 

Далее приведем примеры материалов, на кото-
рых могут быть основаны композитные волноводы, 
комбинирующие нелинейно-оптические слои и гра-
диентные слои с пространственным распределением 
оптических характеристик.

В нелинейных оптических кристаллах локали-
зация светового пучка происходит вследствие нели-
нейного отклика среды. При определенных условиях 
локализация поля происходит не только в среде с са-
мофокусирующей нелинейностью, но и с дефокуси-
рующей [28].

Диэлектрическая проницаемость, или квадрат 
показателя преломления, зависят от квадрата на-
пряженности электрического поля, т.е. линейно 
от интенсивности света (керровская нелинейность), 
что характерно для кристаллов KDP и LiNbO3 при 
определенных длинах волн. Такая форма нелиней-
ного отклика наблюдается в многослойных наноком-
позитных пленках Co/TiO2 в диапазоне длин волн 
400–1000 нм при температурах 10–50 °C [29]. В [30] 
отмечалось усиление эффекта Керра в тонких плен-
ках на основе кобальта в том же диапазоне длин волн.

В [31, 32] указано, что высокоинтенсив-
ный световой пучок может изменять оптические 

характеристики кристаллов в узких областях вдоль 
направления его распространения. В результате на-
блюдалось образование приповерхностного слоя 
с отличающимися от остального кристалла опти-
ческими характеристиками. Подобные изменения 
обусловлены нелинейным откликом кристалла, за-
висящим от интенсивности распространяющегося 
вдоль поверхности светового пучка. Теоретическое 
описание таких явлений основано на моделях, таких 
как «резкая» ступенчатая нелинейность [26, 33], 
«гладкая» ступенчатая нелинейность [27] и насы-
щаемая нелинейность в различных формулиров-
ках [34, 35]. 

Как отмечалось в п. 2.2, модель «резкой» сту-
пенчатой нелинейности описывает изменение ди-
электрической проницаемости скачком от одного 
постоянного значения к другому при достижении 
интенсивности светового пучка определенного по-
рогового значения. В рамках такой модели многие 
авторы смогли получить в явном аналитическом 
виде результаты, примененные для теоретического 
описания особенностей распространения поверх-
ностных волн [26], самоотражения [33], самоло-
кализованных оптических импульсов [27], опти-
ческих бистабильностей [36]. Такая зависимость 
может рассматриваться как предельный случай мо-
дели «гладкой» ступенчатой нелинейности в случае 
резкого возрастания диэлектрической проницаемо-
сти при малом росте интенсивности светового пуч-
ка.

В [37] было показано, что изменение диэлектри-
ческой проницаемости полупроводника с экситон- 
экситонным взаимодействием в определенном 
спектральном диапазоне может происходить прак-
тически скачкообразно. Авторы [38, 39] отмечали, 
что такое поведение может наблюдаться в полупро-
водниковых кристаллах, таких как кристаллы CdS 
и CdSe с малой энергией связи биэкситона в диапа-
зоне примерно 0.5–3.0 мэВ. Такое явление авторами 
объясняется тем, что когерентные фотоны, проходя 
через полупроводниковую пленку, возбуждают коге-
рентные экситоны с такими же значениями волно-
вых векторов и фаз, как и у фотонов. В результате 
такого оптического взаимодействия возникают би-
экситоны, которые определяют как поляризацию 
кристалла, так и концентрацию квазичастиц, отве-
чающих за его оптические свойства. При этом оп-
тические нелинейные эффекты могут наблюдаться 
при относительно малых интенсивностях падающе-
го светового пучка. 

Следует отметить, что в некоторых средах при 
интенсивном освещении происходит быстрое из-
менение их оптических свойств, в частности, в ле-
гированных полупроводниками стеклах CdSSe 
и Schott OG 550 [40, 41], легированных ионами 
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кристаллах GdAlO3:Cr3+ [42], тонких пленках, 
сформированных из фотохромного белка бактери-
ородопсина [43]. В них наблюдалось в пределе при 
малых временах релаксации практически скачко-
образное изменение показателя преломления от од-
ного значения к другому в зависимости от интен-
сивности светового пучка.

С другой стороны, для многих полупроводнико-
вых гетероструктур, используемых в современной 
оптоэлектронике, наблюдается зависимость пока-
зателя преломления или диэлектрической функции 
от пространственного расстояния [3]. В частно-
сти, показатели преломления полупроводнико-
вых фотонных кристаллов GaAs/GaAlAs [44, 45], 
InGaAs/InAlAs [46], InGaAsP/InP [47] описывают-
ся пространственно-градиентными профилями. 
Поэтому их можно отнести к оптически градиент-
ным средам. Следует отметить, что использование 
арсенида галлия и основанных на нем гетерострук-
тур типа Ga1–xAlxAs, Ga1–xInxAs и Ga1–xAlxN, 
Ga1–xInxN представляется весьма перспективным 
в связи с их повышенной радиационной стойко-
стью [48] по сравнению с другими кристаллами, 
используемыми в полупроводниковой оптоэлек-
тронике. 

Пространственные распределения показателей 
преломления часто создаются путем имплантации 
в стекла ионов, которые индуцируют ионообмен-
ные процессы, создающие индукцию напряжений 
вблизи поверхности из-за большой разницы между 
ионными радиусами обмениваемых ионов. К при-
меру, градиентные профили показателя преломле-
ния формируются в стеклах BK7 введением ионов 
K+-Na+ и в известково-натриевом стекле – ионов 
Ag+-Na+ [49]. Отметим, что к экспоненциальному 
профилю близкими являются профили, получаемые 
методом термодиффузии ионов металла в стеклян-
ную подложку [50].

Таким образом, сочетание различных полупро-
водниковых кристаллов в композитном волноводе 
позволяет получить с одной стороны от волнове-
дущего интерфейса нелинейно-оптический слой, 
а с другой – слой с градиентным профилем диэлек-
трической проницаемости. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено теоретическое описание 
волноводных свойств границы раздела двух сред 
с принципиально различными оптическими харак-
теристиками. Сформулированная модель плоского 
волновода применима для сред с произвольным рас-
пределением пространственного профиля диэлек-
трической проницаемости. 

Получено аналитическое выражение, описыва-
ющее поверхностную волну, распространяющуюся 
вдоль границы раздела среды со ступенчатой нели-
нейностью и градиентного слоя с произвольным про-
филем диэлектрической проницаемости. Также полу-
чены аналитические выражения для поверхностных 
волн, распространяющихся вдоль границы раздела 
среды с керровской нелинейностью (как самофоку-
сирующей, так и дефокусирующей) с градиентными 
средами, характеризующимися экспоненциальным 
и линейным профилями диэлектрической проницае-
мости. 

Приведенный анализ материалов показал, что 
возможно подобрать такие полупроводниковые кри-
сталлы, на которых могут быть основаны композит-
ные волноводы, комбинирующие нелинейно-оптиче-
ские слои и градиентные слои с пространственным 
распределением оптических характеристик.

Полученные в работе результаты могут иметь 
значение при проектировании элементов оптических 
устройств, основанных на использовании возмож-
ностей управления локализацией световых пучков 
вдоль волноведущих поверхностей раздела контак-
тирующих сред.
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Восстановление смазанного фотографического 
изображения движущегося объекта, получаемого 

на пределе разрешающей способности
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Резюме 
Цели. Задача восстановления смазанного изображения движущегося объекта имеет большое практическое 
значение, в частности, при обработке изображений поверхности Земли, получаемых со спутников. Целью 
работы является исследование возможности повышения качества восстановления смазанных изображений, 
получаемых на пределе разрешающей способности фотоаппарата.
Методы. Использованы методы цифровой обработки сигналов, методы теории некорректных и плохо обу-
словленных задач.
Результаты. Предложен метод восстановления «смазанного» фотографического изображения движущего-
ся объекта, отличающийся от традиционных подходов тем, что уравнение дискретной свертки, к решению 
которого сводится задача восстановления смазанного изображения, получается путем аппроксимации со-
ответствующего интегрального уравнения на основе интерполяционного ряда Котельникова, а не на основе 
квадратурной формулы, как это делается традиционно. В работе получены формулы для вычисления ядра 
свертки, получаемой с применением интерполяционного ряда Котельникова. Как известно, задача обраще-
ния дискретной свертки относится к классу некорректных задач и требует регуляризации. Дано сравнение 
результатов восстановления смазанных изображений (с использованием регуляризации по Тихонову), осу-
ществляемого как традиционным путем, т.е. с применением квадратурной формулы, так и предлагаемым 
способом, основывающимся на интерполяционном ряде Котельникова. Показано, что качество восстанов-
ления смазанного изображения в обоих случаях получается практически одинаковым. Однако использова-
ние квадратурной формулы предполагает, что величина «смаза» выражена целым числом пикселей, в то вре-
мя как в случае использования ряда Котельникова эта величина может задаваться и долями пикселя.
Выводы. Показано, что дискретизацию свертки, описывающей искажение изображения типа «смаз», целе-
сообразно осуществлять на основе интерполяционного ряда Котельникова в случае, когда осуществляется 
обработка смазанного изображения, получаемого на пределе разрешающей способности фотоаппарата. 
Это обусловлено тем, что в этом случае величина «смаза» может составлять доли пикселя. Такая ситуация 
характерна, например, для спутниковой фотосъемки поверхности Земли.

Ключевые слова: «смаз» изображения движущегося объекта, разрешающая способность, восстановление 
изображения, тихоновская регуляризация, обратная задача, интерполяционный ряд Kотельникова, краевой эф-
фект
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Abstract
Objectives. When processing images of the Earth’s surface obtained from satellites, the problem of restoring a 
blurry image of a moving object is of great practical importance. The aim of this work is to study the possibility of 
improving the quality of restoration of blurry images obtained at the limit of the resolution of the camera.
Methods. Digital signal processing methods informed by the theory of incorrect and ill-conditioned problems were 
used.
Results. The proposed method for restoring a blurred photographic image of a moving object differs from traditional 
approaches in that the discrete convolution equation, to which the problem of restoring a blurred image is reduced, 
is obtained by approximating the corresponding integral equation based on the Kotelnikov interpolation series rather 
than on the traditional basis of the quadrature formula. In the work, formulas are obtained for calculating the kernel of 
the convolution obtained using the Kotelnikov interpolation series. The discrete convolution inversion problem, which 
belongs to the class of ill-posed problems, requires regularization. Results of traditional approaches to restoring 
blurred images using the quadrature formula with Tikhonov regularization and the proposed method based on the 
Kotelnikov interpolation series are compared. Although the quality of the blurred image restoration is almost the 
same in both cases, in the quadrature formula the blur value is expressed as an integer number of pixels, while, when 
using the Kotelnikov series, this value can also be specified in fractions of a pixel.
Conclusions. The expediency of discretizing the convolution describing the image distortion of the blur type on the 
basis of the Kotelnikov interpolation series when processing a blurred image obtained at the limit of the resolution of 
the camera is demonstrated. In this case, the amount of blur can be expressed in fractions of a pixel. This situation 
typically arises when processing satellite photography of the Earth’s surface.

Keywords: blurred image of a moving object, resolution, image restoration, Tikhonov regularization, inverse 
problem, Kotelnikov interpolation series, edge effect
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ВВЕДЕНИЕ

Задача восстановления смазанного изображения 
движущегося объекта достаточно хорошо изуче-
на1 [1–14]. Так, в случае, когда скорость движения 
объекта априорно известна, ее решение сводится 
к обращению дискретной свертки.

При этом указанная дискретная сверка получа-
ется в результате аппроксимации соответствующей 
интегральной свертки. Эта аппроксимация инте-
гральной свертки может быть осуществлена путем 
замены интеграла квадратурной формулой (обычно 
квадратурной формулой трапеций). Однако суще-
ствует и другая возможность, предлагаемая в насто-
ящей работе. Она основывается на замене подын-
тегральной функции ее интерполяционным рядом 
Котельникова. При этом подынтегральная функция 
выражает зависимость яркости точки изображения 
от ее координат.

Если рассматривается изображение, самые мел-
кие детали которого существенно больше размеров 
пикселя, то при его восстановлении после «смаза» 
величина «смаза» может задаваться с точностью 
до размера пикселя, т.е. выражаться целым числом 
пикселей. В этом случае, как показано в работе, 
результат восстановления практически не зависит 
от того, каким способом была дискретизирована 
свертка. Однако дело обстоит иначе, когда требуется 
восстановить смазанное изображение, полученное 
на пределе разрешающей способности фотоаппа-
рата, т.е. когда самые мелкие детали изображения 
по размерам близки к размерам пикселя. В этом 
случае для обеспечения максимального разрешения 
может потребоваться выразить величину «смаза» 
в долях пикселя. Фактически это может означать, 
что смазанное изображение перед восстановлением 
должно быть проинтерполировано, т.е. виртуально 
представлено как бы более мелкими «пикселями». 
После чего точную величину «смаза» уже можно 
будет выразить целым числом этих более мелких 

1 Грузман И.С., Киричук В.С., Косых В.П., Перетягин Г.И., 
Спектор А.А. Цифровая обработка изображений в информа-
ционных системах: учебное пособие. Новосибирск: Изд-во 
НГТУ; 2002. 352 с. [Gruzman I.S., Kirichuk V.S., Kosykh V.P., 
Peretyagin G.I., Spector A.A. Digital Image Processing 
in Information Systems: Tutorial. Novosibirsk: NSTU; 2002. 
352 p. (in Russ.).]
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«пикселей» и затем применить традиционный метод 
восстановления.

Но такой подход сопряжен с дополнительным 
расходованием памяти компьютера. Так, если разме-
ры пикселя потребуется уменьшить в 10 раз, то раз-
мер соответствующего массива с изображением уве-
личится в 100 раз.

При этом предлагаемый метод аппроксимации 
интегральной свертки на основе интерполяционного 
ряда Котельникова допускает задавать величину «сма-
за» в долях пикселя, и, следовательно, интерполяция 
изображения не потребуется, т.е. не потребуется до-
полнительного расходования памяти компьютера.

МЕТОД

Основное интегральное уравнение

Основное интегральное уравнение, связываю-
щее яркость точек смазанного изображения Q(x, y) 
c яркостью точек восстанавливаемого изображения 
P(x, y), имеет вид:

2

0
( , ) ( ; ) ,

T

x yQ x y w P x v t y v t dt= - -∫

где (x, y) – декартовы координаты текущей точ-
ки, (vx, vy) – декартовы координаты скорости смеще-
ния изображения по поверхности ПЗС-матрицы (по 
предположению все точки изображения движутся 
с одинаковыми скоростями), w – размер пикселя, T – 
время экспозиции [1–3]. Если вертикальная состав-
ляющая скорости отсутствует, то имеем интеграль-
ное уравнение Фредгольма 1-го рода типа свертки:

 
2

0
( ) ( ) .

xv T

x

wQ x P x d
v

= -ξ ξ∫  (1)

Дискретизация свертки на основе 
квадратурной формулы

Заменяя интеграл в формуле (1) квадратурной 
формулой трапеций, получим

2

0
( ) ( ),

n

k
x k

wQ x c P x kw
v =

≈ -∑
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где c0 = cn = 0.5, c1 = … = cn−1 = 1 – коэффициенты 
квадратурной формулы; n = vx/w – величина смеще-
ния изображения за время экспозиции, выраженная 
целым числом пикселей; k ∊ {0, …, n}.

Или, поскольку в пределах одного пикселя яр-
кость должна считаться постоянной, имеем

 
min{ , } 2

0
( ) ( ),

n m

k
xk

wQ m c P m k
v=

≈ -∑  (2)

где m – номер пикселя, m ∊ {0, …, M − 1}, M – число 
пикселей в одном ряду, k ∊ {0, …, m}, Q[m] = Q(mw), 
P[m] = P(mw).

Далее равенство в (2) будет считаться точным.
Свертку (2) можно записать также в матричном 

виде

 Q = A ∙ P, (3)

где, например, при M = 8, n = 3  теплицева матрица A
 будет иметь вид:

2

0.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1.0 0.5 0.0 0.0 0.0 0.0
1.0 1.0 0.5 0.0 0.0 0.0

.
0.5 1.0 1.0 0.5 0.0 0.0
0.0 0.5 1.0 1.0 0.5 0.0
0.0 0.0 0.5 1.0 1.0 0.5

x

w
v

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

A

Дискретизация свертки на основе 
интерполяционного ряда Котельникова

Предполагая, что максимальная пространствен-
ная частота в преобразовании Фурье изображе-
ния P(x) не превосходит 1/2w, подынтегральную 

функцию в (1) можно представить интерполяцион-
ным рядом Котельникова:

( ) [ ] .
+∞

=-∞

 = - 
 

∑
k

xP x P k sinc k
w

Подставляя это выражение в (1), получим

2

0
( ) [ ]

+∞

=-∞

ξ = - - ξ 
 

∑ ∫
xv T

x k

w xQ x P k sinc k d
v w w

или

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ].
k k

Q m P k a m k a k P m k
+∞ +∞

=-∞ =-∞
= - = -∑ ∑

Но поскольку фактически горизонтальные 
размеры изображения ограничены M пикселями, 
то приходим к приближенному равенству (которое 
далее условимся считать точным):

 
1

0
[ ] [ ] [ ],

M

k
Q m P k a m k

-

=
≈ -∑  (4)

где ядро этой дискретной свертки определяется фор-
мулой

 
2

[ ] ( ) .x

x

v Twa k Si k Si k
v w

   
= p - + p    p    

 (5)

Соответствующие графики представлены на 
рис. 1.

Как видно из приведенных графиков, с ростом вели-
чины смещения изображения за время экспозиции ядро 
свертки (4) приближается к ядру свертки (2). Отметим 

Рис. 1. Графики ядра дискретной свертки (4), полученной с использованием интерполяционной  
теоремы Котельникова, соответствующие различным величинам «смаза» изображения ∆x = vxT/w 
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при этом, что в случае свертки (4) величина смещения 
может выражаться не только целым числом пикселей, 
но и долями пикселя. В случае же свертки (2) эта вели-
чина всегда выражается целым числом пикселей.

Свертка (4) также может быть записана в ма-
тричном виде:

 Q = A ∙ P. (6)

Однако здесь, в отличие от (3), теплицева ма-
трица A уже не будет нижней треугольной матри-
цей (у нее вообще не будет нулевых диагоналей).

Моделирование смазанного 
изображения (решение прямой задачи)

Для проведения численных экспериментов 
по восстановлению смазанного изображения необ-
ходимо располагать смазанными нужным образом 
изображениями. Получать такие изображения мож-
но, используя соотношения (2) или (4), считая при 
этом функцию P[m] заданной, а функцию Q[m] – не-
известной. Указанные соотношения, как известно, 
могут быть сведены к циклической свертке, которая 
эффективно вычисляется (и обращается) на основе 
быстрого преобразования Фурье (БПФ). Например, 
на рис. 2 и 3 показано исходное и полученное указан-
ным способом горизонтально смазанное на 20 пик-
селей изображение соответственно.

При моделировании смазанного изображения 
существенным моментом является наличие или от-
сутствие на смазанном изображении «переходных 
краeв». У горизонтально смазанного изображе-
ния, представленного на рис. 3, такие «переходные 
края» (слева и справа) имеются. Каждый из этих 
«переходных краев» представляет собой полосу ши-
риной, равной величине смещения изображения, яр-
кость которой постепенно уменьшается до нуля.

Однако у реального смазанного фотографиче-
ского изображения такие края будут отсутствовать, 
т.к. прообраз получаемого изображения представля-
ет собой как бы бесконечную в оба конца ленту, у ко-
торой нет краев. Поэтому для приведения получен-
ного смазанного изображения к реальности его края 
следует «обрезать».

РЕЗУЛЬТАТЫ

Результаты восстановления смазанного 
изображения без использования 

регуляризации

Обращение смоделированного смазанного изо-
бражения, также, как и решение прямой задачи, осу-
ществимо на основе БПФ. Так, дискретную свертку 
вида (2) или (4) можно представить в виде цикли-
ческой свертки, дополнив каждую из конечных по-
следовательностей, входящих в свертку, требуемым 
числом нулей 

Рис. 2. Исходное изображение

Рис. 3. Смоделированное смазанное изображение с необрезанными краями  
(величина горизонтального «смаза» – 20 пикселей)
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1

0
[ ] [ ] [ ],

M

k
m k m k

-

=
= -∑Q P a  (7)

где Q, P, a – массивы длины, равной 
length(P) + length(a) − 1, получаемые из соответству-
ющих массивов Q, P, a (входящих в (2) и (4)) добав-
лением требуемого числа нулей.

Тогда, для обращения этой свертки может быть 
использован так называемый инверсный фильтр, 
действие которого в частотной области имеет следу-
ющий вид: 

1[ ] [ ],
[ ]

=P Q
a

 


где ℱ[∙] обозначает дискретное преобразование 
Фурье, 1/ℱ[a] – так называемая передаточная функ-
ция инверсного фильтра.

Если при этом «переходные края» смоделиро-
ванного смазанного изображения не обрезать, то ре-
зультат восстановления будет получаться практиче-
ски идеальным даже без применения регуляризации. 
Пример восстановленного таким образом изображе-
ния показан на рис. 4. Эксперименты показывают, 
что в случае, когда края смазанного изображения 
остаются не обрезанными, при величине смещения 

изображения 20xv T
x

w
∆ = =  для получения данного 

результата длина «хвостов» ядра Котельникова 
должна быть не меньше 3. Под длиной «хвостов» по-
нимается число учитываемых отсчетов ядра с отри-
цательными индексами, которое также равно числу 
учитываемых отсчетов с индексами, бóльшими ве-
личины Δx. 

Однако, как уже отмечалось, реальное смазанное 
изображение отличается тем, что не имеет «переход-
ных краев». Если же в соответствии с реальностью 
получившиеся «переходные края» обрезать, то ре-
зультат восстановления (без регуляризации) окажет-
ся чрезвычайно плохим. Соответствующий пример 
результата восстановления приведен на рис. 5.

Ситуацию можно пытаться исправить путем 
предварительной реконструкции обрезанных кра-
ев. Такая реконструкция может представлять собой 
просто добавление слева и справа к обрезанному 
изображению двух вертикальных полос шириной 
равной величине «смаза», яркость пикселей горизон-
тальных рядов которых будет увеличиваться/умень-
шаться («по непрерывности») по линейному закону. 
На рис. 6 приведен пример смоделированного сма-
занного изображения с обрезанными «переходными 
краями», а на рис. 7 и 8 – результаты его восстанов-
ления после реставрации обрезанных краев.

Как можно видеть, результат восстановле-
ния путем обращения дискретной свертки с ядром 
Котельникова оказался значительно лучше. Однако, 
как показывают численные эксперименты, качество 

Рис. 4. Смазанное изображение с необрезанными краями, восстановленное с помощью инверсного фильтра 
при использовании ядра Котельникова и отсутствии регуляризации

Рис. 5. Смазанное изображение с необрезанными краями, восстановленное с помощью инверсного фильтра 
при использовании квадратурной формулы трапеций и отсутствии регуляризации
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восстановления существенно зависит от того, сколь-
ко отсчетов в «хвостах» ядра Котельникова, опре-
деляемого формулой (5), учитывается. В данном 
случае учитывались лишь отсчеты с индексами от 0 
до 20 (при величине «смаза» 20 пикселей), т.е. «хво-
сты» ядра полностью отбрасывались. В целом нель-
зя утверждать, что обращение дискретной свертки 
с ядром Котельникова без применения регуляриза-
ции во всех случаях гарантирует удовлетворитель-
ный результат.

Как можно видеть из примеров, реконструкция 
краев несколько улучшает результат восстановле-
ния изображения, но в общем случае его качество 

все равно остается неудовлетворительным. Причина 
этого в том, что обращение дискретных сверток (2) 
или (4) можно рассматривать как решение систе-
мы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
вида (3) или (6) соответственно.

Погрешности реконструкции (а тем более пол-
ное отсутствие такой реконструкции) надо рас-
сматривать как погрешности в задании исходных 
данных (т.е. погрешностей в нескольких крайних 
значениях Q[0], …, Q[M – 1]. Оценка относитель-
ной погрешности полученного решения, как из-
вестно, пропорциональна относительной погреш-
ности правой части СЛАУ с коэффициентом 

Рис. 6. Смоделированное смазанное изображение с обрезанными «переходными краями» при величине 
горизонтального «смаза», равной 20 пикселям

Рис. 7. Смазанное изображение с обрезанными краями, восстановленное с помощью инверсного фильтра 
при использовании ядра Котельникова и отсутствии регуляризации

Рис. 8. Смазанное изображение с обрезанными краями, восстановленное с помощью инверсного фильтра 
при использовании квадратурной формулы трапеций и отсутствии регуляризации
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пропорциональности, равным числу обусловленно-
сти матрицы СЛАУ. А это число обычно весьма ве-
лико, его величина зависит как от размера матрицы, 
так и от величины «смаза». Таким образом, даже до-
вольно малая относительная погрешность исходных 
данных может приводить к очень значительным от-
носительным погрешностям получаемого решения. 
Для предотвращения этого явления при обращении 
свертки обычно используется метод регуляризации 
Тихонова [1–3].

Результаты восстановления смазанного 
изображения методом инверсной фильтрации 

с тихоновской регуляризацией

Задача восстановления изображения, как извест-
но, является очень чувствительной к погрешностям 
исходных данных (решение интегрального уравне-
ния Фредгольма 1-го рода (1) относится к классу 
некорректно поставленных задач). Поэтому при на-
личии сколько-нибудь существенных погрешностей 
в исходных данных обращение свертки требует при-
менения регуляризации.

Передаточная функция регуляризированного 
по Тихонову дискретного инверсного фильтра име-
ет вид:

2 2
[ ] ,

| [ ] | [ ]p
A m

A m W m+a

где A = ℱ[a]; W2p – стабилизирующая функция по-
рядка p = 0, 1, 2, …; α –  параметр регуляриза-
ции (α ≥ 0, при α = 0 регуляризации нет, этот пара-
метр можно подбирать, например, экспериментально); 
массив a  определен в формуле (7) [1–3].

Стабилизирующая функция нулевого порядка 
есть W0 = ℱ([1, 0, …, 0]), т.е. тождественно равна 1. 
Регуляризирующая функция первого порядка опре-
деляется как W2 = ℱ([1, −2, 1, 0, …, 0]) – преобразо-
вание Фурье конечно-разностного фильтра 2-го по-
рядка. Регуляризирующие функции более высоких 
порядков – суть степени W2. Результаты восстанов-
ления с реконструкцией краев и применением регу-
ляризации горизонтально смазанного на 20 пиксе-
лей изображения представлены на рис. 9 и 10.

Как можно видеть из полученных результатов, 
качество восстановления смазанного изображения, 
как в случае использования квадратурной форму-
лы, так и в случае использования ряда Котельникова 
одинаково хорошее.

Результаты численных экспериментов 
по восстановлению изображения 

при величинах «смаза», 
выраженных долями пикселя

Рассмотрим теперь ситуацию, когда требуется 
восстановить смазанное изображение, полученное 
на пределе разрешающей способности фотоаппарата, 

Рис. 9. Смазанное изображение после реставрации обрезанных краев, восстановленное с помощью 
инверсного фильтра при использовании ядра Котельникова (α = 10−3, p = 1)

Рис. 10. Смазанное изображение после реставрации обрезанных краев, восстановленное с помощью 
инверсного фильтра при использовании квадратурной формулы трапеций (α = 10−2, p = 1) 
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т.е. когда мгновенные образы самых мелких деталей 
движущегося изображения по размерам близки к раз-
мерам пикселя. В этом случае в качестве модели объ-
екта съемки будем рассматривать миру, состоящую 
из параллельных полос уменьшающейся ширины, 
вплоть до размера одного пикселя (имеется в виду – 
в пространстве образов). На рис. 11 представлен 
мгновенный образ такой миры (с учетом конечно-
сти размеров пикселей ПЗС-матрицы фотоаппарата). 
На рис. 12 представлено горизонтально смазанное 
изображение на 5.5 пикселя той же самой миры.

На рис. 13 показано восстановленное смазан-
ное изображение миры с необрезанными краями 
с помощью инверсного фильтра при использовании 
ядра Котельникова и отсутствии регуляризации. Для 
получения наилучшего результата восстановления 
при заданной величине «смаза» изображения длина 
«хвостов» ядра Котельникова должна подбираться 
экспериментально. Так, представленный на рис. 13 
результат получен при длине «хвостов», равной 2.

Рис. 11. Мгновенное (несмазанное) изображение 
миры, получаемое на пределе разрешающей 

способности

Рис. 12. Смазанное по горизонтали на 5.5 пикселей 
изображение миры (края не обрезаны)

Рис. 13. Смазанное изображение миры 
с необрезанными краями, восстановленное 

с помощью инверсного фильтра при использовании 
ядра Котельникова и отсутствии регуляризации

Как видно из сравнения рис. 14 и 15, контраст-
ность восстановленного смазанного изображе-
ния миры с использованием ядра Котельникова 

получилась выше, чем при использовании квадра-
турной формулы, что неудивительно, поскольку ве-
личина «смаза» равна 5.5 пикселей, а при использо-
вании квадратурной формулы возможно учитывать 
только смещение на целое число пикселей. При 
этом, в случае использования квадратурной форму-
лы, инверсный фильтр был «настроен» не на вели-
чину «смаза», равной 5.5, а на величину 6 (т.к. при 
использовании квадратурной формулы нет возмож-
ности учитывать дробную часть величины «смаза»).

Рис. 14. Результат восстановления обрезанного 
смазанного изображения миры с помощью 

инверсного фильтра при использовании ядра 
Котельникова с предварительной реставрацией 

обрезанных краев (α = 10−3, p = 1) 

Рис. 15. Результат восстановления обрезанного 
смазанного изображения миры с необрезанными 

краями с помощью инверсного фильтра при 
использовании квадратурной формулы трапеций 

с предварительной реставрацией обрезанных 
краев (α = 10−2, p = 1)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты численных экспериментов показы-
вают, что в случае, если величина «смаза» изобра-
жения выражена целом числом пикселей, то предло-
женный подход, основанный на использовании ядра 
Котельникова, работает так же хорошо, как и традици-
онный, основанный на использовании квадратурных 
формул. Однако применение ряда Котельникова будет 
иметь преимущество в случае, если величина «смаза» 
изображения выражена долями пикселя, поскольку 
в этом случае для полного учета априорной информа-
ции о величине «смаза» исключается необходимость 
интерполяции исходного изображения, как это было 
бы при использовании квадратурных формул.

Таким образом, использование ядра Котельникова 
предпочтительно при обработке смазанного изо-
бражения, получаемого на пределе разрешающей 
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способности фотоаппарата, когда важно устранять 
«смаз», величина которого может составлять доли 
пикселя. Такая ситуация характерна, например, для 
спутниковой фотосъемки поверхности Земли.
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Резюме 
Цели. После введения санкций против Российской Федерации и запрета поставки иностранной электрон-
ной техники, в т.ч. систем автоматизации, российским предприятиям, важнейшей задачей развития науки и 
техники в России является обеспечение технологического суверенитета. Один из «кирпичиков» в фундамен-
те решения данной задачи – это импортозамещение. Согласно планам, разработанным Министерством про-
мышленности и торговли Российской Федерации, курс на импортозамещение поможет произвести замену 
импортного оборудования отечественными аналогами.
Методы. Описываются подходы, положенные в основу совместного проекта РТУ МИРЭА и НИИ «ЦЭПП» 
по решению задач импортозамещения. Рассмотрены имеющиеся в мировом опыте стратегии замещения, 
а также объективные и субъективные препятствия для его проведения в России, среди которых недостаточ-
ная функциональность нормативно-правовых актов и сформированная привязанность к импортным техноло-
гиям и правилам. Показана особенность современных внешних взаимоотношений России как причина необ-
ходимости и срочности формирования технологического суверенитета. Описаны основные функциональные 
требования к программно-аппаратной платформе для построения современных автоматизированных си-
стем управления (АСУ) для машиностроения, а также возможности инжинирингового центра для решения 
прикладных задач по преодолению импортозависимости. Показаны составные части производства средств 
производства (машиностроения) и его роль в жизненном цикле продукции. 
Результаты. Обоснован выбор пилотного объекта инжиниринга – секционной стеклоформующей машины, 
предмета разработки – программно-аппаратного комплекса, включающего элементы промышленной элек-
троники и АСУ, показаны основные функциональные элементы АСУ и возникающие между ними связи. 
Выводы. Подтверждается, что в создании цифровых продуктов необходимо добиться полного импортоза-
мещения. Представлены перспективы сотрудничества с заинтересованными организациями.

Ключевые слова: жизненный цикл продукции, технологический суверенитет, импортозамещение, маши-
ностроение, программно-аппаратная платформа, стеклоформующая машина, автоматизированная система 
управления, реверс-инжиниринг
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Abstract
Objectives. Following the imposition of sanctions against the Russian Federation, which included a ban on the 
supply of foreign electronic equipment—including automation systems—to Russian enterprises, the continuing 
development of science and technology in Russia became a question of ensuring technological sovereignty according 
to the principle of import substitution. According to plans developed by the Ministry of Industry and Trade of the 
Russian Federation, the policy of import substitution, including automation systems, will ensure the replacement of 
imported equipment with domestic counterparts.
Methods. Approaches underlying the joint project of MIREA ‒ Russian Technological University and Environmental 
Industrial Policy Center to solve the problems of import substitution are described. Various substitution strategies 
available in the world experience, as well as objective and subjective obstacles to their implementation in Russia, 
including the insufficiency of domestic regulatory legal acts and previously formed attachments to imported 
technologies and regulatory frameworks, are considered. Distinctive features of contemporary external relations are 
adduced to the necessity and urgency of developing technological sovereignty. The main functional requirements 
for a software and hardware platform for developing modern automated control systems (ACS) for mechanical 
engineering applications, as well as the required capabilities of an engineering center for solving applied problems 
of overcoming import dependence, are described. The components of the production of capital goods (engineering) 
and its role in the product life cycle are shown.
Results. The selection of a pilot engineering object comprising a sectional glass-forming machine, along with a 
software-hardware complex including elements of industrial electronics and ACS, is justified. The main functional 
elements of the ACS and their interrelations are shown.
Conclusions. The results confirm the necessity of achieving complete import substitution for the creation of digital 
products. Prospects for cooperation with interested organizations are shown.

Keywords: product life cycle, technological sovereignty, import substitution, mechanical engineering, software and 
hardware platform, glass-forming machine, automated control system, reverse engineering
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ВВЕДЕНИЕ

С точки зрения классической экономики затраты 
ресурсов на импортозамещение нельзя считать вы-
сокоэффективными. Объясняется это тем, что заказ-
чик процесса будет вынужден тратить средства для 
повторного освоения уже существующего способа 
производства. 

К причинам, побуждающим Российскую Федера-
цию к политике импортозамещения в 2023 г., стоит 
отнести не столько фундаментальные, проистекающие 
из возможности увеличить внутренний экономический 
потенциал, сколько ситуационные, вызванные санкци-
ями, создающими экзистенциальную угрозу государ-
ству и его экономике [1]. Сложившаяся среда враждеб-
ных или приостановленных отношений со вчерашними 
экономическими партнерами диктует необходимость 
и срочность локализации полного спектра продукции. 
При этом критически важные виды производственной 
деятельности требуется ориентировать исключительно 
на внутренний рынок, воссоздавая производственные 
цепочки внутри страны [2]. 

В 2022 г. был принят целый блок мер экстренно-
го реагирования на санкционную политику, который 
противоречит концепции импортозамещения, но по-
зволяет избежать рисков лавинообразного падения 
производства и потребления. Так, разрешение на па-
раллельный импорт без разрешения правообладателей 
и обнуление импортных пошлин способствуют как раз 
развитию импортозависимости, но представляются 
временно необходимым решением, т.к. обеспечивают 
временной лаг не только для создания и потребления 
отечественной продукции, но и для улучшения свойств 
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производимых объектов по сравнению с исходными 
образцами. Так формулируется императив для созда-
ния технологического суверенитета. 

СОЗДАНИЕ СРЕДСТВ ПРОИЗВОДСТВА 
КАК ОСНОВА ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО 

СУВЕРЕНИТЕТА СТРАНЫ

Чаще всего страна специализируется на про-
изводстве тех продуктов, где имеет преимущества 
в обладании факторами производства [3]. Однако 
в теории сравнительных издержек [4, 5] считается, 
что страна не может обладать конкурентными пре-
имуществами по всему спектру производимых ло-
кально, но имеющихся на глобальных рынках това-
ров. В условиях санкций потребность в собственном 
производстве увеличивается вне зависимости от на-
личия конкурентных преимуществ.

Анализ схемы индустриального жизненно-
го цикла (рис. 1) показывает, что существует сектор 
производства средств производства или машино-
строения, который имеет влияние на всю цепь транс-
формаций (переделов) вещества – от добычи сырья 
до утилизации продукта. Очевидно, что требуется син-
хронизация многовекторного замещения – средств про-
изводства и предметов потребления. В конечном итоге 
потребность в потреблении должна обеспечить эффек-
тивность импортозамещения средств производства.

Упомянутый сектор состоит из двух инду-
стриальных частей (рис. 2): физической (маши-
ны, станки) и цифровой (сбор данных, управление 
процессами). Цифровая часть реализуется в физи-
ческой части посредством программно-аппаратных 

Производство средств 
производства

Добыча 
и обогаще-
ние сырья

Производство 
компонентов 

и полуфабрикатов 
(начальные переделы)

Производство 
предметов 

потребления 
(высшие переделы)

Вторичная 
переработка 
и финальная 
утилизация

Рис. 1. Схема индустриального жизненного цикла продукции
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платформ (ПАП), обеспечивающих надлежа-
щую функциональность систем автоматического 
управления, опирающуюся на исполнительные 
устройства (клапаны, сервоприводы и др.). Для 
управления сложным производственным обору-
дованием используется система диспетчерского 
управления и сбора данных (supervisory control and 
data acquisition – SCADA), которая позволяет цен-
трализовать функции исполнительных устройств, 
а также обеспечивать производственную статистику 
для автоматизированных систем управления (АСУ) 
технологического процесса и для предиктивных 
аналитических систем. 

Развитие машиностроения представляется це-
лью национальной безопасности и основополагаю-
щим условием дальнейшего роста и развития страны. 
Зависимость от импорта 50–90%1, 2, 3, 4, 5 элементов 
и комплектующих оборудования, даже с учетом со-
кращения за последние 8 лет, выступает главным 
ограничителем развития внутренних производств 
и обеспечения экономического роста и, таким обра-
зом, определяет приоритеты импортозамещения, без 

1 Приказ Минпромторга РФ от 07.07.2021 № 2486. [Order of the Ministry of Industry and Trade of the Russian Federation 
No. 2486 dated 07.07.2021.]. https://rulaws.ru/acts/Prikaz-Minpromtorga-Rossii-ot-07.07.2021-N-2486/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

2 Приказ Минпромторга РФ от 02.08.2021 № 2913. [Order of the Ministry of Industry and Trade of the Russian Federation 
No. 2913 dated 02.08.2021.]. https://rulaws.ru/acts/Prikaz-Minpromtorga-Rossii-ot-02.08.2021-N-2913/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

3 Приказ Минпромторга РФ от 20.08.2021 № 3273. [Order of the Ministry of Industry and Trade of the Russian Federation 
No. 3273 dated 20.08.2021.]. https://rulaws.ru/acts/Prikaz-Minpromtorga-Rossii-ot-20.08.2021-N-3273/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

4 Приказ Минпромторга РФ от 30.07.2021 № 2882. [Order of the Ministry of Industry and Trade of the Russian Federation 
No. 2882 dated 30.07.2021.]. https://rulaws.ru/acts/Prikaz-Minpromtorga-Rossii-ot-30.07.2021-N-2882/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

5 Приказ Минпромторга РФ от 30.07.2021 № 2881. [Order of the Ministry of Industry and Trade of the Russian Federation 
No. 2881 dated 30.07.2021.]. https://legalacts.ru/doc/prikaz-minpromtorga-rossii-ot-30072021-n-2881-ob-utverzhdenii/. Дата обраще-
ния 04.04.2023. / Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

которых процесс будет происходить спонтанно, без 
должной эффективности [1].

Стадию проведения импортозамещения в 50–70 гг. 
XX века прошли большинство новых индустри-
альных стран [6]. Существовало научное пред-
положение о том, что экономическое положение 
стран-экспортеров сырьевых товаров (развиваю-
щихся государств) постепенно ухудшается, если они 
не прибегают к политике импортозамещения при ин-
дустриализации (гипотеза Пребиша – Зингера [7]). 
Южная Америка ориентировалась, в основном, 
на насыщение внутреннего рынка, Юго-Восточная 
Азия – на экспортные поставки. Экспортная стра-
тегия, как показало время, оказалась более эф-
фективной [8], но лишь при условии постоянного 
ослабления национальной валюты, что приводит 
к снижению добавочной стоимости изделия, высо-
кой внутренней инфляции или ограничениям роста 
уровня жизни [9]. 

В России импортозамещение (там, где оно осу-
ществлялось) опиралось на экспортную страте-
гию [10]. В ноябре 2015 г. Государственный совет РФ 

Производство средств производства

Пластиковые 
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Рис. 2. Взаимодействие индустриальных частей при производстве средств производства
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принял базовые решения по данной проблематике. 
В рамках действий было предложено:

• обеспечить процесс замещения импорта финан-
совыми ресурсами, в основном за счет изменения 
налогообложения, а также за счет средств Фонда 
развития промышленности и Федеральной кор-
порации по развитию малого и среднего бизнеса, 
включая «проектное финансирование» и предо-
ставление государственных гарантий;

• полностью ориентировать систему государствен-
ных закупок на приобретение отечественного 
оборудования, применяя специальные стиму-
лы для загрузки российских производственных 
мощностей;

• создать систему централизованного управле-
ния импортозамещением и соответствующего 
контроля, которая позволяла бы при наличии 
российских аналогов блокировать покупку ино-
странных продуктов6.
Во исполнение этих задач приняты нор-

мативно-правовые акты (НПА), в частности  
ПП РФ № 2087 и ПП РФ № 2098 от 18.02.2022 г. При 
всех очевидных достоинствах следует обратить вни-
мание на их недостатки. Так, критерием результа-
тивности в ПП РФ № 209 является количество соз-
данных комплектов конструкторской документации, 
что не может отражать экономическую результа-
тивность. Постановление Правительства РФ № 208 
представляется более совершенным механизмом, 
однако там отсутствуют механизмы вертикальной 
интеграции и агрегации объектов разработки по раз-
личным признакам, а каждое комплектующее разра-
батывается отдельными коллективами, что сильно 
повышает удельные затраты на разработку изделия 
в целом [11].

В России поддерживаются локальные разра-
ботки программного обеспечения и электроники. 
Кроме того, реализуются программы по импортоза-
мещению в рамках национального проекта «Малое 
и среднее предпринимательство», разделение усилий 

6 Комиссии Госсовета обсудили идею создания единого сервиса по импортозамещению. [State Council commissions discussed 
the idea of creating a unified service for import substitution.]. https://tass.ru/ekonomika/14848255. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

7 О предоставлении субсидии из федерального бюджета автономной некоммерческой организации «Агентство по техно-
логическому развитию» на поддержку проектов, предусматривающих разработку конструкторской документации на комплек-
тующие изделия, необходимые для отраслей промышленности. Постановление Правительства РФ № 208 от 18.02.2022. [On 
the granting of subsidies from the federal budget to the autonomous non-profit organization “Agency for Technological Development” 
to support projects involving the development of design documentation for components required for industries. Decree of the Government 
of the Russian Federation No. 208 dated 18.02.2022.]. http://static.government.ru/media/files/zISr7dzERAaYQY0N2HBwbN4FoBah9
M6Y.pdf. Дата обращения 04.04.2023. / Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

8 О предоставлении грантов в форме субсидий из федерального бюджета на реализацию проектов по созданию и (или) 
развитию центров инженерных разработок на базе образовательных организаций высшего образования и научных организаций, 
реализующих проекты, связанные с разработкой комплектующих. Постановление Правительства РФ № 209 от 18.02.2022. [On 
providing grants in the form of subsidies from the federal budget for the implementation of projects to create and (or) develop engineering 
development centers on the basis of educational organizations of higher education and scientific organizations implementing projects 
related to the development of components. Decree of the Government of the Russian Federation No. 209 dated 18.02.2022.]. http://
government.ru/docs/all/139438/. Дата обращения 04.04.2023. / Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

происходит по двум направлениям: развертывание 
серийного производства, производство уникального 
оборудования и создание новых технологий, облег-
чающих внедрение ноу-хау и наукоемких средств 
производства [12].

Целью принятых НПА является опережаю-
щее развертывание внутри страны производств, 
создающих продукцию, заменяющую импортные 
аналоги и превосходящую последние по потреби-
тельским характеристикам, освоение новых техно-
логий (рис. 3) [13]. Для российской экономики это 
касается не только изделий, но и технологий и ин-
ститутов (правил), импорт которых в значительной 
степени обусловил зависимость развития от гло-
бальных центров инженерных разработок. Подобная 
стратегия развития навязывалась не только в про-
мышленности, но и в образовании и науке, которые 
в своем развитии привязаны к внешним оценкам 
и стандартам, и результатом стала «модель неявных 
санкций» [1], реализованная задолго до современ-
ной конфронтационной эпохи.

Этап Тип технологии Тип улучшений

Замысел

Доводка до наилучших 
практик

Усовершенствование 
(повышение эффективности)

Существенные изменения 
невозможны

Перспективная

Новая

Переходная

Старая 
(традиционная)

Исчезающая

Разработка

Внедрение
Отработка

Тиражирование

Модернизация

Насыщение

Прекращение

Рис. 3. Эволюция технологий по О.С. Сухареву [14]

Сформированная привязанность к импортным 
технологиям и правилам является одним из глав-
ных препятствий к их замещению. Этот управлен-
ческий эффект связан с содержанием ядра техноло-
гий, следовательно, отечественным разработчикам 

https://tass.ru/ekonomika/14848255
http://static.government.ru/media/files/zISr7dzERAaYQY0N2HBwbN4FoBah9M6Y.pdf
http://static.government.ru/media/files/zISr7dzERAaYQY0N2HBwbN4FoBah9M6Y.pdf
http://government.ru/docs/all/139438/
http://government.ru/docs/all/139438/
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необходимо создать такое ядро и ввести в действие 
в условиях острой конкуренции с работающей, 
пусть и за счет параллельного импорта, инфра-
структурой [1]. Обрабатывающие производства, как 
правило, стремятся исключить из повседневной де-
ятельности риски, связанные с необходимостью по-
вышения квалификации, проведения научно-иссле-
довательских опытно-конструкторских разработок 
и других инноваций, требующих больших времен-
ны́х затрат. Именно это объясняет инерционную ре-
акцию на введение санкций, поскольку проще най-
ти параллельный импорт, чем заставить элементы 
сложной системы локализовать технологию и обо-
рудование. 

Это составляет фундаментальное ограничение 
в сфере импортозамещения. Замещение технологии 
дает возможность создать собственный продукт, но, 
если сохранятся действующие правила ориентации 
хозяйствования на импортный продукт, как на луч-
ший по умолчанию, то это будет продолжать сни-
жать конкурентный потенциал отдельной отрасли 
и экономики в целом. Поэтому центрами компетен-
ций по преодолению импортозависимости становят-
ся инжиниринговые центры – элементы инноваци-
онного развития [15].

Проекты импортозамещения в современных ус-
ловиях должны быть нацелены не только на обнов-
ление основных фондов, на повторение уже достиг-
нутого технологического уровня, а в значительной 
степени ориентироваться на создание основы опере-
жающего развития и модернизации реального секто-
ра экономики. 

Для большинства направлений производства 
средств производства значительную сложность 
представляют вопросы создания систем автома-
тического и автоматизированного управления. 
За прошедшие десятилетия стало традицией 
ориентироваться на микроэлектронные и про-
граммные решения в этой области, производи-
мые за рубежом, что привело к текущей неопре-
деленности в поддержании работоспособности 
производственного оборудования. Недостаточная 
развитость российского парка промышленных 
контроллеров, периферии и средств разработки 
не позволяет быстро решать задачи по локализа-
ции машиностроения. 

Особенно остро стоит проблема создания ПАП, 
представляющей собой совокупность аппаратных 
и программных средств, которые осуществляют 
контроль и управление производственными и техно-
логическими процессами, поддерживают обратную 
связь и активно воздействуют на ход процесса при 
отклонении его от заявленных параметров, а также 
обеспечивают регулирование и оптимизацию управ-
ляемого процесса. 

ПАП включает в себя разветвленную струк-
туру с распределенным вводом-выводом и цен-
трализованной обработкой сигналов и должна 
обеспечивать физическую взаимосвязь исполни-
тельных механизмов и датчиков технологическо-
го оборудования. Сигнальные линии в зависимо-
сти от типа подключены к модулям ввода-вывода 
аналоговых и дискретных сигналов, соединенных 
промышленной шиной с программируемым ло-
гическим контроллером (ПЛК). Для повышения 
отказоустойчивости могут быть использованы 
2 промышленных модуля ПЛК, поддерживающие 
горячее резервирование. В случае обрыва кабеля 
или выхода из строя одного из устройств удаленно-
го ввода-вывода должно требоваться минимальное 
время восстановления работоспособности всей си-
стемы. По промышленным протоколам, например, 
Modbus, Industrial Ethernet и т.п. ПЛК обеспечивает 
информационное взаимодействие с центральной 
системой управления (возможно, через комплекс 
противоаварийной защиты).

Для программирования ПЛК используются 
интегрированные средства разработки приложе-
ний (например, Codesys, ISAGRaf и др.), поддержи-
вающие все 5 языков программирования стандар-
та МЭК 61131-39 (LD, FBD, IL, ST, SFC). Таким 
образом, через промышленную сеть ПЛК отвеча-
ет за получение в реальном времени информации 
с датчиков, преобразование ее и обмен с другими 
компонентами системы автоматизации, а также для 
управления исполнительными механизмами. Далее 
через магистральную сеть происходит обмен дан-
ными между контроллерами и станциями опера-
тора. Операторский уровень включает серверы 
и пользовательские автоматизированные рабочие 
места для проведения мониторинга оперативного 
технологического и производственного процесса 
и, при необходимости, передачи команд на измене-
ние параметров. 

В машиностроении ПАП реализуется в виде 
разработки и внедрения прикладных программ-
но-аппаратных комплексов (ПАК) с различной сте-
пенью универсализации. РТУ МИРЭА и Научно-
исследовательский институт «Центр экологической 
и промышленной политики» начинают совместный 
проект по отработке функционала такой платформы 
на примере инжиниринга АСУ стеклоформующей 
машины (СФМ) (рис. 4). В отличие от физической 
части оборудования, где существуют объективные 

9 Национальный стандарт Российской Федерации. 
Контроллеры программируемые. Ч. 3. Языки программирова-
ния. [National Standard of the Russian Federation. Programmable 
Controllers. Part 3. Programming languages.]. https://docs.
cntd.ru/document/1200135008. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).
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ограничения для достижения 100%-ной независимо-
сти (например, натуральный каучук – составной ком-
понент многих резинотехнических изделий – не мо-
жет быть произведен в России по климатическим 
причинам), потенциал импортозамещения цифровой 
части практически не имеет ограничений и призна-
ется приоритетным в разработке по причинам про-
изводственной и информационной безопасности, 
соответствия требованиям наилучших доступных 
технологий. 

На основе научного опыта, тесных связей с отрас-
левыми предприятиями, прежде всего в области со-
ответствия наилучшим доступным технологиям, вы-
бран объект инжиниринга. В сотрудничестве с одним 
из крупнейших предприятий стекольной промыш-
ленности стала доступна восьмисекционная СФМ, 
для которой разрабатывается программа реверс- 
инжиниринга (рис. 5). Наша потенциально совмест-
ная разработка АСУ СФМ относится к импортоза-
мещению в области машиностроения (производство 

Цифровая часть (программные продукты)

Разработка ПАП

Программирование

Тестирование

Испытательный стенд инжинирингового центра

Автоматизированные 
системы управления

Подбор 
компонентов

Системы 
учета данных 

и контроля SCADA

Визуализация

Предиктивные 
аналитические 

системы

Обработка 
баз данных

Рис. 4. Компетенции инжинирингового центра

Рис. 5. Иерархическая схема реверс-инжиниринга
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средств производства) и находится в приоритетном 
перечне промышленной политики, поскольку ма-
шиностроение входит в основополагающие условия 
для роста и развития экономики страны.

Под АСУ обычно понимается целостное реше-
ние, обеспечивающее автоматизацию технологиче-
ских процессов. Понятие «автоматизированный», 
в отличие от понятия «автоматический», подчерки-
вает необходимость участия человека в отдельных 
операциях, как в целях сохранения контроля над 
процессом, так и в связи со сложностью или неце-
лесообразностью автоматизации отдельных опе-
раций. АСУ обеспечивает безопасность операций 
за счет высоконадежных средств сигнализации, 
блокировок и защит с минимальным периодом реа-
гирования, точного выполнения требований техно-
логического регламента, исключения ошибочных 
действий оперативного персонала при ведении 
технологического процесса, обеспечения надежной 
работы оборудования и предотвращения аварий-
ных ситуаций.

К уровню АСУ относится разработка алгоритма 
управления, реализующего сбор информации от пер-
вичных датчиков и исполнительных устройств, об-
работка полученной информации, автоматическое 
регулирование (поддержание технологических па-
раметров на заданном значении), ручное и/или авто-
матическое управление электроприводами и техно-
логическим оборудованием, передача информации 
от контроллеров и систем автоматики на верхний 
уровень. Для информационной связи всех подсистем 
используются промышленные сети.

В рамках работ по импортозамещению основ-
ной целью является разработка системы АСУ (про-
граммная прикладная часть), внедрение техниче-
ских средств автоматизации для существующего 
в Российской Федерации парка секционных СФМ 
на российской элементной базе и использование 
прикладных и системных продуктов из реестра рос-
сийского программного обеспечения10. Следующим 
шагом становится адаптация технологического обо-
рудования машины, включающего пульты управле-
ния, датчики параметров сред, электромеханиче-
ские клапаны, серводвигатели, шаговые двигатели, 
насосы и т.д., с постепенным переходом к исполь-
зованию появляющейся российской продукции. 
Результатом разработки системы будет ПАК СФМ, 
который объединит прикладное программное обе-
спечение, обеспечивающее алгоритмы безаварий-
ного управления исполнительными механизмами 
и контроля параметров машины. Программное обе-
спечение будет реализовано на ПЛК управления 
секциями (секционные контроллеры), устройствах 

10 https://reestr.digital.gov.ru/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

задания последовательностей синхроимпульсов 
центральным контроллером, управления скоростью 
и положением частотных преобразователей посред-
ством SCADA (рис. 6).

SCADA является программным инструментом, 
цель которого состоит в автоматизации контроля 
над технологическими процессами. Корректировка 
параметров осуществляется в режиме реального 
времени. Оператор получает исчерпывающую и до-
стоверную информацию об объектах и с помощью 
эффективных средств выполняет необходимые дей-
ствия. В промышленности востребованы функцио-
налы мониторинга, управления, архивирования 
полученных данных, оповещения, ведения отчетно-
сти. Одним из ключевых инструментов программ-
ного комплекса является иерархия уровней доступа. 
Наиболее распространенными SCADA на нашем 
рынке были продукты компаний Siemens11, Aveva12, 
GE Digital13 и др. В настоящее время улучшаются 
функциональные возможности, в т.ч. поддержка 
объектно-ориентированных моделей производства, 
российских аналогов, реализованных на платформе 
операционной системы Astra Linux14. 

Этап прототипирования и испытания алгорит-
мов АСУ быстрее и дешевле всего проходит в ходе 
опытных (полунатурных) испытаний алгоритмов си-
стемы на электромеханическом стенде одной секции 
с элементами цифрового двойника, виртуально ими-
тирующего работу других секций. 

В развитие систем, созданных на основе объек-
та сравнения, планируется разработка версий ПАК, 
адаптированных под разные варианты исполнения 
СФМ, с различной степенью локализации производ-
ства элементов физической части машины. Решение 
задач требует объединения усилий заинтересован-
ных сторон. На этапе разработки ПАП финанси-
рование проводится за счет собственных средств. 
Текущая стоимость подобных систем занимает зна-
чительную долю в стоимости оборудования, поэто-
му замещающий продукт обладает весомым коммер-
ческим потенциалом.

Важное значение придается возможности прак-
тического обучения на базе Инжинирингового цен-
тра как студентов российских ВУЗов, так и пер-
сонала предприятий-заказчиков. Для сокращения 
времени ознакомления интерфейс SCADA проек-
тируется по образу того, который уже используется 
на действующих СФМ. 

11 https://www.siemens.com/global/en.html. Дата обраще-
ния 04.04.2023. / Accessed April 04, 2023.

12 https://www.aveva.com/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023.

13 https://www.ge.com/digital/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023.

14 https://astralinux.ru/. Дата обращения 04.04.2023. / 
Accessed April 04, 2023 (in Russ.).

https://reestr.digital.gov.ru/
https://www.siemens.com/global/en.html
https://www.aveva.com/
https://www.ge.com/digital/
https://astralinux.ru/
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам исследований проблематики 
преодоления импортозависимости и создания техно-
логического суверенитета авторы пришли к следую-
щим выводам: 

1. Разработка платформы АСУ СФМ относится 
к импортозамещению в области машиностро-
ения и находится в приоритетном перечне про-
мышленной политики России. 

2. Параллельный импорт – это временное смяг-
чение, но не решение проблемы. Критически 
важные составляющие, к которым относится 
производство электронных компонентов и про-
граммного обеспечения, возможно и необходи-
мо замыкать на внутренний рынок, воссоздавая 
производственные цепочки внутри страны.

3. Технология – это не только оборудование, 
но и носители знания. Следует уделять ключе-
вую роль подготовке кадров. Инжиниринговые 
центры становятся элементами инновационного 
развития и имеют потенциал дополнительного 
образования для студентов и отраслевых специ-
алистов. 

4. В основе технологического суверенитета долж-
ны лежать технологии и продукты, которые ана-
логичны или превосходят лучшие мировые об-
разцы и практики. 

5. Разработчики технологий и оборудования долж-
ны сотрудничать и координировать свои усилия 

для максимальной эффективности как иннова-
ций, так и обратных разработок (реверс-инжи-
ниринга). Поскольку речь идет о производстве 
средств производства, а не о продукции массо-
вого потребления, считаем нецелесообразным 
параллельные разработки одних и тех же эле-
ментов (физических и цифровых) разными ор-
ганизациями. Объединение производственных 
заказов и их долгосрочное планирование позво-
лят снизить себестоимость производительных 
машин, что скажется на экономике продукции 
массового спроса. 

6. Разработка и внедрение АСУ технологических 
процессов имеют весомые перспективы монети-
зации, но начальная стадия исследований в от-
сутствии инновационных инвесторов, как пра-
вило, проводится за счет самофинансирования. 
Существующие методы государственной под-
держки недостаточно согласуются между собой 
и характеризуются отсутствием планирования 
производств и формирования централизованных 
заказов, которые способны повлиять на стои-
мость элемента и изделия. 

7. Требуется повысить статус проектов по импор-
тозамещению и, по возможности, централизо-
вать их проведение и финансирование, выделив 
в отдельный национальный проект, целью кото-
рого являются фиксация достижений отдельных 
отраслей и их масштабирование на индустрию 
в целом.

Объект испытаний (стеклоформующая секция) Автоматизированная система управления

ПЭВМ 3 (персональная электронно-вычислительная машина)

ПЭВМ 1

ПЭВМ 2

К 1

ПЛК 2

ПУ

ПЛК 1

Отрез капли ножницами

Механизм черновой 
формы

Механизм плунжера

Механизм чистовой 
формы

Механизм прессголовки

Механизм дутьевой 
головки

Механизм отставителя

Механизм турновера

Механизм пушера

АРМ машины 
(SCADA система)

Сетевая 
IP камера

Сервер 
(SCADA система)

Сетевой 
коммутатор

Сетевой 
коммутатор

Секционный ПЛК
Центральный 
ПЛК машины

Пульт управления 
секцией

Сервер стенда 
(SCADA, IDE, циф-

ровые двойники 
операций/данных)

Рис. 6. Функциональная схема по разработке стенда АСУ. IO (input/output) – ввод/вывод; 
АРМ – автоматизированное рабочее место, IDE (integrated development environment) – интегрированная 

среда разработки
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