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•  Information systems. Computer 
sciences. Issues of information  
security

•  Multiple robots (robotic centers)  
and systems. Remote sensing  
and non-destructive testing 

•  Modern radio engineering  
and telecommunication systems 

•  Micro- and nanoelectronics. Condensed 
matter physics

•  Analytical instrument engineering  
and technology

•  Mathematical modeling 
•  Economics of knowledge-intensive  

and high-tech enterprises and industries. 
Management in organizational systems

•  Product quality management. 
Standardization

•  Philosophical foundations of technology 
and society
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•  Информационные системы. 
Информатика. Проблемы 
информационной безопасности

•  Роботизированные комплексы и системы.  
Технологии дистанционного зондирова-
ния и неразрушающего контроля

•  Современные радиотехнические 
и телекоммуникационные системы

•  Микро- и наноэлектроника. Физика 
конденсированного состояния

•  Аналитическое приборостроение  
и технологии

•  Математическое моделирование
•  Экономика наукоемких и высокотехно-

логичных предприятий и производств. 
Управление в организационных системах

•  Управление качеством продукции. 
Стандартизация

•  Мировоззренческие основы  
технологии и общества
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ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ 
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Резюме. Задача распознавания объектов на изображениях является актуальной в настоящее время, посколь-
ку существующие системы и методы не решают полностью проблему идентификации в сложных условиях: 
помехи, освещение, различные изменения на лице и т.д. С целью решения этой задачи разработан и описан 
локальный детектор для модели репринта объекта на изображении. Для локального детектора разработан 
трансформирующий автокодер (ТА) – модель нейронной сети. Данная модель является подвидом общего 
класса нейронных сетей снижения размерности. Локальный детектор способен, помимо определения изме-
ненного объекта, также определить и изначальную форму объекта. Особенностью ТА является представле-
ние участков изображения в компактном виде и проведение оценки параметров аффинной трансформации. 
Трансформирующий автокодер представляет собой гетерогенную сеть (ГС), состоящую из множества сетей 
меньшей размерности, называемых капсулами. Искусственные нейронные сети должны использовать локаль-
ные капсулы, которые выполняют некоторые довольно сложные внутренние вычисления на своих входах, а за-
тем инкапсулируют результаты этих вычислений в небольшой вектор высокоинформативных выходов. Каждая 
капсула учится распознавать неявно определенный визуальный объект в ограниченной области условий про-
смотра и деформаций. Она выводит как вероятность того, что объект присутствует в своей ограниченной об-
ласти, так и набор «параметров экземпляра», которые могут включать точную позу, освещение и деформацию 
визуального объекта относительно неявно определенной канонической версии этого объекта. Главное преи-
мущество капсул, выводящих параметры экземпляра, заключается в простом способе распознавания целых 
объектов путем распознавания их частей. Капсула может научиться выводить позу своего визуального объекта 
в вектор, линейно связанный с «естественными» представлениями позы, которые используются в компьютер-
ной графике. Существует простой и высокоселективный тест на то, имеют ли визуальные объекты, представ-
ленные двумя активными капсулами, правильные пространственные отношения для активации капсулы более 
высокого уровня. Трансформирующий автокодер решает проблему идентификации лицевых изображений в 
условиях помех (шумности), изменения освещенности и ракурса. 
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Abstract. Currently, methods for recognizing objects in images work poorly and use intellectually unsatisfactory 
methods. The existing identification systems and methods do not completely solve the problem of identification, 
namely, identification in difficult conditions: interference, lighting, various changes on the face, etc. To solve these 
problems, a local detector for a reprint model of an object in an image was developed and described. A transforming 
autocoder (TA), a model of a neural network, was developed for the local detector. This neural network model is a 
subspecies of the general class of neural networks of reduced dimension. The local detector is able, in addition to 
determining the modified object, to determine the original shape of the object as well. A special feature of TA is the 
representation of image sections in a compact form and the evaluation of the parameters of the affine transformation. 
The transforming autocoder is a heterogeneous network (HS) consisting of a set of networks of smaller dimension. 
These networks are called capsules. Artificial neural networks should use local capsules that perform some rather 
complex internal calculations on their inputs, and then encapsulate the results of these calculations in a small vector 
of highly informative outputs. Each capsule learns to recognize an implicitly defined visual object in a limited area 
of viewing conditions and deformations. It outputs both the probability that the object is present in its limited area 
and a set of “instance parameters” that can include the exact pose, lighting, and deformation of the visual object 
relative to an implicitly defined canonical version of this object. The main advantage of capsules that output instance 
parameters is a simple way to recognize entire objects by recognizing their parts. The capsule can learn to display 
the pose of its visual object in a vector that is linearly related to the “natural” representations of the pose that are used 
in computer graphics. There is a simple and highly selective test for whether visual objects represented by two active 
capsules A and B have the correct spatial relationships for activating a higher-level capsule C. The transforming auto-
encoder solves the problem of identifying facial images in conditions of interference (noise), changes in illumination 
and angle.

Keywords: neural network, image recognition, pattern recognition, identification model

ВВЕДЕНИЕ

Существующие системы и методы распознава-
ния объектов на изображениях не решают полностью 
проблему идентификации, а именно, идентификации 
в сложных условиях: помехи, освещение, различные 
изменения на лице, изменение большого угла съемки 
(ракурс) и т.д. В современных методах распознава-
ния использование множества нелинейных функций 
активаций применяемых нейронов является трудоем-
ким и неточным процессом. Подтверждение тому – 
большое количество работ, посвященных данной 

проблематике [1−13], что говорит об актуальности 
проблемы и ее нерешенности до сих пор. Актуальные 
методы, алгоритмы, системы требуют больших вы-
числительных мощностей либо применения програм-
мируемого постоянного запоминающего устройства в 
«умных» камерах, что ведет к удорожанию системы.

ЛОКАЛЬНЫЙ ДЕТЕКТОР

Для решения описанных выше проблем при 
идентификации лицевых изображений (и не толь-
ко) в работе разработан локальный детектор (ЛД) 

mailto:tibult41@gmail.com
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2021-9-5-7-13
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для модели репринта объекта на изображении [14]. 
ЛД – элементарная единица модели репринта объек-
та (МРО) на изображении. Для локального детекто-
ра разработан трансформирующий автокодер (ТА) – 
модель нейронной сети. Данная модель является 
подвидом общего класса нейронных сетей снижения 
размерности. Помимо определения измененного 
объекта, ЛД способен также определить и изначаль-
ную форму объекта. В особенности ТА входит пред-
ставление участков изображения в компактном виде 
и проведение оценки параметров аффинной транс-
формации.

Трансформирующий автокодер представляет со-
бой гетерогенную сеть (ГС), которая состоит из мно-
жества сетей меньшей размерности – капсул.

Определение капсулы:
• все капсулы трансформирующего автокодера 

имеют одинаковую структуру;
• каждая капсула инкапсулирует визуализацию 

изображения объекта.
ТА – это нейронная сеть, для обучения которой 

непосредственно используется «метод обратного 
распространения ошибки», в качестве эталона ис-
пользуются входные значения автокодера. Функция 
в рассматриваемой нейронной сети представлена в 
простом виде c = f(x) = x. При использовании транс-
формирующего автокодера необходимо дополни-
тельно применить ограничение – «узкое горло» в 
одном из слоев с меньшим числом нейронов, чем во 
входном слое. 

Таким образом, нейроны, принадлежащие тако-
му виду слоя, представляют собой репринт данных. 
В отличие от метода главных компонент, использо-
вание множества слоев трансформирующего авто-
кодера и нелинейных функций активации нейронов 
является компактным и точным.

Приведем пример: когда набор данных (в данном 
случае – изображений) подается на вход и представ-
лен в виде небольших изображений размером 
x R∈ ⋅ =28 28 784 ,  тогда их репринт может быть пред-
ставлен скрытым слоем размером порядка 30, т.е. 
c = f(x) = R30. В каждой капсуле присутствует один 
решающий нейрон, принимающий значение (0, 1) – 
это соответствует тому, что объект присутствует на 
изображении.

Стоит сказать, что некоторые из систем компью-
терного зрения используют гистограммы ориентиро-
ванных градиентов в качестве «визуальных слов» и 
моделируют пространственное распределение этих 
элементов с помощью грубой пространственной 
пирамиды. Такие методы могут правильно распоз-
навать объекты, не зная точно, где они находятся – 
способность, которая используется для диагностики 
повреждений мозга у людей. Искусственные ней-
ронные сети используют схемы распределения веса 

с ручным кодированием для уменьшения числа сво-
бодных параметров и достигают локальной трансля-
ционной инвариантности путем субсэмплирования 
активности локальных пулов переведенных реплик 
одного и того же ядра. После нескольких этапов суб-
сэмплирования в сверточной сети высокоуровневые 
объекты имеют большую неопределенность в своих 
позах. 

Искусственные нейронные сети должны исполь-
зовать локальные капсулы, которые выполняют не-
которые довольно сложные внутренние вычисления 
на своих входах, а затем инкапсулируют результаты 
этих вычислений в небольшой вектор высокоинфор-
мативных выходов. Каждая капсула учится распоз-
навать неявно определенный визуальный объект в 
ограниченной области условий просмотра и дефор-
маций. Капсула выводит как вероятность того, что 
объект присутствует в своей ограниченной области, 
так и набор «параметров экземпляра», которые мо-
гут включать точную позу, освещение и деформацию 
визуального объекта относительно неявно опреде-
ленной канонической версии этого объекта. Когда 
капсула работает должным образом, вероятность 
присутствия визуальной сущности локально инва-
риантна – она не изменяется, когда сущность пере-
мещается по многообразию возможных проявлений 
в ограниченной области, охватываемой капсулой. 
Параметры экземпляра являются «эквивариантны-
ми»: по мере изменения условий просмотра и пере-
мещения объекта по внешнему многообразию пара-
метры экземпляра изменяются на соответствующую 
величину, поскольку они представляют внутренние 
координаты объекта на внешнем многообразии [1].

Одно из главных преимуществ капсул, выводя-
щих явные параметры экземпляра, заключается в 
простом способе распознавания целых объектов пу-
тем распознавания их частей. Если капсула может на-
учиться выводить позу своего визуального объекта в 
вектор, линейно связанный с «естественными» пред-
ставлениями позы, используемыми в компьютерной 
графике, существует простой и высокоселективный 
тест на то, имеют ли визуальные объекты, представ-
ленные двумя активными капсулами А и В, правиль-
ные пространственные отношения для активации 
капсулы более высокого уровня С. Предположим, 
что выходные данные позы капсулы А представлены 
матрицей TA, которая задает преобразование коор-
динат между канонической визуальной сущностью 
и фактическим экземпляром этой сущности, най-
денным капсулой А. Если умножить TA на функ-
ционал преобразования координат «часть-целое» 
TAC, который связывает каноническую визуальную 
сущность A с канонической визуальной сущностью 
C, мы получим предсказание для TC. Аналогично 
мы можем использовать TB и TBC для получения 
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другого прогноза. Если эти предсказания хорошо со-
впадают, экземпляры, найденные капсулами А и В, 
находятся в правильном пространственном соотно-
шении для активации капсулы С, и среднее значение 
предсказаний говорит нам, как большая визуальная 
сущность, представленная C, преобразуется отно-
сительно канонической визуальной сущности C. 
Если, например, А – рот, а В – нос, то каждый из них 
может предсказать положение лица. Если эти пред-
сказания совпадают, рот и нос должны находиться в 
правильном пространственном соотношении, чтобы 
сформировать лицо. Интересным свойством этого 
способа выполнения распознавания формы являет-
ся то, что знание отношений «часть-целое» является 
инвариантным и представлено весовыми матрица-
ми, тогда как знание параметров экземпляра наблю-
даемых в данный момент объектов и их частей явля-
ется эквивариантным с точки зрения точки зрения и 
представлено нейронными активностями.

Чтобы получить такую иерархию «часть-целое», 
капсулы, которые реализуют части самого низкого 
уровня в иерархии, должны извлекать явные параме-
тры позы из интенсивности пикселей. 

x x x
+∆x +∆x +∆x+∆y +∆y +∆y

y y yp p p

Рис. 1. Три капсулы трансформирующего 
автоэнкодера, моделирующего переводы

После того, как интенсивность пикселей была 
преобразована в выходные данные набора активных 
капсул первого уровня, каждая из которых произво-
дит явное представление позы своего визуального 
объекта, визуальные объекты могут быть распознаны 
с помощью активных капсул более низкого уровня. 

Рассмотрим нейронную сеть прямой связи, показан-
ную на рис. 1. Каждая капсула на рисунке имеет 3 блока 
распознавания и 4 блока генерации. Веса на соединениях 
изучаются путем обратного распространения расхожде-
ния между фактическими и целевыми выходами. Сеть 
детерминирована и, как только она была изучена, она мо-
жет принимать в качестве входных данных изображение 
и желаемые сдвиги Ax и Ay и выводит сдвинутое изобра-
жение. Сеть состоит из нескольких отдельных капсул, ко-
торые взаимодействуют только на последнем слое, когда 
они сотрудничают для получения желаемого смещенно-
го изображения. Каждая капсула имеет свои собственные 
логические «блоки распознавания», которые действуют 
как скрытый слой для вычисления трех чисел x, y и p, 
являющимися выходами. Капсула будет посылать их на 
более высокие уровни системы зрения (р – вероятность 
того, что визуальная сущность капсулы присутствует на 
входном изображении). Капсула, в свою очередь, имеет 
свои генераторы, входными данными для этих блоков 
выступают величины x + Δx и y + Δy, где x и y – входные 
и выходные данные для одной капсулы. Капсулы изуча-
ют генеративные единицы с проективными полями, ко-
торые сильно локализованы (рис. 2). Опишем состояние 
для каждой из них функциями активации:

 

H x b

c H b R

c c s R

p H b

r xh r
N

hc r c

hp r p

r= +( ) ∈( )
= + ∈

′ = + ∈

= +(

σ

σ

W

W

W

0 1
2

2

, ,

,

,

)) ∈( )
= ′ +( ) ∈( )

= ∈

′

0 1

0 1

784

, ,

, ,

.

H c b

y p H R

g c g g
N

hy g

gσ W

W

 (1)

30 выходов модуля до и после сдвига на +3 или –3 пикселя

6

5

4

3

2

1

0

– 1

– 2

– 3

– 4

x

y– 6 – 4 – 2 0 2 4 6

Рис. 2. Сдвиги значений x и y
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Заметим, что, если каждая капсула получает 9 ве-
щественных выходов, которые обрабатываются как 
матрица размерности 3 × 3, ТА может быть обучен 
предсказывать полное 2D аффинное преобразова-
ние (перевод, вращение, масштабирование и сдвиг). 
Матрица преобразования T применяется к выходу 
капсулы A, чтобы получить матрицу ТА. Элементы 
ТА затем используются в качестве входных данных 
для блоков генерации при прогнозировании целево-
го выходного изображения.

Предполагается применить критерий разре-
женности в качестве вспомогательного условия. 
Применение критерия разреженности эффективно 
для ТА. Заметим, что условие разреженности обя-
зано представлять собой лимитирование, наклады-
ваемое на нейроны порождающего и распознающе-
го слоя. Так, для применения ТА в составе модели 
следует увеличить формулировку трансформации за 
пределы двумерных трансляций. Для условия раз-
реженности применена информационная диверген-
ция уже разработанной автором модели идентифи-
кации лицевых изображений. Формула расстояния 
Кульбака – Лейблера имеет вид: 

S KL s s s s
s

s s
sj

j j
j
L

j
L nn= ( ) = + −( ) −

−== ∑∑ || ˆ log log
ˆ
,



1 1
111

  (2)

где Ln – количество нейронов; s
m

a xj j
Ln

ji
m= ( )=∑1

1
( )  – 

среднее значение активации; s – параметр разрежен-
ности.

Установив величину параметра s пропорцио-
нально небольшой, можно ограничить среднюю ак-
тивацию нейрона. Можно также изменять влияние 
этого параметра на работу гетерогенной сети, полу-
чив независимые признаки.

Для дальнейшей оптимизации параметров необ-
ходимо использовать функцию цены ТА с весами D 
и v, которая представлена формулой:

 J J KL s ss jj
Li

i
L

( , ) ( , ) || ˆ ,D v D v= + ( )== ∑∑β 11  (3)

где β – метапараметр; D и v – общие матрицы весов. 
В алгоритм обратного распространения ошибки 

(ОРО) необходимо ввести дополнительный пара-
метр. Ошибка по методу ОРО представляет собой 
выражение для некоторого слоя нейронной сети l:
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где zi
l  – аргумент функции активации i-го нейрона в 

слое l. 
Параметр представляется в виде критерия разре-

женности. Значение sj зависит от D и v как средняя 
активация нейрона j. 

Из исследуемых методов и алгоритмов [1−3, 5, 6, 
9−13, 15] ТА (нейронная сеть) показала наилучший 
результат при идентификации лицевых изображений 
в различных условиях съемки. В табл. 1 показаны 
результаты идентификации при изменении ракурса.
Таблица 1. Результаты идентификации 
при изменении ракурса

Ракурс POSIT, % SVM, % Авторский (ТА), %

(0°, 15°) 82 ± 4 85 ± 2 99 ± 4

(15°, 30°) 80 ± 3 81 ± 3 98 ± 3

(30°, 45°) 79 ± 4 80 ± 4 97 ± 3

(45°, 60°) 81 ± 5 82 ± 4 98 ± 4

В табл. 2 показаны результаты идентификации 
при изменении уровня освещенности.
Таблица 2. Результаты идентификации 
при изменении уровня освещенности

Освещенность, % POSIT, % SVM, % Авторский (ТА), %

25 35 ± 2 15 ± 2 88 ± 2

50 61 ± 5 47 ± 2 98 ± 2

75 70 ± 2 68 ± 4 98 ± 1

100 99 ± 1 99 ± 1 99 ± 1

В табл. 3 показаны результаты идентификации 
при возникновении различных помех, шумности на 
изображении. Под шумностью понимается нечет-
кость изображения при увеличении. Помехи – раз-
личные помехи при получении изображения, а также 
присутствие на лицевом изображении дополнитель-
ных атрибутов: очки, усы, макияж и т.д.
Таблица 3. Результаты идентификации 
при возникновении различных помех, шумности 
на изображении

Параметры POSIT, % SVM, % Авторский (ТА), %
шумность 84 ± 2 92 ± 2 97 ± 2

помехи 89 ± 5 83 ± 2 99 ± 1

Как видно из приведенных результатов, ТА, исполь-
зующий локальный детектор, менее чувствительно реа-
гирует на изменение ракурса положения лицевого изо-
бражения, освещенности и наличие помех (шумность).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из проведенного исследования следует, что пер-
спективным направлением дальнейшей работы является 
распространение предложенного метода на трехмерные 
предметы, а также комбинация местных пространствен-
ных структур с гипотетической 3D-моделью объекта. 
Представленный ЛД (элемент модели МРО) решает 
проблему устойчивости идентификации лицевых изо-
бражений в условиях помех (шумности), изменения ос-
вещенности и ракурса. 
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Резюме. Качество обслуживания в сети (QoS) – это процесс управления сетевыми ресурсами для уменьшения 
потери пакетов, а также уменьшения джиттера и задержки. QoS широко используется в традиционных сетях, а 
также может быть реализован в стандарте 5G на основе программно-конфигурируемой сети (SDN). Традицион-
ная сеть несет в себе несколько проблем, таких как зависимость от поставщика, сложность управления большой 
сетью, динамически меняющиеся политики пересылки и многое другое. Программно-конфигурируемая сеть – 
это новая стратегия, разработанная для решения таких проблем традиционной IP-сети, как высокий уровень 
сложности и неспособность своевременно адаптироваться к новым требованиям к качеству обслуживания. 
Фундаментальная идея, лежащая в основе SDN, по сравнению с традиционной сетевой парадигмой, заключа-
ется в создании горизонтально интегрированных систем путем разделения уровня управления и данных при 
обеспечении все более сложного набора абстракций. В последнее время появились различные инфраструк-
туры QoS с поддержкой SDN, которые предлагают множество возможностей для реконфигурации сети и опре-
деления политик на высоком уровне. Требования QoS для сетей 5G были определены на основе трех основных 
категорий сценариев использования: Extreme Mobile BroadBand (xMBB), Massive Machine Type Communications 
(mMTC) IoT/M2M-устройства и высоконадежная М2М-связь (сверхнадежная связь машинного типа – uMTC). В 
статье анализируется и исследуется QoS на основе метода протокола OpenFlow и QoS на основе метода кон-
троллеров с открытым исходным кодом SDN в сети 5G. Обсуждаются различные архитектурные проблемы сети 
SDN контроллеров с открытым исходным кодом и исследуется их влияние на QoS. Описываются характеристики 
QoS, такие как задержка, доступность, надежность, джиттер и пропускная способность. Обсуждаются и сравни-
ваются параметры QoS в сети 5G, которые определены мировыми лидерами в данной технологии.
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Abstract. The quality of service (QoS) in networking is the process of managing network resources to reduce 
packet loss and to lower network jitter and latency. QoS has been widely used in traditional network and can also 
be implemented in the 5G standard based on a software-defined network (SDN). A traditional network carries 
several challenges, such as vendor dependency, the complexity of managing a large network, dynamically changing 
forwarding policies, and more. Software-defined networking is a new networking strategy designed to address the 
challenges of a traditional IP network, such as high levels of complexity and inability to adapt to the new quality 
of service requirements in a timely manner. The fundamental idea behind SDNs compared to the conventional 
networking paradigm is the creation of horizontally integrated systems through the separation of the control and 
the data plane while providing an increasingly sophisticated set of abstractions. Recently, various SDN-enabled 
QoS frameworks have emerged that offer many possibilities for network reconfiguration and high-level definition of 
policies. QoS requirements for 5G networks have been defined on the basis of three main categories of use cases: 
extreme mobile broadband (xMBB), massive machine type communications (mMTC) IoT/M2M devices, and highly 
reliable М2М-communication (ultra-reliable machine-type communications – uMTC). This paper analyzes and 
surveys the QoS based on the openflow protocol method and QoS based on open-source SDN controllers method 
in 5G network. In addition, we discuss various architectural issues of open-source SDN controllers network and 
examine their impact on the QoS. Furthermore, we outline the characteristics of the QoS parameters such as latency, 
availability, reliability, jitter, and bandwidth in the 5G network. Finally, the article discusses and compares parameters 
of the QoS in 5G determined by world’s leaders in 5G technology.

Keywords: Software-Defined Network, SDN, Quality of Service, 5G/IMT-2020

ВВЕДЕНИЕ

Глобальное влияние технологии 4G привело к 
увеличению использования мобильной связи и повы-
шению производительности сетей. Внедрение техно-
логии 5G позволит развивать этот импульс, обеспе-
чивая существенное улучшение характеристик сетей, 
в том числе более высокие скорости соединения, мо-
бильность и пропускную способность, а также воз-
можности связи с малой задержкой. Тем самым она 
открывает новые варианты использования и предо-
ставляет перспективные приложения, которые могут 

положительно повлиять на развитие различных от-
раслей промышленности. Сети 5G могут создавать 
экосистему для технических и бизнес-инноваций, 
включая такие вертикальные рынки, как автомобиле-
строение, здравоохранение, производство, энергети-
ка, продовольствие и сельское хозяйство, управление 
городами, правительство, общественный транспорт, 
СМИ и многое другое. Они предлагают неограни-
ченный мобильный широкополосный доступ, обе-
спечивают широкие возможности подключения для 
всего – от управляемых человеком интеллектуаль-
ных устройств до датчиков и машин, и, что наиболее 
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важно, имеют возможность поддерживать критиче-
ски важные машинные коммуникации с мгновенным 
действием и сверхвысокой надежностью [1].

Технологии мобильной связи 5G впервые появи-
лись в Южной Корее в 2020 году, а затем – в Китае, 
США и Европейском союзе. К 2025 году ожидает-
ся, что в мире будут миллионы подключений 5G. 
Интернет пятого поколения будет в 5 раз быстрее, 
чем нынешние системы четвертого поколения (с 
задержкой в 25 раз меньше), и будет поддерживать 
до одного миллиона устройств на квадратный кило-
метр. Основу Интернета 5G можно резюмировать в 
следующих пяти технологиях: миллиметровые вол-
ны, небольшие сотовые сети, MIMO (несколько вхо-
дов и выходов), формирование луча и двухсторонние 
байты. Традиционная сеть несет в себе несколько 
проблем, таких как зависимость от поставщиков, 
сложность управления большой сетью, динамиче-
ское изменение политик пересылки и многое дру-
гое. Что еще более важно, традиционная IP-сеть 
неспособна своевременно реагировать на изменения 
и вновь возникшие требования QoS. Такие сбои в 
основном вызваны характером традиционных IP-
сетей, в которых плоскость управления и плоскость 
данных вертикально связаны друг с другом и реа-
лизованы в сетевых устройствах. Чтобы преодолеть 
проблемы существующей традиционной сети, поя-
вилась концепция программируемой сети [2, 3].

Ее поведение контролируется программным обе-
спечением, называемым программно-определяемой 
сетью (SDN). Эта сеть представляет собой динами-
чески развивающуюся инфраструктуру, которая от-
дельно управляет плоскостью данных и плоскостью 

управления, в отличие от обычных сетей [2]. Плоскость 
управления логически разделена и централизована, 
в то время как плоскость передачи данных следу-
ет решению плоскости управления. На основе Open 
Networking Foundation (ONF) [4] SDN имеет три 
уровня, а именно: уровень инфраструктуры, уровень 
управления и уровень приложений [5]. Архитектура 
SDN показана на рис. 1 и поясняется ниже [4].

• Уровень инфраструктуры в основном состоит 
из элементов пересылки (например, физических 
и виртуальных коммутаторов, маршрутизаторов, 
точек беспроводного доступа), которые состав-
ляют плоскость данных.

• Уровень управления, также известный как 
плоскость управления (это сердце архитектуры 
SDN), поддерживает связь между уровнем при-
ложений и уровнем инфраструктуры через от-
крытые интерфейсы.

• Уровень приложения разработан в основном для 
удовлетворения требований пользователей. Он 
состоит из бизнес-приложений конечных пользо-
вателей, которые используют сетевые сервисы.
Протокол OpenFlow, поддерживаемый ONF, яв-

ляется фундаментальным элементом для разработ-
ки решений SDN. OpenFlow, первый из ведущих 
авторизованных коммуникационных интерфейсов, 
связывающий уровни пересылки и управления в 
архитектуре SDN, позволяет управлять уровнем пе-
ресылки сетевых устройств (например, коммутато-
рами и маршрутизаторами) и управлять им как фи-
зически, так и виртуально. Он помогает архитектуре 
SDN адаптироваться к высокой пропускной способ-
ности, динамическому характеру пользовательских 

Рис. 1. Уровни и функции SDN
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приложений, настраивать сеть в соответствии с раз-
личными бизнес-потребностями и, что интересно, 
уменьшать сложность управления и обслуживания.

В сетях 5G на SDN на основе QoS влияют мно-
гие факторы, поэтому далее обсудим параметры 
QoS, которые определяют мировые лидеры техноло-
гий 5G применительно к таким сетям. Будут пред-
ставлены уровни высокого качества обслуживания 
в контексте следующих характеристик: повышение 
скорости, емкости мобильных сетей и рост количе-
ства беспроводных устройств.

В разделе 1 дается краткий обзор архитектуры 
OpenFlow, а затем рассматриваются два метода QoS, 
основанные на протоколе OpenFlow и контроллерах с 
открытым исходным кодом SDN. В разделе 2 обсуж-
даются архитектурные проблемы в SDN и их влияние 
на QoS. В разделе 3 приведены ключевые показатели 
эффективности (KPI), параметры QoS и их влияние в 
сети 5G. В разделе 4 проанализированы и сведены в та-
блицу параметры QoS для следующего поколения 5G.

1. QOS В ПРОТОКОЛЕ OPENFLOW И 
КОНТРОЛЛЕРАХ SDN С ОТКРЫТЫМ 

ИСХОДНЫМ КОДОМ

A. Архитектура OpenFlow и QoS  
на основе протокола OpenFlow

Архитектура OpenFlow [6] – это предложение 
инициативы Clean Slate по определению открыто-
го протокола, который устанавливает таблицы пе-
ресылки в коммутаторах, это основа архитектуры 
SDN, в которой пользователь может изменять сеть.

Протокол OpenFlow – это, по сути, интерфейс 
связи между контроллерами и плоскостями пере-
сылки OpenFlow (уровень инфраструктуры) [7]; это 
первый стандартный протокол связи для сред SDN. 
OpenFlow предоставляет путь маршрута потока для 
пересылки пакетов по программируемым сетям. 
Ключевое преимущество этого протокола в том, что 
он позволяет настраивать коммутаторы различных 
производителей с помощью контроллеров. В средах 
SDN доступны разные версии OpenFlow.

Архитектура OpenFlow дает несколько преиму-
ществ:

1. централизованные контроллеры OpenFlow мо-
гут управлять всеми решениями потока, снижая 
сложность коммутатора;

2. центральный контроллер может видеть все сети 
и потоки, обеспечивая глобальное и оптималь-
ное управление инициализацией сети;

3. коммутаторы OpenFlow относительно просты и 
надежны, поскольку прямые решения определя-
ются контроллером, а не микропрограммой ком-
мутатора.

Однако OpenFlow объединяет две характеристи-
ки: уникальный контроллер и простые устройства, 
что приводит к проблемам масштабируемости.

В сети SDN с коммутаторами и поддержкой 
OpenFlow коммутатор состоит из трех основных ча-
стей. На рис. 2 показаны компоненты архитектуры 
OpenFlow:

• таблицы потоков с действием, связанным с ка-
ждой записью потока, чтобы сообщить коммута-
тору, как обрабатывать поток.

• защищенный канал, который соединяет коммута-
тор с процессом удаленного управления (называе-
мым контроллером), позволяя передавать команды 
и пакеты между контроллером и коммутатором.

• протокол OpenFlow, который обеспечивает от-
крытый и стандартный способ связи контролле-
ра с коммутатором.
Используя протокол OpenFlow, коммутатор 

OpenFlow становится простым элементом пути дан-
ных, который пересылает пакеты между портами та-
ким образом, как это определено процессом удален-
ного управления.

По мере увеличения количества коммутаторов 
OpenFlow использование одного контроллера для 
всей сети может оказаться невозможным по несколь-
ким причинам:

1. количество управляющих сообщений, адресо-
ванных централизованному контроллеру, растет 
с количеством коммутаторов;

2. с увеличением диаметра сети у некоторых ком-
мутаторов будет более длительная задержка сра-
батывания, независимо от того, где находится 
контроллер [6];

3. поскольку система ограничена мощностью про-
цессора контроллера, время настройки может 
значительно увеличиться при увеличении коли-
чества коммутаторов и размера сети.
В сети SDN контроллер может работать в трех 

рабочих режимах для установки нового правила 
потока: реактивный режим (Reactive mode), проак-
тивный режим (Proactive mode) и гибридный режим 
(Hybrid mode) [9].

Реактивный режим. В реактивном режиме, когда 
новый пакет поступает на сетевое устройство (на-
пример, коммутатор), коммутатор выполняет поиск 
правил потока в своих таблицах потоков. Если совпа-
дения с потоком не найдено, коммутатор пересылает 
его контроллеру, используя C-DPI, чтобы контроллер 
решал, как обрабатывать пакет. После того, как кон-
троллер обработает пакет в соответствии с сетевыми 
политиками, он создает и отправляет запись потока 
для установки на сетевом устройстве. Будущие пото-
ки, соответствующие этой записи потока на основе 
атрибутов заголовка пакета, будут обрабатываться 
согласно соответствующему правилу сопоставления.
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Проактивный режим. В проактивном режиме 
записи потоков настраиваются в таблицах потоков 
коммутаторов до того, как на коммутаторы поступят 
новые потоки. Когда пакет поступает на коммутатор, 
коммутатор уже «знает», как поступить с этим па-
кетом. В этом случае контроллер не участвует ни в 
каком процессе настройки правил потока.

Гибридный режим. В гибридном режиме кон-
троллер использует преимущества как реактивного, 
так и проактивного режимов. Вполне возможно, что 
сетевые администраторы заранее устанавливают 
определенные записи потока в устройства плоско-
сти данных, а контроллер(ы) реактивно изменяют 
(удаляют/обновляют) их или даже добавляют новые 
записи потока на основе входящего трафика.

В то время, как проактивный режим вызыва-
ет некоторые опасения по поводу неэффективного 
использования памяти коммутатора, реактивный 
режим обеспечивает более гибкую и динамичную 
среду как для контроллеров, так и для коммутаторов.

B. QoS на базе контроллеров SDN  
с открытым исходным кодом

Производительность контроллера – централь-
ный вопрос архитектуры OpenFlow. Контроллер мо-
жет поддерживать ограниченное количество настро-
ек потока в секунду. Программно-определяемые 

сети используют два типа контроллеров: центра-
лизованные и распределенные. Табл. 1 описывает 
классификацию различных контроллеров по двум 
категориям [10, 11].

Параметры качества обслуживания в контролле-
рах с открытым исходным кодом включают следу-
ющие показатели: надежность, масштабируемость, 
последовательность, балансировка нагрузки.

2. АРХИТЕКТУРНЫЕ ПРОБЛЕМЫ В SDN И ИХ 
ВЛИЯНИЕ НА КАЧЕСТВО ОБСЛУЖИВАНИЯ

2.1. Централизованное администрирование

В среде SDN коммутатор разделен контроллерами 
и переключателями дампа. Более того, все контролле-
ры и переключатели в сетях активны для большой сети. 
Конструкция контроллеров и размещение различных 
контроллеров остаются предметами исследования с 
целью улучшения производительности сети. Другие 
факторы, такие как гибкость, масштабируемость, за-
держка, безопасность и совместимость, также важны 
для повышения производительности сети [7, 12, 13].

Для балансировки нагрузки трафика и до-
стижения хорошего качества обслуживания в 
крупномасштабных сетях SDN развернуты не-
сколько контроллеров [14]. По мере увеличения коли-
чества контроллеров концепция централизованного 

Рис. 2. Архитектура OpenFlow [8]
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управления меняется. У разных контроллеров могут 
быть разные функции, поэтому их централизованное 
администрирование затруднительно [13].

2.2. Масштабируемость сети

Благодаря наличию нескольких программных 
контроллеров сеть легко масштабируется. Но мас-
штабируемость может быть поставлена под сомне-
ние QoS из-за балансировки нагрузки между кон-
троллерами [13, 14].

2.3. Несогласованность между контроллерами

Из-за того, что в программируемой сети реали-
зовано несколько контроллеров, основная проблема 
заключается в синхронизации информации о состо-
янии сети в SDN с ними. Эта проблема известна как 
проблема консенсуса [13]. Из-за сложной реализации 
и возрастающей задержки консенсусные подходы не 
подходят. При проектировании нескольких контролле-
ров важно обеспечить согласованность между ними.

2.4. Размещение контроллера

Использование только одного контроллера в про-
граммно-определяемой сети имеет много преиму-
ществ, таких как централизованное управление, кон-
троль и мониторинг всей сетевой среды с помощью 
одного узла. Но в то же время такой подход влечет за 
собой проблемы надежности и масштабируемости 
[13]. По мере роста сети эти проблемы ухудшают 

производительность. Проблема размещения кон-
троллеров известна с 2012 года. Чтобы уменьшить 
задержку служебных данных и повысить общую 
производительность, необходимо размещать опти-
мальное количество контроллеров на надлежащем 
расстоянии в сети [15]. В крупномасштабных сетях 
при развертывании контроллеров рассматриваются 
два важных вопроса: сколько контроллеров необхо-
димо в сетях и где эти контроллеры установлены в 
сетях. Хотя это недетерминированные полиномиаль-
но сложные задачи, их необходимо решить для раз-
вертывания нескольких контроллеров [13].

2.5. Протокол связи контроллера

В распределенной среде требуется несколько кон-
троллеров, и они напрямую влияют на QoS сети SDN. 
В связи с этим требуется эффективный обмен данными 
между контроллерами. Для связи контроллеров требу-
ется интерфейс «восток-запад», и в сети SDN должен 
быть разработан стандартный протокол такой связи. В 
настоящее время глобальная сеть поддерживает про-
токол пограничного шлюза (BGP – Border Gateway 
Protocol) для интерфейсов «восток-запад» [12].

2.6. Планирование нескольких контроллеров

QoS может быть лучше за счет использования 
нескольких контроллеров, но необходимо планиро-
вать нагрузку разных контроллеров, чтобы избежать 
их перегрузки. Главная проблема в этом случае – как 
быстро уравновесить перегрузку.

Таблица 1. Классификация контроллеров SDN

Типы контроллеров

Централизованные Распределенные

Централизованные контроллеры реализуют всю логику 
плоскости управления в одном месте. В таком контроллере 
единственный сервер берет на себя все действия на уровне 
управления. Основное преимущество таких контроллеров – 
простота и управляемость, поскольку они обеспечивают 
единую точку управления. Однако они страдают от про-
блемы масштабируемости, поскольку каждый сервер имеет 
ограниченную емкость для работы с устройствами плоско-
сти данных. Поддержка QoS в сети SDN стала возможной 
благодаря компоненту централизованного логического кон-
троллера SDN

Распределенный контроллер не имеет проблем с масштаби-
руемостью и имеет преимущество высокой производитель-
ности при высокой нагрузке трафика

Контроллеры Язык программирования Контроллеры Язык программирования

• NOX
• POX
• RYU
• Beacon
• Maestro
• FloodLight
• OpenDaylight
• Meridian

• Python
• Python
• Python
• Java
• Java
• Java
• Java
• Java

• ONOS
• Runos
• Hyperflow
• Onix
• SMaRtLight
• OpenMUL

• Java
• C++
• C ++
• C, Python
• Java
• C
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3. АНАЛИЗ QOS В РАЗЛИЧНЫХ 
КОНТРОЛЛЕРАХ SDN

Существует множество открытых, а также до-
ступны коммерческие контроллеры SDN. Различные 
функции платформ контроллеров подходят для раз-
ных приложений. Для примера три контроллера 
SDN описаны в табл. 2

Помимо QoS в контроллерах, на индекс QoS вли-
яют параметры программирования, включая QoS в 
протоколе OpenFlow. Каждая новая версия специ-
фикации OpenFlow содержит некоторые функции с 
незначительными и значительными изменениями по 
сравнению с предыдущими, поэтому QoS варьирует-
ся в разных версиях.

4. ОТ KPI К QOS В СЕТИ 5G/IMT-2020

Сеть пятого поколения (5G/IMT-2020) – это 
последняя итерация сотовой технологии, разрабо-
танная для значительного увеличения скорости и 
отзывчивости беспроводных сетей. Согласно [19] 
технологическими целями 5G являются следую-
щие показатели: в 1000 раз больший мобильный 
трафик, от 10 до 100 раз более высокая скорость 
передачи для пользователей, от 10 до 100 раз боль-
ше пользователей, в 10 раз более длительное время 
автономной работы при массовых коммуникациях 
M2M, 5-кратное сокращение E2E (End-to-End) за-
держки.

Концепция 5G состоит из трех общих услуг:

Таблица 2. Примеры контроллеров SDN

Контроллер Описание

OpenDaylight OpenDaylight (ODL) – это открытая модульная платформа для настройки и автоматизации сетей любого 
размера и масштаба. Проект OpenDaylight возник из движения SDN с четким акцентом на программи-
руемость сети. ODL проекта включает поддержку всех платформ SDN, в т.ч. OpenFlow, Open VSwitch 
(OVS) Database (OVSDB), NETCONF, SNMP, BGP и приложения (например, DDoS Координатор защиты 
и виртуализации), дополняя друг друга, составляя полную платформу эталонного контроллера для гете-
рогенных сетей. Контроллер OpenDaylight предоставляет открытые северные API-интерфейсы, которые 
используются приложениями. Эти приложения используют контроллер для сбора информации о сети, 
запускают алгоритмы для проведения аналитики, а затем используют контроллер OpenDaylight для созда-
ния новых правил во всей сети. Пакетный кабель MultiMedia (PCMM), представленный в ODL-Lithium, 
предоставляет интерфейс для управления и поток службы управления для сетевых элементов CMTS. 
Потоки услуг составляют тракт данных DOCSIS между CMTS и кабельным модемом абонента (CM) с 
гарантированным качеством обслуживания (QoS), зависящим от приложения, известным как динамиче-
ское качество обслуживания (DQoS). PCMM предлагает (MSO) возможность предоставлять новые услуги 
с использованием существующей кабельной инфраструктуры. Кроме того, OVSDB – еще один «южный» 
протокол для управления и настройки очередей в коммутаторах и виртуальных коммутаторах. Это еще 
одно дополнение к модулю резервирования ODL, которое направлено на обеспечение резервирования ре-
сурсов низкого уровня, предоставляющее пользователям возможность подключения к сети, пропускную 
способность и порты в течение определенного отведенного времени [2, 9, 16]

ONOS Контроллер ONOS (открытая сетевая операционная система) – это операционная система (ОС), разрабо-
танная, чтобы помочь поставщикам сетевых услуг создавать программно-определяемые сети оператор-
ского уровня, спроектированные для обеспечения высокой масштабируемости, доступности и произво-
дительности. Среди поставщиков услуг, участвующих в инициативе ONOS – AT&T, NTT Communications 
и SK Telecom. Поставщики, вносящие свой вклад в ONOS, включают Cisco, Ericsson, Intel, NEC, Ciena и 
Huawei. Партнеры ON.Lab и ONOS обнаружили несколько вариантов использования операционной си-
стемы. ONOS поддерживает механизм OpenFlow, и, соответственно, существующие коммутаторы редко 
реализуют ONOS. Таким образом, платформа ONOS обеспечивает ограниченные QoS, поскольку эта ре-
ализация поддерживает функциональные возможности OpenFlow set_queue. Для улучшения QoS библио-
теки ONOS реализовали функцию Set Queue Instruction, а именно инструкцию верхнего уровня [2, 9, 17]

Floodlight Floodlight Controller (на основе Java) – это контроллер SDN, созданный открытым сообществом разра-
ботчиков, многие из которых представляют Big Switch Networks, который использует протокол OpenFlow 
для управления потоками трафика в среде программно-определяемых сетей (SDN). Контроллер Floodlight 
реализует модуль QoS, который обеспечивает такие функции, как удаление потока, вставка потока и не-
которые политики для обработки QoS. Эти модули реализованы в OpenFlow версии 1.0. Когда дело дохо-
дит до OpenFlow, качество обслуживания находится на начальной стадии. OpenFlow 1.0 модуль пытается 
дать пользователю возможность просто установить состояние QoS на коммутаторы, поддерживающие 
эти функции. Эти модули будут нацелены на устранение действий «постановка в очередь» и «установка 
без очереди». API статического толкателя потока (flow pusher) называет это «установленными битами». 
Spec включает способы, с помощью которых можно установить сетевой тип службы для потока, а также 
поставить пакеты, соответствующие потоку, в определенную очередь на определенном порту. В интер-
фейсе Floodlight Northbound модуль QueuePusher генерирует сообщения для конфигураций очереди для 
функций создания, чтения, обновления и удаления для управления открытыми vSwitches [18]
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1.  eMBB (расширенная мобильная широкополос-
ная связь). Для этого требуется большая емкость, 
высокая скорость и динамическое распределение 
полосы пропускания. Хотя высокая скорость по-
могает загружать и скачивать видео-контент бы-
стрее в гигабайтных размерах, пропускная спо-
собность может быть выделена по запросу для 
видео сверхвысокой четкости (UHD), виртуаль-
ной реальности, дополненной реальности и т.д.

2.  uRLLC (сверхнадежная связь с малой за-
держкой). Эти услуги требуют высокой надеж-
ности, высокой доступности и малой задержки. 
Высокая надежность поддерживает критически 
важные услуги, такие как подключенные робо-
тизированные заводы и удаленная хирургия, в то 
время как малая задержка делает реальностью 
услуги, такие как автономные автомобили и дис-
танционно управляемые дроны.

3. mMTC (массовая связь машинного типа). 
Этот класс услуг характеризуется высокой про-
пускной способностью, высокой скоростью и 
динамическим распределением пропускной 
способности и лучше всего подходит для ус-
луг Интернета вещей (IoT), таких как умные 
города, обслуживающих миллиарды «вещей» и 
«устройств» с плотностью до одного миллиона 
на квадратный километр [27].
Эти три общие услуги следует рассматривать как 

базовые характеристики, охватывающие сценарии 
пользователей 5G. Ключевые показатели эффектив-
ности (КПЭ/KPI), которые с точки зрения конечного 
пользователя используются в качестве основы для 
оценки эффективности конкретных сценариев, при-
ведены в табл. 3.

Большинство популярных на сегодняшний день 
приложений и сценариев использования будут про-
должены в рамках 5G, в дальнейшем будут приме-
няться КПЭ/KPI и QoS.

Ключевые показатели эффективности для техно-
логии 5G показаны на рис. 3 [20]:

Плотность трафика

Задержка

Надежность

Доступность

Сохраняемость

Безопасность

Энергоэффективность

Опыт конечного  
пользователя

Ключевые 
показатели 

эффективности 
(КПЭ)

Рис. 3. КПЭ/KPI для технологии 5G/IMT-2020

Новые технологии, называемые в данной статье 
«ключевыми инструментами реализации техноло-
гий (Key Technology Enablers – KTEs) 5G», играют 
главную роль в обеспечении QoS в 5G, и одного SDN 
здесь недостаточно. Чтобы достичь амбициозных 
значений QoS, необходимо влиять на все технологии 
KTEs, указанные ниже:

1. Спектр и массивный MIMO (многоканальный 
вход – многоканальный выход).

Таблица 3. Характеристики производительности 5G, необходимые для каждого сценария использования МСЭ1

eMBB uRLLC mMTC

Пиковая скорость передачи данных: от 
10 до 20 Гбит/с; минимальная скорость 
передачи данных: 100 Мбит/с

Обеспечивает сверхчувствительные 
соединения

Поддерживает высокую плотность 
устройств (106 на км2)

Увеличивает пропускную способность в 
100 раз

Обеспечивает задержку 
радиоинтерфейса менее 1 мс

Поддерживает большие расстояния 
и низкую скорость передачи данных 
(1–100 кбит/с)

Поддерживает макро- и маленькие 
ячейки

Сверхнадежный и доступный 
с «пятью девятками» (99.999% 
времени)

Использует преимущества 
сверхнизкой стоимости M2M

Поддерживает высокую мобильность 
около 500 км/ч

Обеспечивает скорость передачи 
данных от низкой до средней 
(50–10 Мбит/с)

Обеспечивает срок службы батареи 
до 10 лет для Интернета вещей

Повышает экономию сетевой энергии 
в 100 раз

Обеспечивает высокую скорость 
передвижения

Обеспечивает асинхронный доступ

1 Международный союз электросвязи
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2.  Виртуализация сетевых функций (NFV).
3.  Централизованный радиодоступ (C-RAN).
4.  Локальная разгрузка (Local offloading).
5.  Малые соты (Small Cells).
6.  Программно-конфигурируемая сеть (SDN).

На рис. 4 показаны факторы, на которые опира-
ется каждая концепция, и удовлетворению которых 
способствует выполнение требований QoS.

Каждый из инструментов KTE1 создает новую 
концепцию в 5G, которая напрямую влияет на пока-
затели КПЭ/KPI и, следовательно,влияет на QoS 5G. 
К новым концепциям относятся:

1. Цепочка сервисов.
2. Новая архитектура.
3. Новые радиоинтерфейсы.
4. Нарезка сети.
5. Распределение и размещение сетевых функций.
6. Гибкий контроль.

5. QOS ДЛЯ СЛЕДУЮЩЕГО ПОКОЛЕНИЯ 
СЕТИ 5G

Технология 5G должна значительно улуч-
шить качество услуг с точки зрения объема сете-
вых данных и типов услуг. В настоящее время во 
всем мире предпринимаются огромные усилия 
по определению новой архитектуры 5G с такими 
инициативами, как государственно-частное пар-
тнерство инфраструктуры 5G (5G-PPP) и проект 
METIS в Европе [21]; IMT-2020 (5G) в России [22]; 
5G Америка в Америке [23]; IMT-2020 (5G) PG3 
в Китае [24]; Форум 5G в Корее [25, 26] и Пятый 
Форум по продвижению мобильной связи поколе-
ния (5GMF) в Японии [26]. Обещанные значения 
параметров QoS 5G указаны в табл. 3 [28].

В табл. 4 показаны параметры QoS по основным 
движущим принципам технологии 5G.

В рамках проекта METIS определены 12 сцена-
риев использования сетей 5G [19]. В тесте сценария 

1 key technology enablers

Рис. 4. Новые концепции, средства реализации и требования QoS пятого поколения (5G). 
* Повышенная экономическая эффективность

Таблица 3. Обещанные значения параметров QoS 5G

Скорость 10 Гбит/с / цель до 20 Гбит/с

Сквозная 
задержка

1−10 мс

Доступность 
сети

100% везде

Надежность Коэффициент ошибок BER: 0.00001 
за период в 1 мс

Джиттер 10−100 мкс

Пропускная 
способность

От 100 кбит/с до нескольких сотен 
Мбит/с

использования «Офис виртуальной реальности» 
конечные пользователи должны иметь возмож-
ность получить скорость передачи данных не менее 
5 Гбит/с в 20% офисных помещений, например, на 
реальных столах в 99% часов наибольшей нагрузки. 
Во всех упомянутых выше инициативах задержка 
между устройствами (D2D) составляет менее 5 мс. 
Наивысшие требования к доступности и надежности 
сети 5G составляют 100% и 99.999%, соответствен-
но, для всех инициатив.

Энергопотребление, как видно из таблицы, яв-
ляется важным параметром в технологии 5G. Этот 
параметр от 10 до 100 раз лучше по сравнению с 
предыдущим поколением сетей. Еще один пара-
метр, влияющий на качество обслуживания – это 
соотношение пакетов, потерянных из-за ошибок 
при приеме пакетов данных IP Packet Error Loss Rate 
(PELR). Требования к скорости потери пакетов при 
видеотрансляции в сетях 5G составляет 10−9. Для 
сервисов M2M качество также будет определяться 
долей пакетов, потерянных при приеме. Требование 
к PELR для услуги M2M с гарантированным каче-
ством обслуживания в сетях 5G составляет 10−7. 
Другим важным параметром, определяющим по-
требности QoS в сети пятого поколения, является 
общий бюджет задержки пакетов (PDB), который 

Активаторы Новые концепции
Требование QoS

Спектр-массивный MIMO

SDN

NFV

C-RAN

Local Offloading

Small Cells

Цепочка сервисов

Новая архитектура

Новые радиоинтерфейсы

Нарезка сети

Распределение-размещение сетевых функций

Гибкий контроль

Уменьшенная задержка

ПЭЭ*

Сокращенное время создания сервиса

Высокая скорость передачи данных

Высокая возможность подключения

Повышенная мобильность

Сниженное потребление энергии

Сверхнадежность

URLLC

mMTC

–

eMBB

mMTC

URLLC

eMBB

URLLC
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формируется на радиоинтерфейсе RAN и рассма-
тривается как максимальная задержка пакета с уров-
нем управления 98%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Появление и внедрение технологии 5G базируется 
на значительном улучшении ключевых показателей в 
мобильных сетях, включая сквозное качество обслу-
живания QoS. Программно-конфигурируемая сеть 
SDN – это привлекательная область исследований для 
сетевых коммуникаций, а также неотъемлемая часть 
сети 5G. SDN обещает предоставить мощный способ 
реализации концепции сквозного качества обслужи-
вания QoS в современных сетях связи.

В технологии 5G удовлетворение требований 
клиентов ставит перед оператором множество 
новых задач. Надежность и масштабируемость – 
ключевые проблемы QoS в программируемой 
сети. В статье проанализирован метод QoS на ос-
нове протокола OpenFlow и метод QoS на основе 
контроллеров с открытым исходным кодом SDN 
в сети. Исследованы архитектурные проблемы на 
основе SDN и их влияние на параметры QoS, а так-
же представлен обзор ключевых показателей эф-
фективности в сетях 5G/IMT-2020. Дополнительно 
проанализированы и другие параметры для 
улучшения QoS в сети следующего поколения: 
пропускная способность, задержка, джиттер и  
потери.

Таблица 4. Параметры QoS по основным движущим принципам технологии 5G

QoS 5G-PPP/ METIS 5G Americas IMT-2020 (5G) PG 5G Forum

Пропускная 
способность для 
пользователей

зависит от 
теста варианта 
использования1 

зависит от 
теста варианта 
использования

зависит от 
теста варианта 
использования

зависит от теста варианта 
использования

Задержка 5 мс (E2E) в 5−100 раз лучше 1 мс (E2E) 1 мс (E2E)

Доступность ≈100% ≈100% ≈100% ≈100%

Потребление 
энергии

в 10 раз лучше − в 100 раз лучше в 1000 раз лучше

Надежность «пять девяток» 
99.999%

высокая «пять девяток» 
99.999%

гипервысокая

1 От офиса виртуальной реальности, города с плотной застройкой, торгового центра, стадиона и т.д. 5 Гбит/с в нисходя-
щем и восходящем каналах.
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Резюме. Модификация контента, предоставляемого абонентам эфирного цифрового телевизионного сиг-
нала, необходима для обеспечения технической возможности организации врезок сигналов местного на-
полнения, таких как телепрограммы региональных вещателей или информация территориальных органов 
ГО ЧС. Вещательные мультиплексы федеральных телепрограмм рассчитаны на использование в рамках со-
ответствующей временной зоны (А, Б, В, Г, М). В каждой временной зоне находится целый ряд регионов, 
в каждом из которых существуют местные телерадиокомпании, выпускающие контент локального характе-
ра, который необходимо доставить до абонентов целого субъекта. Задачу врезки/модификации контента на 
каждой удаленной передающей станции выполняет инсертер или устройство вставки локального контента 
(ETSI TS 102773). В статье проведен расчет параметров надежности восстанавливаемой системы организа-
ции эфирного телевещания на удаленной станции с учетом модификации контента. Представлены таблицы 
и граф состояний системы вещания, на основании которых составлены системы дифференциальных урав-
нений А.Н. Колмогорова. Установлено, что дополнительное резервирование, организованное путем подклю-
чения выходного потока с приемника RX1 непосредственно на передающее устройство, позволяет в 2.5 раза 
повысить среднее время наработки между отказами, а также повысить значение коэффициента готовности 
на 5.26%. Все расчеты выполнены с использованием программного комплекса SimInTech. Рассмотрено вли-
яние автоматического резервирования оборудования врезки контента и передатчика на возникновение оши-
бок в потоке, влияющих на качество выходного сигнала. Определена взаимосвязь коэффициента готовности 
и составляющих параметра Quality of Service – SAE, SDE и SIE.

Ключевые слова: регионализация контента, T2-MI поток, мультиплекс, Quality of service, эфирное телеве-
щание, резервирование, надежность
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Abstract. Local content modification provided to subscribers of the terrestrial digital television signal is 
necessary to provide the technical possibility of organizing inserts of local content signals, such as TV programs 
of regional broadcasters, as well as information on emergency situations. Broadcast multiplexes of federal TV 
programs are designed for use within the corresponding time zone (A, B, C, D, M). In each time zone, there are a 
number of regions, in each of which there are local TV and radio companies that produce local content that must 
be delivered to the subscribers of the whole subject. The task of embedding/modifying content at each remote 
transmitting station is performed by an inserter or local content insertion device (ETSI TS 102773). The reliability 
parameters of the restorable system for organizing terrestrial television broadcasting at a remote station with 
the content modification were calculated in this article. Tables and a graph of the broadcasting system states 
are presented, on the basis of which, systems of Kolmogorov differential equations are compiled. It was found 
that additional redundancy organized by connecting the output stream from the RX1 receiver directly to the 
transmitting device allows for a 2.5-fold increase in the average operating time between failures, as well as 
an increase in the availability factor by 5.26 percent. All calculations were performed using the SimInTech 
software package. The influence of automatic redundancy of the local content inserter and the transmitter on 
the occurrence of errors in the stream that affect the quality of the output signal is considered. The relationship 
between the availability factor and the components of the quality of service parameter – SAE, SDE and SIE is 
determined.

Keywords: local content insertion, T2-MI stream, multiplex, Quality of service, terrestrial television broadcasting, 
redundancy, reliability

GLOSSARY:

DVB-T2 – Digital Video Broadcasting – 
Terrestrial 2

T2-MI – T2 Modulator Interface
PLP – Physical Layer Pipes
QoS – Quality of Service
QoE – Quality of Experience
SAE – Service Availability Error
SDE – Service Degradation Error
SIE – Service Impairment Error

ВВЕДЕНИЕ

Регионализация контента на эфирных телеви-
зионных передающих станциях, вещающих в стан-
дарте DVB-T2, возможна с помощью устройства 
врезки локального контента, отвечающего требова-
ниям спецификации ETSI TS 102773. Наиболее по-
пулярные модели устройств врезки производятся 
компаниями Enensys Technologies (Франция, модель 
TxEdge T2), ООО «НПП Триада-ТВ» (РФ, модель 
TTV-PLPSW-0401) и Nevion (Норвегия, модель CP330 
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T2-Bridge). Замена части основного потока T2-MI, со-
держащего сервисы пакета мультиплекса, на локаль-
ный контент осуществляется путем замены каналов 
физического уровня – PLP. Ввод в эксплуатацию си-
стемы врезки подразумевает установку дополнитель-
ного оборудования для приема локального пакета 
программ, что сказывается на параметрах надежности 
системы вещания на станции, а также на показателях 
качества предоставляемых услуг Quality of Service.

Согласно ГОСТ Р 58912-2020 [1] «параметры 
сквозной передачи цифрового телевизионного сиг-
нала на объекте вещания используются для оценки 
искажений телевизионного сигнала, передаваемого 
от точки приема сигнала на объектах цифрового ве-
щания до выхода на передатчики наземного эфирно-
го цифрового телевизионного вещания. Параметры 
характеризуют качество сквозной передачи телеви-
зионного сигнала на двух уровнях:

• на уровне качества восприятия изображения и 
звука QoE;

• на уровне качества обслуживания QoS».
Параметры надежности оцениваются в точке IF-3 

(рис. 7.1 главы 7 руководства по организации сетей 
цифрового телевизионного вещания [2]). В течение 
всей работы рассматривается участок системы вещания 
в границах точек IF-2 и IF-3 [2], аппаратная реализация 
которого выполняется на территориально удаленной 
типовой передающей станции. Поскольку в работе рас-
сматривается передающая часть типовой станции, то 
целесообразно основываться на параметре объектив-
ной оценки качества QoS, так как приемный абонент-
ский тракт в данной статье не подлежит оценке.

В связи c важностью обоих параметров – как 
субъективного QoE, так и объективного – QoS, целью 
настоящей работы является расчет коэффициента 

готовности и параметров надежности системы ве-
щания, а также определение взаимосвязи коэффици-
ента готовности и объективного параметра оценки 
QoS, расчет которого может быть проведен с исполь-
зованием аппаратных средств анализа и контроля 
цифрового информационного потока. 

1. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ НАДЕЖНОСТИ 
СИСТЕМЫ ЭФИРНОГО ТЕЛЕВЕЩАНИЯ

Схема организации вещания с устройством реги-
онализации контента в обобщенном виде представ-
лена на рис. 1.

Для расчета надежности данная схема может быть 
представлена в виде двух элементов, соединенных 
параллельно (оборудование приема основного RX1 и 
локального RX2 потоков), и двух элементов, соеди-
ненных последовательно (устройство врезки контента 
LCI – Local content inserter и передатчик DVB-T2 TX – 
Transmitter).

Схема для расчета надежности представлена на 
рис. 2. При практической эксплуатации системы ве-
щания с модификацией контента источник локально-
го (модифицирующего) потока T2-MI обычно не яв-
ляется полностью взаимозамещающим источником 
основного.

Рис. 2. Схема для расчета надежности

RX1

RX2

LCI TX

Рис. 1. Схема организации вещания на типовой передающей станции
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Поэтому далее проведен расчет именно для слу-
чая, когда система является работоспособной, если 
функционируют либо оба источника (т.е. осущест-
вляется врезка), либо только основной источник (при 
этом врезка не осуществляется, а в эфир излучается 
сигнал основного пакета T2-MI [3]). Если основной 
источник выходит из строя, то региональный в дан-
ном случае его не заменяет [4]. 

Коэффициентный метод расчета параметров на-
дежности нецелесообразно использовать для опреде-
ления готовности системы вещания, поскольку под 
элементом системы рассматривается единица обо-
рудования, т.е. реализация аппаратно-программного 
комплекса в виде единого блока, при этом отсутству-
ют исходные данные относительно коэффициентов 
условий и нагрузки, базовых интенсивностей отказов 
и восстановления на рассматриваемое современное 
оборудование. Также, исходя из анализа документа-
ции на рассматриваемое оборудование [5−7], отсут-
ствуют данные о среднем времени наработки на отказ 
или других параметров надежности, которые позволи-
ли бы вычислить коэффициент готовности системы. В 
связи с этим в работе будет использоваться динамиче-
ский метод моделирования с использованием системы 
дифференциальных уравнений А.Н. Колмогорова [8]. 

Условия расчета параметров надежности для 
схемы, приведенной на рис. 2:

1. система вещания является восстанавливаемой, 
т.е. отказавший элемент подлежит ремонту и 
дальнейшему использованию;

2. два и более элементов не могут отказать одно-
временно [8];

3. одновременно может восстанавливаться только 
один элемент [8];

4. блоки RX1 и RX2 не являются взаимозаменяе-
мыми, при этом система является работоспо-
собной, если функционирует либо RX1, либо и 
RX1 и RX2, причем необходимо учитывать, что 
в эфир может излучаться различный контент. 
Система является неработоспособной, если не-
исправен либо RX1, либо и RX1 и RX2; если же 
данные блоки одновременно работоспособны, то 
осуществляется врезка;

5. объект, который не работает в данный момент, не 
может перейти в состояние отказа;

6. неработоспособное состояние системы означа-
ет отсутствие излучения сигнала в эфир, но по-
скольку рассматривается удаленная необслужи-
ваемая передающая станция, то оборудование, 
предшествующее отказавшему блоку, остается 
работоспособным, а, значит, также может выйти 
из строя, несмотря на общее нерабочее состоя-
ние системы.
Отказ оборудования характеризуется следующи-

ми состояниями [9]:

• для блоков RX1 и RX2: влияние помех на качество 
приема и передачи по каналу доставки; авария на 
транзитном участке; авария на стороне формиро-
вания информационного потока; сбой аппарат-
но-программного обеспечения приемника; ошиб-
ки в сигнале, в результате которых приемник не 
транслирует корректно выходной сигнал;

• для блока LCI: сбой аппаратно-программного 
обеспечения устройства; ошибка врезки; ошиб-
ки во входном сигнале, препятствующие замеще-
нию; проблемы с синхронизацией оборудования;

• для блока TX: сбой аппаратно-программного 
обеспечения; ошибки в сигнале, препятствую-
щие излучению в эфир; проблемы с синхрони-
зацией оборудования; несоответствие диапазона 
задержки T2-MI.
Перечисленные факторы учитываются при опре-

делении практических величин интенсивностей от-
казов и восстановления на конкретное оборудование 
в отдельности, вычисленных на основании докумен-
тации по эксплуатации оборудования аналогично 
методике, предложенной в [9]. Численные значения 
интенсивностей отказов и восстановления составля-
ют:

λ λ λ λ1 2 3 4

1 2 3

0 00054 0 00226 0 00101
0 082 0 038

= = = =
= = =

. ; . ; . ;
. ; . ;m m m m44 0 038= . .

 

Интенсивности отказа λ1  и восстановления m1  
относятся к элементу RX1; λ2  и m2  – к элементу 
RX2; λ3  и m3  – к LCI и λ4  и m4  – к TX, соответ-
ственно.  Факторы, влияющие на надежность и рабо-
тоспособность телекоммуникационной аппаратуры, 
также приведены в [10−12].

В табл. 1 представлены возможные состояния си-
стемы вещания, схема которой приведена на рис. 2. 
Из табл. 1 видно, что в случае невзаимозаменяемых 
источников сигнала RX1 и RX2 система имеет все-
го два работоспособных состояния. По материалам 
таблицы составлен граф переходов состояний систе-
мы, представленный на рис. 3.

Ребра, соединяющие состояния системы, харак-
теризуют интенсивности отказов и восстановления 
объектов системы при переходе из одного состояния 
в другое. 

Для полученного графа определена система диф-
ференциальных уравнений А.Н. Колмогорова в об-
щем виде:
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где p ti ( )  – значения вероятностей состояния систе-
мы; i ∈[ , ... ]1 2 16  – номера состояний в соответствии 
с табл. 1 и с вершинами графа (рис. 3). В (1) первое 
слагаемое описывает входящие ребра в вершину с 
номером i, а второе слагаемое – исходящие ребра. 
Например, для состояния с номером 3 получим сле-
дующее уравнение:

d
dx

p t p t m p t

m p t m p t p t m

3 1 1 3 6

2 7 4 8 3 2 1

( ) ( ( ) ( )

( ) ( )) ( )( ),

= + +

+ + − +

λ

λ

аналогично получены остальные 16 уравнений.
Коэффициент готовности будет определяться 

как:

Таблица 1. Состояния системы при невзаимозаменяемых источниках

№ Система RX1 RX2 LCI TX

1 Работает Работает Работает Работает Работает

2 Работает Работает Отказ Работает Работает

3 Восстановление Отказ Работает Не работает Не работает

4 Восстановление Работает Работает Отказ Не работает

5 Восстановление Работает Работает Работает Отказ

6 Восстановление Отказ Работает Отказ Не работает

7 Восстановление Отказ Отказ Не работает Не работает

8 Восстановление Отказ Работает Не работает Отказ

9 Восстановление Работает Отказ Отказ Не работает

10 Восстановление Работает Отказ Работает Отказ

11 Восстановление Работает Работает Отказ Отказ

12 Восстановление Отказ Отказ Отказ Не работает

13 Восстановление Работает Отказ Отказ Отказ

14 Восстановление Отказ Отказ Не работает Отказ

15 Восстановление Отказ Работает Отказ Отказ

16 Восстановление Отказ Отказ Отказ Отказ
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Рис. 3. Граф переходов состояний системы вещания  
(подчеркнутая нумерация состояния соответствует работоспособности системы)
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Kã1 1 2( ) ( ) ( ) ( ).t p t p t p ti
i E

= = +
∈ +
∑

Коэффициент простоя:

Kï1 3 4 5

6 7 8 9
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t p t p t p t p t

p t p t p t p
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i E
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∈ −
∑

tt p t p t
p t p t p t p t p t

) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

+ + +
+ + + + +

10 11
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Поток отказов вычисляется как сумма произве-
дений интенсивностей отказа и вероятности состо-
яний при переходе системы из работоспособного 
состояния в неработоспособное [8]:

w p p p p p p1 3 1 4 1 4 2 3 2 1 2 1 1= + + + + +λ λ λ λ λ λ .

Поток восстановления определится как сумма 
произведений интенсивностей восстановления и ве-
роятности состояний при переходе системы из нера-
ботоспособного состояния в работоспособное [8]:

q m p m p m p m p m p m p1 4 5 3 4 4 10 1 7 1 3 3 9= + + + + + .

В результате расчета в программе SimInTech [13] 
значение коэффициента готовности в установившемся 
режиме составило 0.9144, а коэффициента простоя – 
0.086. Стационарные значения потоков отказов и вос-
становления равны 0.0035, т. е. w q1 1 0 0035= = . .

Среднее время наработки между отказами в ус-
ловных единицах составит [8]:

T w1
1

1
0 9144

0 0035 261 26= = =Kã .
. .  ед.,

а среднее время восстановления [8]:

T q1
1

1
0 086

0 0035 24 572 = = =Kï .
. .  ед.

Согласно ГОСТ Р 58020-2017 интегральный коэф-
фициент готовности сети подачи программ наземного 
эфирного цифрового телевещания (с выхода федераль-
ной телерадиокомпании и до границы зоны обслужи-
вания с нормируемыми параметрами) должен быть не 
менее 0.9985 для вещательных зон А и Б. Такая вели-
чина подразумевает лишь расчет на основании параме-
тров надежности конкретных изделий/оборудования, 
на которое производитель дает либо величину коэф-
фициента готовности, либо времени наработки на от-
каз. Данные параметры закладываются производите-
лем и обосновываются только стабильностью работы 
программного обеспечения конкретного устройства, 
качеством аппаратной части, возможностью работы 
при различных температурах окружающей среды и 
т.д., то есть тем, как долго может проработать данное 

устройство при прочих идеальных внешних условиях, 
выполняя свои функции. 

При этом важно отметить, что в статье рассма-
тривается надежность оборудования на типовой 
необслуживаемой удаленной эфирной передающей 
станции, а не всей сети в целом, поэтому значения 
коэффициентов готовности отличаются от приведен-
ных в ГОСТ. Согласно [14] «требования к Кг наибо-
лее массовых элементов сети (например, необслужи-
ваемых радиопередающих телевизионных станций с 
передатчиками малой мощности) могут быть мень-
шими в связи с тем, что они обслуживают отдельные 
небольшие населенные пункты». 

2. НАДЕЖНОСТЬ СХЕМЫ ВЕЩАНИЯ ПРИ 
НЕВЗАИМОЗАМЕНЯЕМЫХ ИСТОЧНИКАХ С 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ РЕЗЕРВИРОВАНИЕМ

Если схему на рис. 2 дополнить подключением 
выхода источника основного потока к входу переда-
ющего устройства в обход системы модификации, то 
количество работоспособных состояний системы, 
безусловно, увеличится. 

Схема соединения с резервированием представ-
лена на рис. 4. 

RX1

RX2

LCI TX

Рис. 4. Схема для расчета надежности 
с дополнительным резервированием

В случае отказа блока врезки сигнал от RX1 пе-
редается напрямую на TX, в эфир излучается также 
немодифицированный сигнал, однако в случае ра-
боты передающей станции в одночастотном режи-
ме может возникнуть разница временны́х задержек 
между сигналом, не прошедшим блок LCI на рассма-
триваемой станции, и сигналом, прошедшим блок 
LCI на соседней станции одночастотной зоны. Это 
необходимо учитывать при практической эксплуата-
ции сети вещания, как и то, что излучение в эфир 
немодифицированного сигнала также является неш-
татным режимом работы.

В табл. 2 представлены состояния системы, из 
которой следует, что работоспособных состояний 
системы в целом при данных условиях стало боль-
ше, чем в табл. 1. Граф переходов состояний си-
стемы строится аналогично графу для системы без 
резервирования, поэтому в целях экономии объема 
работы не представлен.
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Система дифференциальных уравнений по дан-
ным табл. 2 составляется также по формуле (1).

Коэффициент готовности определится как:

Kã2 1 2 4 9( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t p t p t p t p t p ti
i E

= = + + +
∈ +
∑

а коэффициент простоя:

Kï2 3 5 6

7 8 9 10

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t p t p t p t p t

p t p t p t p

i
i E

= = + + +

+ + + +
∈ −
∑

(( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

t p t
p t p t p t p t p t

+ +
+ + + + +

11

12 13 14 15 16

Поток отказов определится как:

w p p p p
p p p p

2 4 1 4 2 1 1 4 4

1 4 1 9 4 9 1 2

= + + + +
+ + + +

λ λ λ λ
λ λ λ λ ,

а поток восстановления:

q m p m p m p m p
m p m p m p m p

2 4 5 4 10 1 7 1 3

1 6 4 11 1 12 4 13

= + + + +
+ + + + .

В установившемся режиме коэффициент готов-
ности, рассчитанный в среде SimInTech, для данной 
схемы вещания составил 0.967, стационарное значе-
ние потока отказов, а также потока восстановления 

составило 0.0015, т.е. при t → ∞,  w q2 2 0 0015= = . .  
Расчетный коэффициент простоя в установившемся 
режиме равен 0.032.

Среднее время наработки между отказами в ус-
ловных единицах равно:

T w2
2

2
0 967

0 0015 644 67= = =Kã .
. .  ед.,

а среднее время восстановления:

T q2
2

2
0 032

0 0015 21 33â Kï= = =.
. .  ед.

В результате исследований получены следую-
щие выводы.

Коэффициент готовности системы вещания на 
типовой передающей станции с модификацией кон-
тента при использовании прямого нештатного ре-
зервирования на 5.26% выше, чем для аналогичной 
схемы без резервирования.

Перевод на физическое время показывает, что 
резервирование позволяет сократить время простоя 
оборудования на 19 суток 4 часа 47 минут в год.

При практически одинаковом времени восста-
новления оборудования, среднее время наработ-
ки между отказами системы с резервированием в 
2.5 раза выше относительно системы без резер-
вирования, что соответствует более длительному 

Таблица 2. Состояния системы вещания с дополнительным резервированием

№ Система RX1 RX2 LCI TX

1 Работает Работает Работает Работает Работает

2 Работает Работает Отказ Работает Работает

3 Восстановление Отказ Работает Не работает Не работает

4 Работает Работает Работает Отказ Работает

5 Восстановление Работает Работает Работает Отказ

6 Восстановление Отказ Работает Отказ Не работает

7 Восстановление Отказ Отказ Не работает Не работает

8 Восстановление Отказ Работает Не работает Отказ

9 Работает Работает Отказ Отказ Работает

10 Восстановление Работает Отказ Работает Отказ

11 Восстановление Работает Работает Отказ Отказ

12 Восстановление Отказ Отказ Отказ Не работает

13 Восстановление Работает Отказ Отказ Отказ

14 Восстановление Отказ Отказ Не работает Отказ

15 Восстановление Отказ Работает Отказ Отказ

16 Восстановление Отказ Отказ Отказ Отказ
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интервалу работоспособности всего комплекса обо-
рудования типовой станции вещания.

Следует отметить, что рассчитанные коэффици-
енты готовности комплекса оборудования удален-
ной передающей станции являются практическими, 
а не нормативными и определены для худшего слу-
чая с учетом влияния возможных внешних факто-
ров. В данной работе вероятность того, что за рас-
сматриваемый период с оборудованием произойдут 
все предполагаемые неисправности, принята за 
единицу (рассматривается худший случай), однако 
на практике данная вероятность будет значительно 
ниже. 

3. СВЯЗЬ КОЭФФИЦИЕНТА ГОТОВНОСТИ И 
СОСТАВЛЯЮЩИХ QОS

Согласно руководству по измерениям в системах 
цифрового наземного телевещания [15], разработан-
ному Международным союзом электросвязи, QoS 
характеризуется тремя основными параметрами: 

• ошибкой доступности сервиса – Service 
Availability Error (SAE);

• ошибкой разрушения сервиса – Service 
Degradation Error (SDE);

• ошибкой повреждения сервиса – Service 
Impairments Error (SIE).
Численные значения этих параметров определя-

ются на основании анализа информационного пото-
ка на наличие определенных ошибок первого, второ-
го либо третьего приоритета согласно ETSI TS 
101290. На основании формул для вычисления пара-
метров, приведенных в [15], можно полагать, что в 
установившемся режиме SAE → 0, SDE → 0,
SIE → 0.  Для рассматриваемого случая с дополни-
тельным резервированием установившийся режим 
определяется при t ∈ ∞[ ; ).225

Соответственно, качество сервиса также мо-
жет оцениваться только в установившемся режиме. 
Рассматриваемая схема организации вещания с до-
полнительным резервированием имеет две точки 
автоматического восстановления цифрового потока: 

• резервирование в блоке врезки контента LCI при 
переходе системы из состояния 1 в состояние 2, 
а также из состояния 5 в состояние 10 и обратно;

• резервирование в блоке передающего устрой-
ства TX при переходе системы из состояния 1 в 
состояние 4, а также из состояния 2 в состояние 
9 и обратно.
Автоматическое резервирование для TX подра-

зумевает переключение от основного источника 
цифрового информационного потока (устройство 
врезки контента LCI) на резервный (приемник феде-
рального сигнала RX1) при возникновении некото-
рого заданного количества ошибок в потоке либо 

полного отсутствия пакетов в течение устанавливае-
мого времени. Автоматическое резервирование для 
устройства вставки LCI подразумевает переход от 
режима врезки, когда используются оба потока от 
RX1 и RX2, к трансляции на выход только основной 
версии T2-MI от RX1 при возникновении ошибок в 
локальном цифровом потоке. Обратное переключе-
ние возможно при восстановлении основного источ-
ника и наличии заданного количества корректных 
пакетов. Отсутствие пакетов основного потока либо 
ошибки в течение времени ожидания при переходе 
на резерв ведут к снижению QoS, в частности по па-
раметрам SAE и SDE (TS_sync_loss, PAT_error, 
PMT_error, PCR_error). В зависимости от условий 
переключения на резерв снижение QoS по этим па-
раметрам вызывает кратковременное отсутствие 
изображения на экране абонентского приемника, 
пикселизацию картинки, характерное разбиение 
изображения на блоки. Также при резервировании 
может произойти замена контента в сервисе, подле-
жащем модификации по основной схеме. Обратное 
переключение на основной источник менее пробле-
матично, поскольку происходит при отсутствии 
ошибок, но также может вызвать снижение QoS в 
частности по параметру SIE (Continuity_count_error, 
Transport_error), что при единичном возникновении 
может произойти незаметно для субъективного вос-
приятия абонента, кроме замены содержания моди-
фицируемого канала. Моменты автоматического ре-
зервирования для рассматриваемой системы 
относятся к переходному режиму и ограничиваются 
интервалом времени t ∈( ; ),0 225  поэтому с помо-
щью коэффициента готовности напрямую характе-
ризуется процент времени предоставления абоненту 
сигнала заданного качества, т.е. с соответствующим 
QoS за избранный временной период.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате расчетов параметров надежности 
системы регионализации контента на типовой эфир-
ной передающей станции DVB-T2 с помощью систе-
мы уравнений А.Н. Колмогорова было определено, 
что при практически одинаковом времени восста-
новления оборудования с дополнительным резерви-
рованием и без него среднее время наработки меж-
ду отказами системы с резервированием в 2.5 раза 
выше по сравнению с системой без резервирования, 
что соответствует более длительному интервалу ра-
ботоспособности всего комплекса типовой станции 
ТВ вещания, а также меньшему влиянию на пара-
метр оценки качества – QoS. Кроме того, снижение 
QoS обусловлено переключением оборудования на 
резервные источники при организации автоматиче-
ского резервирования в связи с отсутствием пакетов 
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T2-MI потока в течении времени ожидания, а также 
при обратном переключении на штатную схему ра-
боты в случае восстановления основного источника 
сигнала.
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К модели поцепочного намагничивания 
гранулированной среды: 

вариант магнитной диагностики цепочек шаров
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Резюме. Кроме информации о магнитных параметрах неоднородных, в частности гранулированных, 
магнетиков, обычно изучаемых в рамках модели квазисплошной среды, не меньший интерес представляет 
получение информации с позиций модели, когда объект изучения – характерные элементы неоднородного 
магнетика. Согласно хорошо зарекомендовавшей себя модели избирательного намагничивания гранули-
рованной среды такими элементами, из которых состоит эта среда, являются цепочки гранул – прямые и 
извилистые, всегда проявляющие себя в направлении ее намагничивания. Они выполняют функцию про-
водников-каналов генерируемого магнитного потока сквозь гранулированную среду, вследствие чего она 
представляет собой своеобразный разветвленный «жгут» проводников-каналов. Для любой же из цепочек 
гранул, например, гранул-шаров радиусом R концептуально значимыми являются магнитные параметры 
ее условных сердцевин радиусом r ≤ R. Эти параметры, прежде всего, магнитная проницаемость квазис-
плошных сердцевин и магнитная индукция в них, для разных (по r) сердцевин вариабельны, что требует 
соответствующей магнитной диагностики. Для выяснения магнитных параметров условных сердцевин це-
почки гранул-шаров как физически самодостаточного элемента гранулированной среды (т.е. в соответ-
ствии с моделью поцепочного намагничивания такой среды), измерительные датчики магнитного потока в 
сердцевине практично выполнять в виде круговых датчиков, окружающих точку контакта гранул-шаров, но 
не традиционных петель из провода, а контуров на тонких печатных платах с посадочными отверстиями, 
помещаемых между смежными шарами. На основании полученных данных магнитного потока в разных по 
радиусу r сердцевинах (r/R = 0.2−0.9) цепочки шаров радиусом R = 20 мм определены значения магнитной 
индукции B в них, а также их магнитной проницаемости µ при намагничивании цепочки в соленоиде полем 
напряженностью от 4.8 до 54.5 кА/м. Показано, что при формальном утолщении сердцевин значения B 
и µ снижаются ввиду уменьшения объема ферромагнетика в сердцевине, а для предельной сердцевины 
(r/R → 1), т.е. для цепочки в целом они ожидаемо соответствуют значениям B и µ для полишаровой сре-
ды-засыпки. 

Ключевые слова: намагничивание цепочки шаров, условные сердцевины, контуры-датчики магнитного по-
тока, магнитная индукция и проницаемость
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Abstract. In addition to information on the magnetic parameters of inhomogeneous magnetics, in particular, 
granular magnetics usually studied within the framework of the quasi-continuous medium model, it is of no less 
interest to obtain information from the standpoint of the model, when the object of study is the characteristic 
elements of an inhomogeneous magnetic. According to the well-proven model of selective magnetization of a 
granular medium, the elements that make up this medium are chains of granules – straight and sinuous, always 
manifesting themselves in the direction of its magnetization. They perform the function of conductor channels 
of the generated magnetic flux through the granular medium. As a result, it is a kind of branched «bundle» of 
conductor channels. For any of the chains of granules, for example, granules-balls of radius R, conceptually 
significant are the magnetic parameters of its conditional cores with radius r ≤ R, and these parameters, first 
of all, the magnetic permeability of quasi-continuous cores and magnetic induction in them, for different (in r) 
cores are variable, which requires appropriate magnetic diagnostics. To clarify the magnetic parameters of the 
conditional cores of a chain of granules-balls, as a physically self-sufficient element of a granular medium (i.e., 
in accordance with the model of chain-link magnetization of such a medium), it is practical to make measuring 
magnetic flux sensors in the core as circular sensors surrounding the contact point of granules-balls, however, 
not as traditional wire loops, but as circuits on thin printed circuit boards (with mounting holes) placed between 
adjacent balls. Based on the obtained data of the magnetic flux in cores of different radii r (r/R = 0.2–0.9) of 
a chain of spheres with a radius of R = 20 mm, the values of the magnetic induction B in them, as well as their 
magnetic permeability µ, were determined when the chain is magnetized in the solenoid by a field of strength 
from 4.8 to 54.5 kA/m. It is shown that with formal thickening of the cores, the values of B and µ decrease due 
to a decrease in the volume of the ferromagnet in the core, and for the limiting core (r/R → 1), i.e., for the chain 
as a whole, they correspond to the values of B and µ for a poly-ball backfill medium.

Keywords: magnetization of a chain of spheres, conditional cores, contours-sensors of magnetic flux, magnetic 
induction and permeability
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ВВЕДЕНИЕ. О РОЛИ ЦЕПОЧЕК ГРАНУЛ  
В НАМАГНИЧИВАЕМОЙ ГРАНУЛИРОВАННОЙ 

СРЕДЕ

Задача изучения магнитных свойств различных 
неоднородных магнетиков, в частности, композитов, 
суспензий, порошков, засыпок гранул и пр. [1−13], 
хотя и квалифицируется как более сложная по срав-
нению с традиционной задачей изучения магнит-
ных свойств однородных (сплошных) магнетиков, в 
большинстве случаев сводится к получению таких 
же, что и для сплошных магнетиков, характеристик 
магнитных параметров. В этом случае магнитные 
параметры изучаемого, по сути – квазисплошного, 
магнетика часто именуются так называемыми эф-
фективными параметрами. 

Наряду с получением именно такой информа-
ции, т.е. с позиций этой макромодели, как характе-
ризующей тот или иной неоднородный магнетик в 
целом, важным представляется получение информа-
ции о его «локальных» магнитных параметрах – ин-
формации с позиций как бы микромодели. И в ка-
честве предпочтительных здесь объектов изучения 
следовало бы брать те характерные, в том числе со-
ставные, элементы того или иного вида неоднород-
ной среды, микромодельные магнитные параметры 
которых позволяют непосредственно выходить на 
макромодельные магнитные параметры неоднород-
ного магнетика в целом.

В частности, подобное решение реализовано 
применительно к весьма распространенному виду 
неоднородных магнетиков – гранулированной сре-
де [13−16], где в рамках оригинальной модели ее 
избирательного намагничивания показана принци-
пиальная роль таких элементов гранулированной 
среды, как цепочки гранул, прямых и извилистых, 
которые всегда проявляют себя в направлении на-
магничивания этой среды. Они выполняют функ-
цию проводников-каналов генерируемого маг-
нитного потока, а о принципиальной роли этих 
составных элементов гранулированной среды, 
представляющей собой своеобразный разветвлен-
ный «жгут» проводников-каналов, свидетельствует 
сходство полевых зависимостей индукции для уе-
диненной цепочки гранул и гранулированной сре-
ды в целом [13−16].

РАЗВИТИЕ ПОДХОДА К МАГНИТНОЙ 
ДИАГНОСТИКЕ ЦЕПОЧКИ ГРАНУЛ-ШАРОВ

Что касается любой из цепочек гранул, напри-
мер, гранул-шаров радиусом R, то согласно модели 
[13−16] концептуально значимыми являются маг-
нитные параметры ее условных сердцевин радиусом 
r ≤ R, разумеется – как квазисплошных магнетиков. 
Такие параметры, прежде всего, их магнитная про-
ницаемость и магнитная индукция в них для разных 
по r сердцевин вариабельны – ввиду взаимного раз-
личия их магнитного сопротивления из-за отличаю-
щихся объемов промежутков между поверхностями 
смежных гранул и, следовательно, различных объе-
мов металла в таких сердцевинах. Для предельной 
же сердцевины (r → R) эти параметры практически 
соответствуют таковым для гранулированной среды 
в целом, что указывает на наличие ожидаемых свя-
зей между микромодельными и макромодельными 
параметрами.

О вариабельности магнитных параметров раз-
ных сердцевин цепочки шаров свидетельствуют 
как соответствующие расчеты, так и прямая маг-
нитная диагностика поля в клинообразном объеме 
между шарами выделенной цепочки шаров [13−16]. 
Результативным вариантом выполнения такой ди-
агностики, которую в малых по размерам объемах, 
как известно, реализовать сравнительно сложно, 
является измерение магнитных потоков (микропо-
токов) Ф сквозь концентричные, подключаемые к 
микровеберметру, круговые петли разного радиу-
са r ≤ R, окружающие точку контакта шаров. Такие 
петли-датчики располагаются между смежными 
шарами в средней части намагничиваемой цепочки 
шаров. Углубляя петли-датчики в столь малый, су-
жающийся при приближении к точке контакта ша-
ров объем между шарами, можно получать данные Ф 
для сердцевин даже сравнительно небольшого отно-
сительного радиуса r/R, особенно если использовать 
цепочку шаров повышенного радиуса R, а петли – из 
весьма тонкого провода. 

Этот подход усовершенствован в [17, 18] для 
того, чтобы избегать трудностей, связанных с обе-
спечением необходимых здесь требований к таким 
датчикам, особенно углубляемым, а потому вынуж-
денно выполняемым из весьма тонкого провода. Так, 
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требуется обеспечивать четко круговую (в виде стро-
гой окружности) форму датчика, концентричность в 
случае пользования системой датчиков разного ра-
диуса, фиксацию датчика и/или системы датчиков в 
плоскости симметрии межшарового объема, исклю-
чая при этом возможное смещение их центров отно-
сительно точки контакта шаров. Применительно же 
к рассматриваемой задаче, когда цепочка шаров 1 
(рис. 1) намагничивается, например, в соленоиде 2, 
этим требованиям в достаточно полной мере удов-
летворяет датчик 3, представляющий собой тонкую 
плоскую печатную плату с токопроводящим круго-
вым контуром или системой концентричных конту-
ров-датчиков на ней. Каждый из контуров, разумеет-
ся, имеет малый разрыв для проводного соединения 
свободных концов с микровеберметром. 

Применение оговоренной рабочей платы факти-
чески обеспечивает строгую форму контура-датчика 
и/или каждого из них в системе контуров-датчиков, 
а именно геометрически идеальную окружность на 
плоской поверхности. Обеспечивается также, причем 
несложно, фиксация контура-датчика и/или систе-
мы концентричных контуров-датчиков в плоскости 
симметрии объема между намагничиваемыми ша-
рами, куда помещается такая рабочая плата, причем 
без опасения возможного смещения центра контура 
и/или системы контуров относительно точки контак-
та шаров. Для этого в средней части рабочей платы 
имеется концентричное контуру-датчику и/или си-
стеме контуров-датчиков отверстие. Как следует из 
соответствующих геометрических связей [17, 18], его 
посадочный диаметр d0, в зависимости от выбранных 
шаров радиусом R и толщины δ тонкой рабочей пла-
ты, должен составлять величину d0 = [δ(4R – δ)]0.5.

1

2

3

Wb

Рис. 1. Иллюстрация цепочки шаров 1, 
намагничиваемой в поле соленоида 2 с 

размещенными между шарами круговыми, 
подключаемыми к микровеберметру, контурами-

датчиками 3 на тонкой печатной плате

ДАННЫЕ МАГНИТНОГО ПОТОКА 
В СЕРДЦЕВИНАХ ЦЕПОЧКИ ШАРОВ. 

МАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ И ПРОНИЦАЕМОСТЬ

На рис. 2a показаны данные измерений магнит-
ного микропотока Φ сквозь контуры-датчики [17], а 
значит, сквозь соответствующие по радиусу r серд-
цевины цепочки шаров радиусом R = 20 мм в виде 
семейства полевых зависимостей для разных значе-
ний относительного радиуса r/R. Данные получены 
с использованием достаточно протяженной цепочки 
шаров (14 шаров – для минимизации размагничива-
ющего фактора), диапазон изменения напряженно-
сти намагничивающего поля: H = 4.8−54.5 кА/м, а 
диапазон изменения относительного радиуса серд-
цевин: r/R = 0.2−0.9. 

Из рисунка видно, что с повышением H значения 
Φ монотонно возрастают, причем со снижением ин-
тенсивности этого роста по мере повышения H, и это 
особенно заметно для сравнительно малых значений 
r/R. Чем больше радиус r сердцевины, тем больше, 
разумеется, и магнитный поток Φ сквозь нее (рис. 
2a), что более наглядно прослеживается на родствен-
ном семействе зависимостей Φ от r/R – для разных 
значений H (рис. 2б). 

Используя экспериментальные данные Φ (рис. 2), 
нетрудно получить данные магнитной индукции B в 
каждой из квазисплошных сердцевин радиусом r и 
сечением πr2 – как B = Φ/πr2, а также данные магнит-
ной проницаемости µ соответствующих сердцевин – 
как µ = B/µ0H = Φ/πr2µ0H, где µ0 = 4π · 10−7 Гн/м – 
магнитная константа. Установленные для разных (по 
r/R) сердцевин данные B и µ в виде семейств зави-
симостей B и µ от H, а также полученные из них не 
менее информативные семейства зависимостей B и 
µ от H от r/R (при разных H) показаны на рис. 3 и 
рис. 4. 

Из рис. 3а видно, что с повышением напряжен-
ности поля H индукция B в каждой из сердцевин 
возрастает монотонно, но далее интенсивность это-
го роста снижается (как и данных Φ на рис. 2а): для 
сравнительно малых значений r/R – весьма заметно. 
Чем больше радиус r сердцевины, тем меньше ин-
дукция B в ней (рис. 3a): это более наглядно просле-
живается на зависимостях B от r/R для разных значе-
ний H (рис. 3б).

Что же касается магнитной проницаемости µ 
соответствующих (по r/R) сердцевин, то с повыше-
нием H она снижается (рис. 4a). Как и для данных 
B (рис. 3), чем больше радиус r сердцевины, тем 
меньше ее проницаемость µ (рис. 4), что заметно 
уже по взаимному расположению зависимостей µ 
от H (рис. 4a), а также по убывающим трендам по-
следовавших из них зависимостей µ от r/R для раз-
ных H (рис. 4б). 
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Рис. 2. Зависимости магнитного микропотока Ф сквозь контуры-датчики, охватывающие сердцевины  
радиуса r в цепочке шаров радиусом R = 20 мм: (a) от напряженности поля H (1 – r/R = 0.2; 2 – 0.3; 3 – 0.4;  

4 – 0.5; 5 – 0.6; 6 – 0.7; 7 – 0.8; 8 – 0.9); (б) от относительного радиуса r/R сердцевин (1 – H = 10 кА/м;  
2 – 20; 3 – 29.7; 4 – 39.5; 5 – 48.7; 6 – 54.5)

Рис. 3. Зависимости магнитной индукции B в сердцевинах цепочки шаров от напряженности поля H (a) и 
относительного радиуса r/R сердцевин (б); позиционные обозначения – согласно рис. 2

Рис. 4. Зависимости магнитной проницаемости µ сердцевин цепочки шаров от напряженности поля H (a) и 
относительного радиуса r/R сердцевин (б); позиционные обозначения – согласно рис. 2
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Наблюдающееся на рис. 3 и рис. 4 снижение зна-
чений B и µ по мере увеличения радиуса r условных 
сердцевин (относительный радиус r/R которых мо-
жет изменяться от r/R → 0 до r/R = 1) обусловлено 
снижением объемной доли γ металла-ферромагнети-
ка в утолщающейся сердцевине. Так, если восполь-
зоваться связью между γ и r/R [17]: 

 γ = − ( ) +
− − ( )

( )

















2
3

1
1 12

2

2r R
r R

r R
,  (1)

то можно данные этих ключевых параметров, а 
именно магнитной индукции B и магнитной прони-
цаемости µ, представленные на рис. 3б и рис. 4б в 
координатах с абсциссой r/R, изобразить в координа-
тах с абсциссой γ (рис. 5). Тем самым демонстриру-
ется роль такого «теневого» параметра как объемная 
доля γ металла в сердцевине цепочки шаров. 

Рис. 5. Зависимости, демонстрирующие  
влияние объемной доли γ металла  

в условно выделяемых, разных по радиусу r, 
сердцевинах цепочки шаров на магнитную  

индукцию B в них (a) и на их магнитную 
проницаемость µ (б) – по данным рис. 3 и рис. 4  

с учетом связи между γ и r/R согласно  
зависимости (1)

Так, если следовать этим полученным, весьма 
показательным трендам зависимостей B и µ от γ на 
рис. 5 в сторону увеличения γ, то видно, что роль γ 
проявляется особо после γ = 0.9−0.95, т.е. при γ → 1 
(и соответственно r/R → 0). Здесь рост значений B 
и µ явно стремителен – с тенденцией приближения 
этих значений к значениям B и µ, присущим мате-
риалу шаров. Не менее показательны на рис. 5 и 
тренды зависимостей B и µ от γ, если следовать в 
сторону уменьшения γ, вплоть до характерных для 
цепочки значений γ → 0.67 (т.е., соответственно, 
r/R → 1). Это позволяет проверить и то концепту-
альное положение модели намагничивания, соглас-
но которому магнитные свойства цепочки шаров 
и гранулированной (полишаровой) среды-засыпки 
должны быть взаимно сходны. Тестом для этого мо-
жет служить, в частности, сравнение (для цепочки 
шаров и полишаровой среды-засыпки) полевых за-
висимостей параметра B и/или полевых зависимо-
стей параметра µ. 

Что касается полевых зависимостей магнит-
ной индукции B и проницаемости µ для цепочки 
шаров, то их можно получить, воспользовавшись 
данными на рис. 5. Хотя в экспериментах [17] наи-
больший относительный радиус контуров-датчи-
ков (и охватываемых ими условных сердцевин це-
почки шаров) ограничивался значением r/R = 0.9 
(т.е. γ = 0.755 на рис. 5), тем не менее, достовер-
ную оценку значениям B и µ, вплоть до требуемого 
значения r/R = 1, т.е. до γ = 0.67, сделать неслож-
но. Так, тренды зависимостей B и µ от γ в сторону 
уменьшения γ, будучи при γ < 0.755 (или, что то же, 
при r/R > 0.9) близкими к автомодельным (рис. 5), 
поддаются вполне объективной экстраполяции – 
влево до γ = 0.67, т.е. до r/R =1. Нетрудно убедить-
ся, что отличия значений как B, так и µ, на которые 
указывает такая экстраполяция, от значений B и µ 
при γ = 0.755 (т.е. при r/R = 0.9) весьма незначи-
тельные (рис. 5). 

Это позволяет изобразить полевые зависимо-
сти индукции B и проницаемости µ для цепочки 
(рис. 6, кривые 1) по обобщающим данным: при 
γ = 0.755−0.67 (т.е. при r/R = 0.9−1). А для заявленно-
го сравнения здесь же, на рис. 6 (кривые 2), изобра-
жены также имеющиеся в [13] полевые зависимости 
B и µ для полишаровой среды-засыпки. Видно, что 
с точностью практически до константы сопостав-
ляемые полевые зависимости как индукции B (рис. 
6a, кривые 1 и 2), так и проницаемости µ (рис. 6б, 
кривые 1 и 2) согласуются между собой. Тем самым 
подтверждается, что цепочка гранул является физи-
чески самодостаточным элементом (в составе «жгу-
та» подобных элементов) гранулированной среды, 
действительно ответственным за намагничивание 
этой среды.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Одним из концептуальных положений хорошо 
зарекомендовавшей себя модели поцепочного намаг-
ничивания гранулированной среды является принци-
пиальная роль таких элементов, из которых состоит 
гранулированная среда, как цепочки гранул – пря-
мых и извилистых, которые всегда проявляют себя 
в направлении намагничивания этой среды. Они 

Рис. 6. Полевые зависимости  
магнитной индукции B (a) и проницаемости µ (б): 
1 – для цепочки шаров (практически предельной 

ее сердцевины, когда r/R =0.9−1);  
2 – для полишаровой среды-засыпки

выполняют функцию проводников-каналов генери-
руемого магнитного потока, т.е. гранулированная 
среда представляет собой своеобразный разветвлен-
ный «жгут» таких элементов. При этом значимыми 
являются магнитные параметры разных по радиусу r 
условных сердцевин цепочки гранул, прежде всего, 
их магнитная проницаемость и магнитная индукция 
в них. Для осуществления такого контроля оправ-
дано использование датчиков магнитного потока 
в виде круговых, окружающих точку контакта ша-
ров, токопроводящих контуров на тонких печатных 
платах, помещаемых в плоскости симметрии объ-
ема между контактирующими шарами. Выполнен 
анализ полученных результатов измерений магнит-
ных потоков в разных по относительному радиусу 
(r/R = 0.2−0.9) сердцевинах цепочек шаров радиусом 
R = 20 мм при напряженности намагничивающего 
поля в диапазоне 4.8−54.5 кА/м. Показано, что при 
формальном утолщении сердцевин значения индук-
ции и проницаемости снижаются ввиду уменьшения 
объемной доли ферромагнетика в сердцевине, а для 
предельной сердцевины (r/R → 1), т.е. цепочки в 
целом, они согласуются со значениями индукции и 
проницаемости, присущими полишаровой среде-за-
сыпке. Тем самым подтверждается и соответствую-
щий результат модели поцепочного намагничивания 
гранулированной среды.
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Резюме. В статье компьютерное проектирование трасс линейных сооружений рассматривается как за-
дача сплайн-аппроксимации. Принципиальной особенностью соответствующих проектных задач являет-
ся то, что план и продольный профиль трассы состоят из элементов заданного вида. В зависимости от 
типа линейного сооружения используются отрезки прямых, дуги окружностей, парабол второй степени, 
клотоид и др. В любом случае результатом проектирования является кривая, состоящая из нужной по-
следовательности элементов заданного вида. В точках сопряжения элементы, как правило, имеют об-
щую касательную, а в наиболее сложном случае – и общую кривизну. Подобные кривые принято называть 
сплайнами. В отличие от других применений сплайнов в проектировании трасс линейных сооружений при-
ходится учитывать многочисленные ограничения на параметры элементов сплайна, возникающие из необ-
ходимости соблюдения технических нормативов с целью обеспечения нормальной эксплуатации будущего 
сооружения. Технические ограничения формализуются в виде системы неравенств. Главная отличитель-
ная особенность рассматриваемых проектных задач состоит в том, что число элементов искомого сплайна 
неизвестно и должно быть определено в процессе решения задачи. Это обстоятельство принципиально 
усложняет задачу и не позволяет применить для ее решения математические модели и алгоритмы нели-
нейного программирования, так как неизвестна размерность задачи. В статье предлагается двухэтапная 
схема сплайн-аппроксимации плоской кривой, заданной последовательностью точек, при неизвестном 
числе элементов сплайна и наличии ограничений на параметры его элементов. На первом этапе опреде-
ляется число элементов сплайна и приближенное решение задачи аппроксимации. Используется метод 
динамического программирования. На втором этапе выполняется оптимизация параметров элементов 
сплайна. Используются алгоритмы нелинейного программирования, разработанные с учетом особенно-
стей системы ограничений. При этом на каждой итерации процесса оптимизации для соответствующего 
набора активных ограничений строится базис в нуль-пространстве матрицы ограничений. Это позволяет 
найти направление спуска и решить вопрос об исключении ограничений из активного набора без реше-
ния систем линейных уравнений вообще, а в наиболее сложных случаях − решая линейные системы малой 
размерности. В качестве целевой функции наряду с традиционно используемой суммой квадратов откло-
нений аппроксимируемых точек от сплайна в статье предлагаются другие функции с учетом специфики 
конкретной проектной задачи.

Ключевые слова: трасса, план и продольный профиль, сплайн, динамическое программирование, целевая 
функция, ограничения
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Abstract. In the article, computer design of routes of linear structures is considered as a spline approximation problem. 
A fundamental feature of the corresponding design tasks is that the plan and longitudinal profile of the route consist 
of elements of a given type. Depending on the type of linear structure, line segments, arcs of circles, parabolas of the 
second degree, clothoids, etc. are used. In any case, the design result is a curve consisting of the required sequence 
of elements of a given type. At the points of conjugation, the elements have a common tangent, and in the most difficult 
case, a common curvature. Such curves are usually called splines. In contrast to other applications of splines in the 
design of routes of linear structures, it is necessary to take into account numerous restrictions on the parameters of 
spline elements arising from the need to comply with technical standards in order to ensure the normal operation of 
the future structure. Technical constraints are formalized as a system of inequalities. The main distinguishing feature 
of the considered design problems is that the number of elements of the required spline is usually unknown and must 
be determined in the process of solving the problem. This circumstance fundamentally complicates the problem and 
does not allow using mathematical models and nonlinear programming algorithms to solve it, since the dimension 
of the problem is unknown. The article proposes a two-stage scheme for spline approximation of a plane curve. 
The curve is given by a sequence of points, and the number of spline elements is unknown. At the first stage, the 
number of spline elements and an approximate solution to the approximation problem are determined. The method of 
dynamic programming with minimization of the sum of squares of deviations at the initial points is used. At the second 
stage, the parameters of the spline element are optimized. The algorithms of nonlinear programming are used. They 
were developed taking into account the peculiarities of the system of constraints. Moreover, at each iteration of the 
optimization process for the corresponding set of active constraints, a basis is constructed in the null space of the 
constraint matrix and in the subspace – its complement. This makes it possible to find the direction of descent and 
solve the problem of excluding constraints from the active set without solving systems of linear equations. As an 
objective function, along with the traditionally used sum of squares of the deviations of the initial points from the spline, 
the article proposes other functions taking into account the specificity of a particular project task.

Keywords: route, horizontal and vertical alignment, spline, dymanic programming, objective function, restrictions
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ВВЕДЕНИЕ

Линейные сооружения – это сооружения, по-
ложение которых на местности определяется осью 
сооружения, называемой трассой. К ним относятся 
железные и автомобильные дороги, трубопрово-
ды различного назначения, каналы, водоводы и др. 
Трасса – это трехмерная кривая, которая традицион-
но представляется двумя плоскими кривыми – пла-
ном и продольным профилем. 

 План трассы – это ее проекция на плоскость 
XOY, а продольный профиль – график функции Z(s), 
где s – длина кривой в плане, отсчитываемая от за-
данной начальной точки. Продольный профиль по-
лучается при развертке на плоскость вертикальной 
поверхности, проходящей через трассу.

Независимо от вида сооружения, проектиро-
вание продольного профиля можно рассматривать 
как построение сплайна, состоящего из элементов 
заданного вида. Этот сплайн должен минимально (в 
заданном смысле) отклоняться от исходной ломаной 
линии, которая при проектировании новых сооруже-
ний является профилем земли, а при проектирова-
нии реконструкции – это профиль существующего 
сооружения.

Простейшим сплайном первого порядка яв-
ляется проектная линия продольного профиля 
железной дороги. В этом случае задача состоит 
в преобразовании исходной ломаной линии (про-
филь земли) в другую ломаную линию, удовлет-
воряющую целому ряду ограничений: на уклоны 
элементов и разности уклонов смежных элемен-
тов, минимальную длину элементов, высотные 
ограничения в отдельных точках и зонах [1, 2]. 
В силу малости проектных уклонов длина эле-
мента и разность абсцисс его концов практически 
совпадают; разность уклонов смежных элементов 
отождествляется с углом поворота, а уклон – с 
углом элемента с осью абсцисс. 

При этом число элементов искомого сплайна 
неизвестно. Это обстоятельство, а также наличие 
многочисленных ограничений, является существен-
ным отличием рассматриваемой проектной задачи 
сплайн-аппроксимации от задач, решаемых в тео-
рии сплайнов и ее приложениях [3−5], где число уз-
лов сплайна и их абсциссы считаются заданными, а 
ограничения, как правило, отсутствуют. 

В упрощенной постановке задача поиска опти-
мального сплайна в виде ломаной линии при не-
известном числе элементов и ограничениях была 
решена в прошлом веке применительно к проек-
тированию продольного профиля новых железных 
дорог [6, 7].

Задача решалась в два этапа. На первом эта-
пе исходный профиль земли преобразовывался в 

ломаную, составленную из коротких элементов, с 
соблюдением всех ограничений, кроме ограничения 
на длину элемента. Такой профиль был назван раз-
работчиками первых проектирующих алгоритмов – 
«цепочка» [6].

На втором этапе «цепочка» преобразовывалась в 
проектную линию с соблюдением всех ограничений, 
включая ограничения по длине элементов.

В реальной постановке применительно к про-
ектированию в условиях пересеченного рельефа 
и сложной геологии задача была решена на ЭВМ 
БЭСМ-4 методом нелинейного программирования. 
Соответствующая программа получила широкое 
практическое применение, несмотря на большое 
время счета из-за крайне низкого быстродействия 
этой и последующих моделей ЭВМ (Минск 32, ЕС 
1020 и др.) прошлого века [1].

В получивших широкое распространение в на-
шей стране САПР, разработанных западными фир-
мами [8−10], их отечественными [11] и белорусским 
аналогами [12], компьютер используется для реше-
ния вспомогательных задач, но не для выработки 
оптимальных проектных решений. В этих системах 
задача сплайн-аппроксимации решается «через гла-
за», то есть проектировщик должен задать ту или 
иную информацию, которая полностью определяет 
искомую линию. В лучшем случае он рассматривает 
несколько из возможных решений, которых теорети-
чески бесконечно много. 

В настоящее время требуется совершенство-
вание математической модели, алгоритма и ранее 
разработанных проектирующих программ в связи с 
изменением технических требований при проекти-
ровании высокоскоростных железных дорог. Сплайн 
первого порядка должен быть заменен на сплайн, 
состоящий из прямых и дуг окружностей, число ко-
торых остается неизвестным. 

Подобный сплайн используется и при проекти-
ровании трубопроводов большого диаметра. 

При проектировании продольного профиля авто-
мобильных дорог возникает задача поиска параболи-
ческого сплайна второго порядка [13] с уже отмечен-
ными принципиальными особенностями. Эта задача 
была решена с применением нелинейного програм-
мирования [13].

Сплайн с дугами окружностей используется, 
как альтернатива сплайну с параболами, при про-
ектировании продольного профиля автодорог, а 
также плана трасс различных линейных сооруже-
ний [14].

Целью настоящей статьи является рассмотрение 
упомянутых проектных задач с единых теоретиче-
ских позиций, как задач сплайн-аппроксимации, и 
изложение принципиальных пунктов и особенно-
стей алгоритмов их решения.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ АППРОКСИМАЦИИ 
СПЛАЙНОМ С ДУГАМИ ОКРУЖНОСТЕЙ И ЕЕ 

ФОРМАЛИЗАЦИЯ

Рассмотрим задачу проектирования продольного 
профиля прямолинейными элементами, которые со-
прягаются дугами окружностей.

Если проектируется реконструкция, то исход-
ным является профиль существующего сооружения. 
Если проектируется новое сооружение, то исход-
ным является профиль земли. «Цепочечный» про-
дольный профиль (пунктирная линия на рис. 1), для 
получения которого имеются проектирующие про-
граммы [14], используется для поиска числа элемен-
тов сплайна. Равенство длин элементов «цепочки» 
не требуется, но абсциссы ее узлов и абсциссы узлов 
исходной ломаной линии совпадают.

A

B С

θ

D E

Профиль земли
«Цепочка» z(s)

Сплайн Z(s)

F

ВУ1

ВУ2

Рис. 1. Сплайн с дугами окружностей

Итак, имеем ломаную линию z(s), которую тре-
буется преобразовать с минимальными отклонени-
ями в сплайн Z(s), состоящий из отрезков прямых, 
сопрягаемых дугами окружностей (рис. 1).

Ограничения: 
1) на уклоны Ij прямолинейных элементов сплайна: 

−Imin ≤ Ij ≤ Imax, j = 1, 2, …, N − 1, где N – число 
узлов сплайна (вершин искомой ломаной, да-
лее – ВУ). Фактически это ограничение на пер-
вую производную функции Z(s).

2) на радиусы (кривизну) вписанных выпуклых 
и вогнутых кривых: 1/Rвып ≤ 1/Rj ≤ 1/Rвог, 
j = 1, 2, …, N, Rвып < 0, а Rвог > 0.

3) на длины дуг окружностей (BC, DE на рис. 1): 
Lкр j ≥ Lкр min.

4) на длины прямых вставок между кривыми (CD 
на рис. 1): Lпр j ≥ Lпр min. 
Дополнительно могут быть заданы ограничения 

на ординаты отдельных точек (высотные ограниче-
ния в местах пересечения водотоков, других комму-
никаций и т.д.)

Целевая функция

Равные отклонения в разные стороны от исход-
ной линии часто бывают неравноценны. Поэтому 
традиционно используемая минимизация суммы 

квадратов отклонений в заданных точках (в том чис-
ле и с различными весами) оказывается неприемле-
мой.

При проектировании новых дорог в качестве це-
левой функции на данном этапе могут быть приняты 
суммарные объемы земляных работ в насыпях и в 
выемках. Строительные затраты могут быть приня-
ты в качестве целевой функции, если в насыпях и в 
выемках нет взаимосвязи элементов, которая возни-
кает при использовании грунтов выемок для соору-
жения насыпей и требует рассмотрения проектной 
линии как единого целого [14], как в нелинейном 
программировании. 

На этапе преобразования исходной ломаной 
(«цепочки» или существующего профиля) в сплайн 
нужного вида отклонения по ординатам (рабочие от-
метки) невелики (порядка 0.5 м [14]), что позволяет 
использовать упрощенные критерии оптимальности, 
поскольку цель данного этапа – определить число 
элементов и их примерное расположение, то есть 
построить начальное приближение для применения 
нелинейного программирования.

При проектировании реконструкции продольно-
го профиля дороги на данном этапе целесообразно 
использовать моделирующие функции, в которых 
учтены конкретные особенности задачи.

Так, при проектировании продольного профиля 
при реконструкции железных дорог прямолинейны-
ми элементами без учета влияния круговых кривых, 
которые вписывались в найденную линию, успешно 
использовалась гладкая моделирующая функция F(h) 
(сплайн второго порядка с дефектом, равным еди-
нице), график которой представлен на рис. 2. Здесь 
h – рабочая отметка, т.е. разность ординат искомого 
и исходного сплайна h(s) = Z(s) − z(s). Величины h0, 
Δ и параметры элементов F(h) определялись, исходя 
из существующих и проектируемых толщины бал-
ласта (Hсущ и Hпр соответственно), высоты рельсов 
и шпал. Δ = max(0, Hсущ − Hпр), а участки графика 
F(h) соответствуют: 1 – досыпке балласта, 2 – срезке 
балласта, 3 – срезке земляного полотна.

При Δ = 0 участок 2 графика F(h) отсутствует. 
При равенстве высот существующих и проектируе-
мых рельсов и шпал h0 = 0.

F

0 h0 – ∆ h0 h

1
2

3

Рис. 2. Моделирующая функция
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Значения F(hi) вычислялись в узлах исходного 
сплайна, и целевая функция имела вид:

 min ( ) ( ),Φ h = ∑v F hi

k

i
1

 (1)

где k – число узлов исходной ломаной, h = (h1, h2, …, hk) – 
вектор неизвестных, а  весовые коэффициенты vi равны 
полусуммам длин ее смежных элементов. Аналогичные 
моделирующие функции использовались при проекти-
ровании продольного профиля реконструируемых авто-
дорог параболическими сплайнами [13]. 

Если целевая функция – объем земляных работ, 
то F(hi) – площадь поперечного сечения в i-й точке – 
остается кусочно-квадратической и соответствует 
вычислению объема как интеграла от площади по 
формуле трапеций.

2. СПЛАЙН-АППРОКСИМАЦИЯ ПО МЕТОДУ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Динамическое программирование при выпол-
нении ряда условий [15−20] позволяет создать алго-
ритмы построения в несколько этапов оптимальной 
траектории перемещения некоторой системы из задан-
ного начального состояния в конечное, решая на ка-
ждом из этапов однотипные задачи, более простые по 
сравнению с исходной задачей [21]. Варианты дости-
жения одного и того же состояния различными путями 
считаются сравнимыми, и в каждом состоянии оста-
ется только лучший по заданному критерию вариант.

Варианты ВУ

A
I1

Lmin

1 2

S0

Z

Рис. 3. Первый шаг алгоритма

Ключевое понятие динамического программи-
рования – «состояние системы» для нашей задачи 
определим следующим образом: точка на прямоли-
нейном элементе сплайна, начиная с которой мож-
но строить дугу окружности или продолжить пря-
мую, плюс угол этого элемента с осью абсцисс ОS. 
Начальное состояние (точка А и уклон I1 на рис. 3) 
считаются заданными.

Относительно узлов исходного сплайна (ло-
маной z(s)) с заданным шагом разбивается сетка 

варьирования (на рис. 3 – точки на вертикалях 1, 2). 
В каждой из этих точек, исходя из уклона исходного 
сплайна, назначаются углы с осью ОS (сектор поис-
ка). Шаг назначения точек и углов на вертикали и 
число шагов по вертикали и углам в каждой из них 
являются исходными параметрами алгоритма поис-
ка проектного сплайна и задаются до начала расче-
та. При необходимости расчеты могут выполняться 
сначала с крупными дискретами, а затем с использо-
ванием полученного решения с меньшими дискрета-
ми. Это обычный прием сокращения времени счета 
при использовании динамического программирова-
ния, который успешно применялся при параболиче-
ской сплайн-аппроксимации [13, 14].

В качестве первой выбирается вертикаль, отсто-
ящая от начальной точки А (по абсциссам) на рассто-
янии Lmin, которое задается исходя из ограничений 3 
и 4 на длины кривых и прямых вставок. Кроме того 
задается расстояние Lmax – максимальная длина кри-
вой плюс длина прямой вставки. Для реализации ди-
намического программирования используются углы 
поворота (рис. 1) и координаты их вершин.

При поиске первой кривой проектного сплайна 
левая сторона угла задана (точка А и угол I1). Точки 
на каждой вертикали в пределах от Lmin до Lmax в со-
вокупности с назначаемыми в каждой из них направ-
лениями образуют возможные варианты правой сто-
роны первого угла поворота (рис. 3) и определяют 
соответствующие варианты первой ВУ. Для каждого 
варианта с использованием минимального радиуса 
выпуклой или вогнутой кривой (в зависимости от 
знака угла поворота) анализируется возможность 
выполнения всех ограничений, и остаются только те 
варианты, для которых все ограничения выполнены. 
Кроме того, рассматривается возможность без на-
рушения ограничений увеличить радиус вписанной 
дуги с использованием разности уклонов смежных 
элементов исходного сплайна, попадающих в рас-
сматриваемый угол. Выбирается радиус, при кото-
ром значение целевой функции для соответствую-
щей ВУ минимально.

На первом шаге сравнения путей и отбраковки 
вариантов достижения одного и того же состояния 
не происходит. Каждое из допустимых состояний 
первого шага вместе с соответствующими значени-
ями целевой функции (затрат на его достижение из 
начальной точки), координат ВУ, радиуса и угла по-
ворота запоминается.

Общий шаг алгоритма

Рассматриваются узлы исходного сплайна, аб-
сциссы которых (и соответствующие вертикали) 
находятся в пределах от SA + 2Lmin до S − Lmin, где 
S – абсцисса конца профиля. Для каждой вертикали 
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рассматриваются последовательно все предшеству-
ющие узлы, отстоящие от нее не менее чем на Lmin 
и не более чем на Lmax, и проходящие через них 
прямые. Для каждого пересечения последовательно 
выполняются те же действия, что и на первом шаге. 
Отличие состоит в том, что для рассматриваемого 
состояния (правая сторона угла, линия BC на рис. 4) 
возможно много пересечений со сторонами предше-
ствующих углов, исходящих из одной или из разных 
ВУ (точки Аi и Аi+1 на рис. 4). Как и на первом шаге, 
рассматриваются и сравниваются только допусти-
мые по ограничениям соединения. В итоге в каждое 
состояние на каждой вертикали (точка С плюс угол) 
приводит один вариант или ни одного. Для каждо-
го из таких вариантов дополнительно запоминает-
ся точка и направление (точка Аi и угол AiB с осью 
абсцисс на рис. 4), которые соответствуют левой 
стороне угла, то есть для каждого нового состояния 
запоминается связь с лучшим из предшествующих 
состояний.

Ai
Ai+1

B

C

Рис. 4. Сравнение и отбраковка вариантов

Последний шаг алгоритма

На последнем шаге правая сторона угла поворо-
та известна. Это конечная точка и угол, задающий 
конечное направление. Выполняются те же дей-
ствия, что и на общем шаге, и сравнением допусти-
мых соединений определяется минимальное значе-
ние целевой функции. Обычным для динамического 
программирования разворотом по запомненным свя-
зям [21, 22] восстанавливается оптимальный сплайн 
и его параметры.

Конечно, можно рассматривать и несколько ко-
нечных направлений и точек и выполнять те же дей-
ствия для каждой из них с последующим выбором 
лучшего варианта.

При реализации алгоритма встретились слож-
ности при наличии длинных прямых. Получались 
малые углы поворота. В зависимости от конкретной 
задачи такие углы или не допускаются вообще или 
в них не вписываются кривые (например, при про-
ектировании автодорог низких категорий). В первом 
случае вместо двух пересекающихся прямых можно 
было в процессе перебора вариантов образовывать 

одну (по крайним точкам). Но поскольку алгоритм 
предназначен только для построения начального 
приближения, то во избежание излишних усложне-
ний такие преобразования производились только для 
полученного сплайна. Это оправдано еще и тем, что 
далеко не все такие пересечения под малыми углами 
попадают в окончательное решение. 

3. ОПТИМИЗАЦИЯ ПАРАМЕТРОВ СПЛАЙНА

Проектная линия полностью определяется коор-
динатами вершин углов поворота и радиусами впи-
санных окружностей, полученными по методу дина-
мического программирования (рис. 5).

Для начала считаем неизменными абсциссы ВУ, 
то есть рассматриваем возможность оптимизации 
положения сплайна за счет перемещения ВУ по фик-
сированным вертикалям. В силу малости уклонов 
(они не превышают нескольких десятков промил-
ле) длины сторон каждого угла считаются равны-
ми разности абсцисс ВУ, которые не изменяются. 
Поскольку начальная и конечная точка и направле-
ния в них заданы, ординаты первой и последней ВУ 
не могут измениться. Поэтому переменными счита-
ем только Zj, j = 1, 2, …, n, ординаты варьируемых 
ВУ (их число n = N − 2) и радиусы вписанных кри-
вых Rj. Заданные граничные условия учитываются 
вычислением предельных значений уклонов I1 и In и 
затем ординат Z1 и Zn [14].

Чтобы получить задачу нелинейного программи-
рования с целевой функцией Ф(h) (1), через эти не-
известные нужно выразить рабочие отметки в узлах 
исходной ломаной, т.е. разности ординат проектного 
сплайна и исходной ломаной (B′Bʺ на рис. 5), и все 
ограничения.

При проектировании продольного профиля но-
вых дорог целевая функция соответствует мини-
муму затрат на сооружение земляного полотна и 
на искусственные сооружения. Соответствующие 
модели – те же, что и при использовании параболи-
ческих сплайнов при совместном проектировании 
продольного и поперечных профилей с учетом рас-
пределения земляных масс [14].

При наличии таких выражений вычисление гра-
диента целевой функции (1) сводится к простому 
пересчету производных [14], так как ординаты точек 
(D, В на рис. 5) на прямолинейных элементах линей-
но зависят от ординат ВУ. В силу малости уклонов 
угол поворота считается равным разности смежных 
уклонов (DIj на рис. 5).

Это позволяет с достаточной точностью выра-
зить отклонения точек кривой от соответствующих 
точек прямых (CCʺ, BBʺ на рис. 5), то есть поправки 
к рабочим отметкам, вычисленным по сторонам угла 
поворота («стрелы»).
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Рис. 5. К пересчету производных  
при наличии дуг окружностей

На рис. 5 CCʺ = dj = Rj DIj
2/8; BBʺ = dB = dj − 

– tBDIj/2 + tB
2/(2Rj), где tB = |sC − sB| – разность абсцисс 

ВУ и точки на кривой; DIj = Ij+1 − Ij, а Ij = (Zj − Zj−1)/Sj. 
Здесь Zj – неизвестные проектные отметки вершин 
углов поворота, а Sj – разности абсцисс, которые 
несущественно отличаются от длин сторон угла; 
sC − sA = Sj ≈ AC.

Вместо ограничений на разность уклонов есть 
ограничения на минимальные длины кривых: 
RjDIj ≥ Lj min и на минимальную длину прямой встав-
ки, то есть суммы CE + FG (рис. 5) должны удовлет-
ворять условию:

 RjDIj/2 + Rj+1DIj+1/2 + Lпр min ≤ Sj+1, j = 1, 2, ..., n. (2)

Здесь Lпр min – заданная минимальная длина пря-
мой вставки, n – число ВУ. 

При малых DIj для изменения длины прямой 
вставки на 10 м требуется изменить радиус на 1000 м 
и более, что при оптимизации сплайна, полученного 
по методу динамического программирования, мало-
вероятно. Поэтому условие (2) можно упростить и 
исключить взаимосвязь переменных, относящихся к 
смежным ВУ, используя полученный на первом эта-
пе сплайн как начальное приближение.

Это можно сделать, выполняя следующие дей-
ствия:

1. Вычисляем все Тj = RjDIj/2 (в проектной практи-
ке они называются тангенсами).

2. Вычисляем все прямые вставки dj = Sj − (Tj−1 + Tj), 
j = 2, …, n и cj = dj − Lпр min («запас»).

3. Если dj = Lпр min, то Tj−1 и Tj фиксируем как 
максимальные значения Rj−1DIj−1/2 и RjDIj/2. 
Зафиксированные значения далее не меняем.

4. Последовательно рассматриваем прямые встав-
ки в порядке возрастания, начиная с наименьшей 
dk. Значения Tk−1 + Tk можно увеличить на вели-
чину сk = dk − Lпр min, не рискуя нарушить огра-
ничение по прямой вставке на соседних элемен-
тах. Если максимальные значения Rk−1DIk−1/2 и 
RkDIk/2 еще не зафиксированы, то в качестве их 
принимаем значения Tk−1 + сk/2 и Tk + сk/2, со-
ответственно. Величины сk−1 и сk+1 уменьшаем 

на сk/2. Если было зафиксировано значение Tk−1, 
то величина max(RkDIk/2) = Tk + сk, и сk+1 умень-
шаем на сk. Если зафиксировано значение Tk, то 
max(Rk−1DIk−1/2) = Tk−1 + сk. 

5. Переходим к п. 3 и продолжаем процесс, пока 
есть не зафиксированные максимальные значе-
ния RjDIj/2. При необходимости учитывается по-
ложение начальной и конечной точек профиля и 
корректируются (в сторону уменьшения) макси-
мальные значения для R1DI1/2 и RnDIn/2.
Учитывая, что RjDIj – это длина j-й кривой и 

Lкр min – ее минимальное значение, обозначая вычис-
ленные максимальные значения RjDIj как Lj max, по-
лучаем систему двусторонних неравенств

Lкр min ≤ RjDIj ≤ Lj max, j = 1, 2, ..., n.

Эту систему нелинейных неравенств преобра-
зуем в линейную систему, переходя от переменных 
радиусов к кривизнам σj = 1/Rj. Для ограничения по 
Lj max имеем: DIj ≤ Lj maxσj при Rj > 0 и Lj maxσj ≤ DIj 
при Rj < 0. Для ограничения по Lкр min получаем 
Lкр minσj ≤ DIj при Rj > 0 и DIj ≤ Lкр minσj при Rj < 0. 

Знаки Rj известны, следовательно, имеем линей-
ную систему вида:
 αjσj ≤ ΔIj ≤ σjβj, j = 1, 2, ..., n. (3)

При Rj > 0 βj = Lj max и αj = Lкр min. При Rj < 0, 
наоборот, βj = Lкр min и αj = Lj max.

Алгоритм решения задачи нелинейного програм-
мирования: найти min Ф(x), где x – вектор неизвест-
ных, Ф(x) – целевая функция, при линейных ограни-
чениях Ax ≤ b состоит из следующих пунктов:

1. Построение допустимого начального приближения.
2. Вычисление антиградиента f.
3. Формирование матрицы активных ограничений 

Ak и построение направления спуска р. 
4. Проверка условий окончания счета.

Если длина вектора спуска больше заданного ɛ, 
переходим к п. 5. Иначе проверяем возможность 
исключения ограничений из активного набора. 
Если таких ограничений нет, то процесс окон-
чен. Иначе исключаем одно из ограничений и 
переходим к п. 3. 

5. Поиск шага по направлению спуска как мини-
мального из шагов до границы и до точки ми-
нимума. При этом решается одномерная задача 
поиска минимума.

6. Переход в новую точку. Далее – к пункту 3, если 
антиградиент в новой точке уже вычислялся при 
поиске шага, иначе – к пункту 2.
Алгоритм в общем случае обеспечивает попа-

дание в окрестность точки локального минимума. 
Поэтому важно получение хорошего начального 
приближения по методу динамического программи-
рования.
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Ключевыми являются два пункта: построение 
направления спуска и исключения ограничений из 
активного набора [22−24]. Задача может быть реше-
на стандартными алгоритмами, которые требуют на 
каждой итерации решения систем линейных уравне-
ний (обращения матрицы). Так, проекцию градиента 
на k-й итерации можно вычислить по формуле Розена:

p E A A A A fk k k
T

k= − −( ( ) ) .1

Для решения вопроса об исключении ограниче-
ний из активного набора надо вычислить вектор 
u A A A fk k

T
k= −( ) ,1  для чего требуется обращение 

матрицы A Ak k
T.

Вместо этого рассмотрим возможности постро-
ения направления спуска, используя простую струк-
туру системы ограничений [25]. Для этого нужно 
для любого активного набора уметь строить базис в 
нуль-пространстве матрицы Аk, что было реализова-
но в действующей программе оптимизации сплайна 
в виде ломаной без вписанных кривых [14]. 

Так, если построена базисная матрица С, то век-
тор спуска p = CCTf, где f – антиградиент.

Ограничения (3) содержат дополнительно пере-
менные σj, но построенные ранее базисные векторы 
[25] можно преобразовать и для этой системы.

Если в нашей задаче некоторая переменная zj не 
входит ни в одно из активных ограничений, то pj = fj. 
Наличие подобных свободных точек позволяет раз-
бить профиль на участки независимого построения 
базисных векторов и соответствующих компонент 
вектора спуска. Например, для системы активных 
ограничений по прямой вставке (3) на участке с ВУ 
от (m+1)-й до (m+r−1)-й, схематично представлен-
ной на рис. 6, переменные zm−1, zm, …, zm+r−1, zm+r 
и σm, σm+1, …, σm+r−1; свободные переменные zm−2 и 
zm+r+1. 

Z

0 s

zm–1

zm

Im
I

Sm Sk Sj Sq Sm+r

zm+r

zm+r–1
zqzq–1

zk

Рис. 6. Пример построения базисных векторов

Активные ограничения:
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В переменных ординатах эта система имеет вид:
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Искомые базисные векторы должны обра-
щать неравенства этой системы в равенства и 
быть линейно независимыми. Например, вектор 
c1 = (1 1 … 1 1 0 0 0)T (r + 2 единицы и r нулей) задает 
сдвиг всех ВУ по оси ординат без изменения укло-
нов и радиусов. Очевидно, при этом не меняется и 
разность смежных уклонов и кривизна. 

Если ко всем уклонам прибавить поровну, напри-
мер, 1 (т.е. выполнить поворот с центром в (m−1)-й 
ВУ) и не менять радиусы, то ограничения системы 
(4) и соответствующей ей системы (5) останутся ак-
тивными. Поэтому вектор с2 = (0  Sm  Sm + Sm+1  Sm +  
+ Sm+1 + Sm+2  …  Sm + Sm+1 + Sm+2 + ... + Sm+r 0 … 0)T  
также можно включить в искомый базис. Еще r ба-
зисных векторов получим, выбирая последовательно 
центрами поворота m, m + 1, …, (m+r−1)-е ВУ, меняя 
уклоны справа на 1 и компенсируя изменение разно-
сти уклонов в центре вращения изменением соответ-
ствующей кривизны (6). 

Линейная независимость полученных векторов 
следует из способа их построения.

Если на таком участке некоторая кривизна σj при-
няла предельное значение, то соответствующая ком-
понента вектора спуска равна нулю, σj исключается 
из числа переменных, учитываемых при построении 
базиса, и вектор, соответствующий ее изменению, не 
включается в базис. 

Если предельное значение принял уклон некото-
рого элемента Ik, то вектор с1 остается в базисе, но 

c

c
3

4

= + + + +

=
+ + + + + +( ... ... ... ) ,

(

0 0 1 0 0

0 0 0
1 1 2 1 2S S S S S Sm m m m m m r mα T

SS S S S S Sm m m m m m r m+ + + + + + ++ + + +2 2 3 2 3 10 1 0... ... ... ... ) ,
...

β T

cr+2 == + + −( ... ... ... ) .0 0 0 0 0 0 0 1 1Sm r m rα T
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векторы, соответствующие поворотам с центрами 
ВУj (j = m−1, m, …, k−1), меняют этот уклон и не 
включаются в базис.

Новые базисные векторы строим, перебирая ВУ, 
начиная с (k−1)-й и до m, если k > m. Центром вра-
щения считаем (k−1)-ю ВУ, но вращаем левую часть, 
так что все уклоны слева получают равные прираще-
ния. Изменяется разность уклонов только в (k−1)-й 
ВУ на 1, что компенсируется изменением (k–1) кри-
визны. Получаем базисный вектор: 

c = (sk−1 + sk−2 + … + sm    sk−1 + sk−2 + … + 
+ sm+1  …  sk−1 + sk−2   sk−1  0 … 0  0… 1/δ … 0 … 0)T,

где δ = αk−1 или δ = βk−1 в зависимости от знака σk−1.
Если предельным является не последний уклон, 

то поочередно считаем центрами поворота вершины k, 
k+1, …, m+r−1 (рис. 6), вращаем правую часть и стро-
им соответствующий базисный вектор с компенсацией 
изменения разности уклонов в центре вращения.

Если предельным является уклон начального 
элемента, то рассматривается только вращение пра-
вой части и движение только вправо. Аналогично, 
если предельным является уклон последнего эле-
мента, то вращается только левая часть профиля, и 
перебор ВУ идет только влево.

Если предельное значение принимает еще и q-й 
уклон (q > k + 1), то от k − 1 влево и от q вправо строим 
базисные векторы, как и для единственного предель-
ного уклона. Если q = k + 1, то этого достаточно, иначе 
нужно построить еще базисные векторы для k < j < q. 
Для этого последовательно, начиная с j = k + 1 и до 
j = q − 1, все компоненты очередного базисного век-
тора сi = 0 для i < j и сi = 1 для i ≥ j. При этом изменяет-
ся только уклон Ij и нарушаются ограничения в (j–1)-й 
и j-й ВУ. Они компенсируются изменением σj−1 и σj, 
учитывая, что приращение ΔIj = 1/Sj и ΔIj+1 = −1/Sj. 
Получаем очередной базисный вектор:

c = −
+ −

+ + −

( ... ... ... ) ) ... ) .0 0 1 1 0 0 1 1 0 01
1j m r j j

m r j
j jS S(δ (δ T

Если при этом для некоторых j из k < j < q кри-
визна σj предельна, то число базисных векторов 
уменьшается на 1 и при построении каждого из них 
ΔIj сохраняется, а компенсация нарушения разности 
уклонов в других ВУ проводится за счет кривизны в 
ВУ с непредельными значениями кривизны. 

Аналогично строятся базисные векторы, если 
предельных уклонов на участке с активными огра-
ничениями типа (3) больше двух.

Если два участка рассмотренного вида имеют 
одну общую ВУ, которой соответствует неактивное 
ограничение типа (3), то для этих участков базисные 
векторы строятся как для единого целого. Но для 

базисного вектора, получаемого при повороте с цен-
тром в этой ВУ, не требуется менять кривизну. Если 
два участка не имеют общих ВУ, то они рассматри-
ваются отдельно.

Для выполнения условий по фиксированным 
начальной и конечной точкам и направлениям 
эти условия преобразуются в ограничения вида: 
z1 min ≤ z1≤ z1 max и zn min ≤ zn ≤ zn max [25].

Если какое-то из них становится активным, то в 
базис не включается вектор сдвига. При наличии ак-
тивного ограничения типа (3) в ВУ1 или ВУn вектор 
поворота с центром в этих точках строится с компен-
сацией разности уклонов путем изменения соответ-
ствующей кривизны.

Высотные ограничения в точках на вписанных 
кривых нелинейны, их приходится учитывать с по-
мощью штрафных функций [25].

Для решения вопроса о возможности исключения 
ограничения из активного набора нужно построить 
вектор g, который нарушает это и только это ограни-
чение. Если (f, g) < 0, ограничение исключается. Для 
активных ограничений типа (3) это базисный вектор, 
но без компенсации в центре поворота. Если же со-
ответствующая кривизна предельна, то нужно по-
строить вектор g как базисный с компенсацией. Если 
он не нарушает ограничение по кривизне и (f, g) > 0, 
то ограничение по кривизне можно исключить. Для 
активного ограничения по уклону Ik (рис. 6) такой 
вектор получим, допуская неиспользованный при по-
строении базиса поворот правой части участка с цен-
тром в (k−1)-й ВУ с компенсацией изменения DIk−1.

Если активный набор не содержит ограничений 
типа (3), то вопрос об исключении таких ограничений 
из активного набора решается совсем просто [25].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный способ построения базиса по-
зволяет решить задачу оптимизации параметров 
сплайна с дугами окружностей и при переменных 
абсциссах ВУ, полученных на первом этапе. Этот 
вопрос, как и оптимизация параметров сплайна, не 
являющегося однозначной функцией, что часто име-
ет место в проектировании плана дорожных трасс, 
требует отдельного рассмотрения.

Как было установлено еще в 70−80-х годах про-
шлого века [1, 26], использование адекватных ма-
тематических моделей и корректных алгоритмов 
оптимизации давало существенный экономический 
эффект. Применявшиеся в то время на маломощных 
по нынешним меркам ЭВМ для проектирования про-
дольного профиля железных и автомобильных дорог 
системы «Профиль», «Профиль-р» и «Профиль-2а», 
«Профиль-2р» [1, 26] в настоящее время не ис-
пользуются, прежде всего, по причине отсутствия 
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инстанций, заинтересованных в снижении сметной 
стоимости строительства и реконструкции за счет 
повышения качества проектов. Сменившие их САПР 
западных фирм ускорили процесс подготовки и вы-
дачи многочисленных чертежей и другой проектной 
документации. Однако они не содержат проектиру-
ющих программ. По меткому выражению одного из 
опытных проектировщиков это «удобные рисовалки 
и никакой оптимизации там нет». С другой стороны, 
как усовершенствованные старые системы проекти-
рования продольного профиля, так и новые програм-
мы проектирования плана трасс решают сложные 
задачи оптимизации и визуализации компьютерных 
проектных решений, но они не могут полностью за-
менить используемые западные САПР интерактив-
ного проектирования. Дело в том, что разработка 

проектирующих систем ведется «по инерции», в 
порядке личной инициативы, без источников финан-
сирования, и поэтому они не содержат подсистем 
подготовки и выдачи чертежей и разнообразных вы-
ходных документов.

Наметившийся в других областях техники и тех-
нологий поворот в сторону искусственного интеллекта 
дает основание надеяться, что проектирующие програм-
мы будут востребованы и при проектировании трасс ли-
нейных сооружений, что позволит существенно снизить 
затраты труда и средств в строительстве за счет приме-
нения интеллектуальных систем проектирования. 
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Резюме. Результаты экспериментов по измерению скорости испарения с поверхности жидкой лежащей кап-
ли в воздух указывают, что конвективные потоки над поверхностью увеличивают скорость испарения. Однако 
данные относительно того, в какой мере конвекция влияет на процесс испарения, сильно разнятся, часто 
противоречивы и требуют уточнения. В работе проведен численный анализ испарения с поверхности капли 
воды в нейтральный газ – воздух в присутствии конвективных течений в газовой фазе. Капля располагается 
на горизонтальной, гладкой, изотермической подложке, рассмотрена мода с постоянным углом смачивания. 
Задача решена в осесимметричном приближении, течения вынужденной конвекции, совместимые с усло-
виями симметрии, представлены потоками, направленными вниз вдоль оси системы и расходящимися по 
сторонам вблизи капли и подложки. Математическая модель учитывает влияние сил поверхностного натя-
жения, тяготения и вязкости в обеих средах, возможную свободную гравитационную конвекцию в газовой 
и жидкой средах, конвекцию Марангони в капле и построена для испарения, контролируемого диффузией 
в газовой фазе. Получены результаты, свидетельствующие о взаимном влиянии жидкой и газовой сред: ка-
пля колеблется под влиянием движений в атмосфере, что порождает волну плотности в газе: колеблющаяся 
капля «звучит». Величина скорости в жидкой среде в 50 раз меньше характерной скорости в воздухе. Обна-
ружено, что скорость испарения не изменяется в присутствии течений вынужденной конвекции, что проти-
воречит большинству экспериментальных работ. Предположительная причина расхождений заключается в 
возникновении неравновесных условий на границе конденсированной фазы, при которых режим испарения 
перестает быть диффузионным.

Ключевые слова: испарение, диффузия, лежащая капля, вынужденная конвекция, численное моделиро-
вание
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Abstract. Experiments on measuring the rate of evaporation of liquid sessile droplets into air show that the rate 
of evaporation increases in the presence of forced convection flows. However, data on the effect of convection on 
evaporation are often contradictory and should be clarified. The paper presents a numerical analysis of evaporation 
from the surface of a water droplet subjected to forced convection in the gas phase. The drop is located on a 
smooth horizontal isothermal substrate; the mode with constant contact angle is considered. The shape of the drop 
has axial symmetry, the same for the velocities and pressure. Forced convection compatible with the symmetry 
conditions are represented by flows directed downward along the axis of the system and diverging along the sides 
near the drop and the substrate. The mathematical model is constructed for evaporation controlled by diffusion in 
the gas phase and takes into account surface tension, gravity, and viscosity in both media, buoyancy and Marangoni 
convection. The results indicate the existence of the mutual influence of liquid and gaseous media. Thus, a drop 
vibrates under the influence of movements in the atmosphere, which generates a density wave in the gas: the drop 
«sounds». The magnitude of the velocity in a liquid is 50 times less than the characteristic velocity in air. It is found 
that the evaporation rate does not change in the presence of forced convection flows, which contradicts most of 
the experimental works. The reason for the discrepancies is supposed to be the appearance of nonequilibrium 
conditions at the boundary of the condensed phase: under these conditions, the evaporation regime ceases to be 
diffusional.
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ВВЕДЕНИЕ

Испарение жидкости с поверхности капель явля-
ется частью круговорота воды в природе, широко 
распространено в промышленных технологиях и по-
вседневной жизни и поэтому активно исследуется 
теоретически и экспериментально [1−6]. В связи с 
испарением воды с поверхности установлены экспе-
риментальные факты: 1) конвективные потоки возду-
ха над поверхностью иногда ускоряют процесс испа-
рения; 2) испарение происходит тем интенсивнее, 
чем меньше влажность окружающего воздуха φ. 
Однако приведенные в литературе данные, о том, в 
какой мере эти условия влияют на скорость 

испарения, сильно различаются и иногда противоре-
чивы. Так, например, экспериментальные исследова-
ния испарения с плоской поверхности воды в присут-
ствии конвективных течений показывают увеличение 
скорости испарения, линейное по отношению к ско-
рости течений V [7], выраженное полиномом 3-й сте-
пени [8] или пропорциональное ~V3/2 [9], тогда как 
численные расчеты указывают на слабое влияние 
конвекции на скорость испарения [2, 10]. Для зависи-
мости скорости испарения от разности между давле-
нием насыщенного пара над поверхностью ( )pvs   
и парциальным давлением пара в окружаю- 
щем воздухе ( )pv0  эксперименты дают зависи- 
мость вида ( ) ,p p n

vs v− 0  где приближение Дальтона 

mailto:korenchenko@mirea.ru
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предсказывает n = 1 [10]; в [7, 9] получены значения 
n, меньшие 1; в [12, 13]  ̶̵  бóльшие 1, а в [8] предложе-
но выражение, связывающее n со скоростью течений 
в воздухе. Разнятся также мнения относительно роли 
свободной конвекции при испарении. В эксперимен-
те [14] исследовалась скорость испарения с поверх-
ности лежащих и висящих капель воды. Авторы по-
лучили одинаковые значения скорости испарения, 
что свидетельствует об отсутствии влияния гравита-
ционной конвекции в газовой фазе. Однако в экспе-
риментах [15] получено увеличение в 4 раза скорости 
испарения с поверхности лежащей капли по сравне-
нию со скоростью, рассчитанной для диффузионного 
режима испарения. Очевидно, что перечисленные 
противоречия связаны с тем, что условия экспери-
ментов [7−15] различались, но причины, по которым 
воздействие одних и тех же факторов на испарение 
вызывает различный отклик, неясны.

Исследование испарения с поверхности капли тре-
бует учета большого количества возможных физиче-
ских явлений. Так, испарение вызывает охлаждение 
капли, причем, в общем случае, неоднородное, это 
приводит к неоднородной концентрации насыщенного 
пара над поверхностью, а также может привести к тер-
мокапиллярной конвекции в объеме капли. Описание 
процесса испарения в присутствии силы тяжести мо-
жет осложняться свободной конвекцией как в газовой, 
так и в жидкой средах. Любые внешние возмуще-
ния – механические или термодинамические – могут 
вызвать свободные колебания капли [16] и, возможно, 
повлиять на процесс испарения. Глобальная цель про-
водимых исследований – численный анализ процесса 
испарения с поверхности лежащей капли в нейтраль-
ный газ. Расчеты проведены с учетом влияния сил 
поверхностного натяжения, тяготения и вязкости в 
обеих средах, возможной свободной гравитационной 
конвекции в газовой и жидкой средах и конвекции 
Марангони в капле. Учтено влияние силы тяжести 
на форму капли и исследованы движения поверхно-
сти капли, не связанные с ее перемещением вслед-
ствие уменьшения объема. Авторы проводят анализ 

Hк

Rк

r

H

Z

ri

τ→

n→

Рис. 1. Схема эксперимента

поэтапно, в настоящей работе приведено исследова-
ние влияния вынужденной конвекции на скорость ис-
парения, форму капли и движение ее границ. 

1. ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

1.1. Схема компьютерного эксперимента  
и принятые обозначения

Рассмотрена капля жидкости, лежащая на гори-
зонтальной поверхности; R – радиус равновеликой 
сферической капли. Капля находится в атмосфере 
нейтрального неконденсирующегося газа. Задача ре-
шена в приближении осевой симметрии методом ко-
нечных разностей. Размеры вычислительного объе-
ма намного превышают радиус капли, R H RK K,   
(рис. 1 – схематичный, масштабы не соблюдены). 
Построение разностной схемы происходит следую-
щим образом [16]: 1) проводится вертикальное раз-
биение объема для z H≤ ,  так что капля оказывается 
поделенной на слои одинаковой толщины hz  с ради-
усом ri ;  2) проводится вертикальное разбиение про-
странства над каплей (на рис. 1 не показано), шаг 
вертикального разбиения в газе при z H>  может 
превышать шаг hz ;  3) проводится горизонтальное 
разбиение вычислительного объема (на рис. 1 не по-
казано). Присутствие объекта со сложной геометри-
ей приводит к тому, что схема вблизи границы капли 
сгущается, подстраиваясь под форму капли. Граница 
капли задается набором точек ( , ),ih rz i  соединенных 
между собой отрезками. 

Приняты следующие обозначения: ρl – плот-
ность жидкости; ρ0, T0, p0 – плотность, температура 
и давление газа на границах вычислительной обла-
сти; Ts – температура подложки; νl, νg – коэффициен-
ты кинематической вязкости сред; ηl, ηg – коэффици-
енты динамической вязкости; κ κl g,  – коэффициенты 
теплопроводности; c cl , g  – удельные теплоемкости; 
M Ml g,  – молярные массы; βl  – коэффициент те-
плового расширения жидкости; D – коэффициент 
диффузии пара в воздухе; λ – теплота испарения; 
σ σ σlg gs ls,  ,  – коэффициенты межфазного натяже-
ния на границах «жидкость-газ», «газ-твердое» и 
«жидкость-твердое», соответственно. Индексами «l» 
и «g» обозначены величины, относящиеся к жидко-
сти и газу. Индекс «v» принят для обозначения вели-
чин, относящихся к пару.

1.2. Основные приближения модели

Жидкость предполагается несжимаемой и нью-
тоновской; нейтральный газ и его смесь с паром – 
идеальными газами; подложка – гладкой и изотер-
мической. Испарение предполагается медленным, 
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так что над поверхностью жидкости находится рав-
новесный насыщенный пар. Рассмотрена двумерная 
задача в предположении осевой симметрии формы 
капли, потоков и распределений давления, темпера-
туры и концентрации пара, причем движения сред в 
азимутальном направлении отсутствуют.

1.3. Уравнения и граничные условия

Уравнения сохранения для жидкости в капле за-
писываются следующим образом

∂
∂







 


V V V V g
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Здесь P – превышение давления над гидростати-
ческим давлением в жидкости; 



V = { }V Vr z ,  и T  – 
распределения скоростей и температуры; 



g  – уско-
рение свободного падения. Подъемная сила в 
уравнении (1) учтена в приближении Буссинеска.

Поведение газа описывается уравнениями
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Систему (4)−(7) дополняет уравнение состояния 
парогазовой смеси 

 p
R T

M
=

ρ g , M C
M

C
M

= + −









−

l g

1
1

.  (8)

Здесь символами p, ρ и M обозначены давление, 
плотность и молярная масса смеси; C  – массовая 
доля пара; Rg  – универсальная газовая постоянная. 

Верхняя и боковая границы вычислительного 
объема – невозмущенная газовая среда с заданными 

массовой долей пара C0, плотностью ρ0, давлением 
p0 и температурой T0.

На границе «газ-подложка» ставятся условия не-
проницаемости, постоянства температуры и условие 
прилипания. 

На границе «жидкость-газ» Slg имеют место сле-
дующие условия [17]:

1) Парциальное давление пара pvs  равно давле-
нию насыщенного пара жидкости при температуре 
поверхности и с учетом кривизны K z( )  и присут-
ствия нейтрального газа:

p p K pvs v
v

l v
lg= +

−
− +( )∞

∞

∞

ρ
ρ ρ

σ ,

здесь pv∞ ,  ρv∞  – давление и плотность пара над 
плоской поверхностью жидкости ( ),K = ∞  pv∞  вы-
числяется по формуле: 
p T T

v
s s

∞
−( ) − = 6.112 e17.62 273 /( 29.88)  [18]; p z( )  – дав-

ление воздуха над поверхностью капли. Кривизна 
определяется по формуле K z R Ri i i( ) = +− −

1
1

2
1 , где R1i 

и R2i – радиусы нормальных сечений капли, которые 
вычисляются из геометрических соображений [16]. 
Массовая доля пара над поверхностью капли вычис-
ляется как 

 C
p M

R Ts
vs l

s g s
=

ρ
,  (9)

где ρs  – плотность газопаровой смеси над поверхно-
стью капли.

2) Нормальная составляющая скорости газовой 
среды над поверхностью капли определяется усло-
вием Стефана:
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1

0− ⋅ ⋅ −



 −

∂ −( )
∂

=C n V D
C

nSs lg
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Условие (10) записано в системе отсчета, в кото-
рой межфазная граница покоится и описывает диф-
фузионный режим испарения: диффузионный поток 
воздуха к поверхности должен быть компенсирован 
конвективным потоком, направленным от поверхно-
сти; VSlg

 – скорость движения границы «жид-
кость-газ» в лабораторной системе отсчета. 

3) Скачок нормальной компоненты напряжения 
на Slg описывается уравнением Лапласа:
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где компоненты тензора напряжений T  записыва-
ются как Tij ij i j j ip u x u x= − + ∂ ∂ + ∂ ∂( )δ η ,  δij  – 
дельта Кронекера.

4) Скачок касательной компоненты напряжений 
равен касательной составляющей градиента поверх-
ностного натяжения
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В (12) предполагается линейная зависимость ко-
эффициента поверхностного натяжения от темпера-
туры 

σ σ σ= − −( )0
d
dT

T Tg .

6) Касательные компоненты скорости и темпера-
тура на границе непрерывны

 V Vl τ τ
= g ,  (13)

 T Tl g= .  (14)

7) Поток тепла испытывает скачок, связанный с 
поглощением скрытой теплоты испарения 
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В (15) локальный поток вещества на поверхно-
сти выражается как
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Скорость движения межфазной границы опреде-
ляется из (10), (16) и записывается как

 V V n V nS Slg lg
l l g l= ( ) ( )⋅ − ⋅ −ρ ρ ρ ρ






 .  (17)

8) Условие на трехфазной границе описывается 
как 

 θ0 = const,  (18)

где θ0  – равновесный угол смачивания, 
cos .θ σ σ σ0 = −( )gs ls lg

Рис. 2. Схема вычислительного объема 
(стрелками показаны зоны входа и выхода воздуха)

Течения вынужденной конвекции, совместимые 
с условием осевой симметрии, были созданы сле-
дующим образом: в отверстие в верхней части вы-
числительного объема вдувается воздух, в боковых 
стенках через щели вблизи подложки – зона выхода 
воздуха (рис. 2). Скорости газа в подобраны так, что 
количество воздуха и пара в объеме из-за конвекции 
не изменялось.

Уравнения (1)−(18) приводятся к безразмерной 
форме следующим образом: для жидкости использу-
ется шкала расстояний R, для скоростей – νl R ,  для 
давления – ρl lν2 R2  и для времени – R2 νl .  Для га-
зовой среды используется шкала расстояний RK ,  для 
скоростей – U0 , для плотности – ρg  и для времени – 
R UK 0 .  Безразмерные переменные далее в тексте 
отмечены тильдой.

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ

Решение системы (1)−(18) проводилось мето-
дом конечных разностей. Для решения уравнений 
динамики жидкости (1)−(3) использовался метод 
исключения Гаусса, уравнения для описания поведе-
ния газовой среды были решены методом прогонки, 
решения «сшивались» на межфазной границе с по-
мощью граничных условий. Решение проводилось в 
духе методов расщепления [19] и на каждом времен-
но́м шаге делилось на «жидкий» и «газовый» этапы, 
каждый из которых состоял из нескольких шагов.

1 этап, «жидкий». Проводится решение уравне-
ний для жидкости в капле. Состоит из следующих 
шагов:

• распределения скоростей и давления в жидкости 
вычисляются путем решения уравнений (1), (2), 
(11), (12) методом исключения Гаусса. Значения 
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скоростей в газе для подстановки в (11), (12) бе-
рутся с предыдущего временно́го шага;

• распределение температуры в капле вычисляет-
ся решением уравнений (8), (15). Распределение 
температуры в газе и значение интенсивности 
испарения m  берется с предыдущего временно́го 
шага.
2 этап, «газовый». Включает следующие дей-

ствия: 
• распределение скоростей в газе вычисляется ре-

шением уравнений (4), (10), (13) – нормальные 
составляющие скорости в газе вблизи поверхно-
сти жидкости задаются условием Стефана, а каса-
тельные – непрерывны. Значение плотности газа 
берется с предыдущего временно́го шага, а зна-
чение касательных составляющих скоростей на 
поверхности капли – с первого, «жидкого» этапа;

• распределение плотности в газе вычисляется ре-
шением уравнения (5). Вблизи поверхности кап-
ли плотность газовой смеси аппроксимируется 
многочленом, так как не существует физических 
условий, ограничивающих значение плотности 
или ее производных; 

• распределение температуры в газе вычисляется 
решением уравнений (6), (14); 

• распределение массовой доли пара в газе вычис-
ляется решением уравнения (7), в котором значе-
ние массовой доли пара в смеси над поверхно-
стью капли вычисляется по формуле (9);

• новая форма свободной жидкости рассчитывает-
ся по формулам (18) и 
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Сетка реконструируется на каждом временно́м 
шаге в соответствии с изменениями формы капли. 
Переменные для жидкости и газа были обезразмере-
ны по-разному, поэтому на один «жидкий» этап рас-
чета приходится несколько «газовых». 

 Описанный код был опробован на тестовых за-
дачах в [16, 20] и показал хорошее согласие с ана-
литическими решениями и экспериментальными 
результатами.

Все вычисления, проведенные в работе, выполне-
ны для испарения капли воды в воздух. Физические 
характеристики жидкости: плотность ρl = 1000 êã ì/ 3;  
молярная масса M / ;l = 0 018. êã ìîëü  коэффициент те-
плопроводности κ l = ⋅0 55. Âò ì K/( );  вязкость 
νl = −10 6 2ì ñ/ ;  теплоемкость cl = ⋅4200 /( K)Äæ êã ;  
коэффициент объемного теплового расширения 

βl = ⋅ − −1 3 1. ;27 10 K  теплота испарения 
λ = ⋅2 26 106. Äæ êã/ .  Физические характеристики 
газа: молярная масса M / ;g = 0 029. êã ìîëü  теплоем-
кость cg = ⋅720 /( K)Äæ êã ,  коэффициенты вязкости и 
теплопроводности газовой среды в уравнениях (4) и 
(6) вычислялись по формулам МКТ [21], а коэффици-
ент диффузии водяного пара в воздухе рассчитывался 
в приближении модели жестких сфер [22]. Температура 
подложки T Ks = 293 .  Характеристики межфазных 
границ: σlg = ⋅ −7 2.3 10 / ;Í ì  σ σls gs− = 0 Í ì/ ;  
d
dT

σ = ⋅ − ⋅1 7 10 4. .Í ì/( K)  Размеры капли и вычисли-

тельного объема: R = 0 5. ìì,  R Hê ê cì= = 5 .  
Испарение происходит в сухой воздух, C0 = 0.

Получены следующие значения безразмерных 
критериев, определяющих движение в жидкости и 
газе. Число Марангони Ma = 130  и имеет величину, 
достаточную для формирования в капле термокапил-
лярной нестабильности, так как его значение превы-
шает критическое Maêð ≈ 80  (для жидкой пленки). 
Значения числа Рейнольдса в газе Reg = 115  и в жид-
кости Rel = 0 5.  сравнительно малы, так что только 
ламинарные течения могут наблюдаться в обеих сре-
дах. Критическое число Грасгофа составляет 
Grêð ≈ 1000  (для жидкости в цилиндрическом сосуде, 
нагретом снизу). Это означает, что свободная гравита-
ционная конвекция в капле с Gr = 3 2.  невозможна. 

Начальное состояние в системе: среды находятся 
в состоянии покоя при температуре 
T T T K= = =s 0 293 ,  давление в газе p p= g = ,104 Ïà  
испарение отсутствует, как если бы капля была на-
крыта пленкой, и в момент t = 0  пленку убирают. 
Начальная равновесная форма капли рассчитывается 
с помощью минимизации механической энергии [16].

Сходимость написанного кода проверялась срав-
нением результатов, полученных для различных се-
ток и временны́х шагов, и были выбраны параметры 
схемы для получения решения, независимого от раз-
меров шагов разбиения. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Вид течений в газе и жидкости

Течения вынужденной конвекции были заданы 
следующим образом. На верхней границе вычисли-
тельного объема при z H= K  имеется круглое отвер-
стие радиуса Rc = 5 ìì,  в которое задувают сухой 
воздух (рис. 2). Профиль скорости течения – квадра-
тичный: V U r Rz c= −( )0

2 21 ,  U0 0 37= . .ì ñ  На боко-
вой границе при r R= K  имеется щель, из которой вы-
текает воздух, ширина щели подобрана так, чтобы 
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количество втекающего и вытекающего воздуха со-
впадало.

Рассмотрены результаты трех расчетов: 
1. испарение происходит в неподвижный воздух;
2. в газовой среде сформированы потоки вынуж-

денной конвекции, которые включаются в на-
чальный момент времени и существуют на всем 
временно́м интервале; 

3. в газовой среде сформирована вынужденная кон-
векция, потоки которой организованы точно так 
же, как в п. 2, но являются пульсирующими, т.е. 
вынужденная конвекция, как в режиме 2, пери-
одически сменяется состоянием, когда скорости 
во входном и выходном отверстиях обращаются 
в 0. Движения в газе, не поддержанные внешни-
ми силами, быстро затухают. 
На рис. 3 показано распределение скорости газо-

паровой смеси над каплей в режиме 2. Конвективный 
поток направлен вертикально вниз вдоль оси си-
стемы, расходясь в стороны над каплей. Скорости 
вблизи поверхности капли направлены почти пер-
пендикулярно поверхности. Составляющая этих 
скоростей, нормальная к поверхности, представляет 
собой поток Стефана. Как видно из рисунка, скоро-
сти конвективного течения над каплей в два и более 
раз превышают скорость в потоке Стефана. Над вер-
шиной капли формируется зона покоя, образованная 
при встрече двух вертикальных течений – конвек-
тивного и потока Стефана, направленного вверх. 

A

Рис. 3. Распределение скорости в объеме 
газа вблизи поверхности капли в присутствии 

вынужденной конвекции

z

r
Рис. 4. Распределение скорости в капле в 

присутствии конвективного течения в газовой фазе

Конвективные потоки в газе вызывают движение 
внутри жидкости. В капле формируется вихрь, поток 
в котором направлен вниз вдоль поверхности и под-
нимается вверх вдоль оси (рис. 4). Скорости движе-
ния в капле намного меньше скоростей в газе. Так, 
например, скорость потока в газе в точке А (рис. 3) 
равна 5 см/с, тогда как скорость в капле вблизи 
поверхности составляет около 1 мм/с, т.е. в 50 раз 
меньше.

На рис. 5 показана временна́я зависимость от-
клонения высоты капли от начального (равновесно-
го) положения для двух случаев испарения: в при-
сутствии пульсов вынужденной конвекции и в 
неподвижный воздух. На этом же графике показана 
временна́я зависимость скорости вынужденной 
конвекции U0 ,  период пульсации конвективных 
потоков составил 0.5 с. Как выяснилось, капля реа-
гирует на пульсы конвекции колебаниями на часто-
те ≈250 Гц, эта частота совпадает с основной часто-
той собственных осесимметричных колебаний 
капли [16]. Причем, как видно из рисунка, механи-
ческое равновесие капли нарушается в обоих слу-
чаях, как при включении, так и при выключении 
конвективных потоков. В присутствии конвектив-
ных потоков высота капли меньше ее высоты при 
отсутствии конвекции, разница составляет 
~0.2 мкм. Это означает, что конвективный поток 
«сплющивает» каплю. Как видно из рис. 5, в интер-
валах покоя, когда конвективные течения отключа-
ются, высота капли восстанавливается и становит-
ся равной высоте капли, испаряющейся в 
неподвижный воздух. Свободные колебания при 
включении конвекции имеют меньшую амплитуду, 
чем при выключении, видимо, они подавлены кон-
вективным потоком. 

–1.0

–1.5

0.3

0.2

0.1

0.0
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

t(c)

∆h(мкм) U0(м/c)

Рис. 5. Временна́я зависимость отклонения высоты 
испаряющейся капли в вершине от начального 

равновесного положения:  
––––– – режим 1; ––––– – режим 3; ––––– – временна́я 

зависимость максимальной скорости воздуха 
в конвективном течении
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Наблюдается и обратное влияние движений в 
жидкости на газ. Так, колебания капли вызывают 
появление волны плотности в газе, то есть колеблю-
щаяся капля испускает звук. Колебания плотности 
невелики, их амплитуда составляет около 0.01% от 
плотности воздуха.

3.2. Зависимость скорости испарения 
от времени

На рис. 6 показана временна́я зависимость ско-
рости испарения J – величины, численно равной 
массе жидкости, покидающей поверхность капли в 
единицу времени. На графике приведены три кри-
вые, соответствующие рассмотренным режимам 
испарения. На рассмотренном временно́м интер-
вале испарения можно выделить короткий (< 1 мc) 
переходный процесс, когда скорость испарения 
меняется в больших пределах. Это связано с нерав-
новесным начальным состоянием системы. Затем 
наступает интервал стационарного испарения, на 
котором скорость меняется незначительно – из-за 
уменьшения площади поверхности капли и пони-
жения температуры поверхности вследствие испа-
рения. Как видно из рис. 6, кривые, полученные 
для различных режимов на этапе установившегося 
испарения, совпадают друг с другом так, что раз-
ница не превышает 1%. Это подтверждает выво-
ды, сделанные авторами других вычислительных 
работ о том, что скорость испарения в рассмотрен-
ных условиях не зависит от присутствия в газовой 
фазе конвективных течений [2, 10] и противоречит 
экспериментальным работам по испарению в ус-
ловиях вынужденной конвекции [8, 9, 15]. 

16

14

12

10

m (мкг/с)

0.0 0.5 1.0 t(c)
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Рис. 6. Временна́я зависимость скорости испарения 
с поверхности капли для различных режимов 

испарения 

Причина полученного расхождения состоит, 
предположительно, в том, что в экспериментах с вы-
нужденной конвекцией нарушается условие Стефана 
(10), тогда как в численных расчетах его выполне-
ние постулируется. Проконтролировать выполне-
ние условия Стефана в эксперименте напрямую не 
представляется возможным, однако косвенные дан-
ные указывают на его нарушение. Так, зависимость 
скорости испарения с поверхности капли в диффу-
зионном режиме от радиуса пятна смачивания есть 
линейная функция [14, 15], и невыполнение этого 
условия указывает на то, что испарение не контро-
лируется диффузией. Таким образом, неравновес-
ные условия, образованные в результате воздействия 
конвекции на поверхности капли, увеличивают ско-
рость испарения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведены численные исследования процесса 
испарения с поверхности лежащей капли в присут-
ствии течений вынужденной конвекции в воздухе и 
получены следующие результаты. 

Вынужденная конвекция в газовой фазе влияет 
на форму капли и течения в ней. В случае пульси-
рующих конвективных течений, капля реагирует 
на начало и окончание конвекции колебаниями на 
основной частоте собственных колебаний. После 
затухания колебаний в капле наблюдается течение, 
вызванное потоками в окружающем воздухе, каса-
тельными по отношению к поверхности капли.

Графики временны́х зависимостей скорости ис-
парения, полученные для испарения в неподвижный 
воздух и в присутствии течений вынужденной кон-
векции, совпадают между собой, что согласуется с 
результатами вычислительных работ [2, 10] и про-
тиворечит результатам экспериментальных исследо-
ваний [7−9, 15]. Причина полученного разногласия, 
возможно, заключается в возникновении неравно-
весных условий на границе конденсированной фазе, 
при которых режим испарения перестает быть диф-
фузионным. Таким образом, для численного описа-
ния влияния конвекции в газовой фазе на испарение 
с поверхности жидкости требуется модель взаимо-
действия течений с веществом в слое Кнудсена, на 
границе которого следует сшивать полученные усло-
вия с системами уравнений, записанными для объ-
емных областей.
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Резюме. В статье с помощью теоретико-игровых подходов моделируется человеческое сообщество как ди-
намическая система и исследуется, какое влияние оказывают на состояние этой системы такие этические 
нормы поведения, как эгоизм и альтруизм, мораль (на примере императива Канта или Золотого правила 
нравственности), а также изучается вопрос определения эффективности сообщества в зависимости от пре-
валирующего среди его представителей мировоззрения. На примере игровой модели социального выбора 
между двумя нормами поведения: одной общепринятой, но устаревшей, и другой новой, еще не распростра-
ненной, но более передовой и прогрессивной, показывается, что сообщества, среди представителей кото-
рых преобладает преимущественно эгоистическое мировозрение, менее склонны к инновациям и отказу от 
устаревших норм поведения. И наоборот: те сообщества, представители которых разделяют базовые этиче-
ские принципы, увереннее и быстрее переходят к более передовым и благоприятным для сообщества в це-
лом поведенческим нормам. В заключении работы с помощью модели пороговых значений, определяющих 
коллективный выбор, исследуется вопрос, какие преимущества приобретает сообщество, в котором ведется 
целенаправленная воспитательная, просветительская деятельность, призванная повысить уровень морали и 
нравственности среди его представителей. Полученные результаты могут быть использованы, во-первых, в 
качестве составной части курса по математическим основам этики, который мог бы исполнять функции вос-
питательной работы в высших и средних учебных заведениях, а, во-вторых, для целей оценки эффективности 
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Abstract. In this article, using game-theoretic approaches, the human community is modeled as a dynamic system, 
and the influence of such ethical norms of behavior as egoism and altruism, morality (on the example of the Kant 
imperative or the Golden Rule of Morality) on the state of this system is investigated, as well as the question of 
determining the effectiveness of the community depending on the prevailing worldview of its representatives. 
Using the example of a game model of social choice between two norms of behavior – one generally accepted, but 
outdated, and another, new, not yet widespread, but more advanced and progressive – it is shown that communities, 
among whose representatives a predominantly egoistic worldview prevails, are less likely to innovate and abandon 
outdated norms of behavior. Conversely, those communities whose representatives share basic ethical principles 
are more confident and quickly moving to advanced and progressive norms. In conclusion, the paper examines 
the question of what advantages a society acquires in which purposeful educational and educational activities are 
conducted, designed to increase the level of morality and morality among its representatives. The results obtained 
can be used, firstly, as an integral part of the course on the mathematical base of ethics, which could perform the 
functions of educational work in higher and secondary educational institutions; and, secondly, for the purposes of 
evaluating the effectiveness of educational work and state planning in this area.

Keywords: game theory, conflict equilibria, behavioral economics

ВВЕДЕНИЕ

Что движет миром? Как известно, миром движут 
идеи. Поскольку человеческое сообщество является 
примером динамической системы, его состояние в каж-
дый момент времени определяется некими внутренними 
и внешними параметрами. Если, например, состояние 
пара внутри парового двигателя определяется давле-
нием и температурой, то состояние сообщества людей 
определяется преобладающими в данном сообществе 
культурными и мировоззренческими принципами.

Эти мировоззренческие принципы закладыва-
ются для каждого представителя сообщества пре-
имущественно в процессе образования и воспита-
ния. Поэтому для выстраивания государственной 

политики в сфере образования и культуры крайне 
важно изучить и проанализировать, какое влияние 
оказывают на развитие общества преобладающие в 
нем морально-этические ценности.

1 сентября 2020 г. вступили в силу внесен-
ные Президентом РФ и принятые Государственной 
Думой поправки к закону «Об образовании в РФ». В 
результате этих поправок в законе появилось опре-
деление воспитания, как деятельности, направлен-
ной «на развитие личности, создание условий для 
самоопределения и социализации обучающихся на 
основе социокультурных, духовно-нравственных 
ценностей», а также «формирование у обучающихся 
чувства патриотизма и гражданственности, ува-
жения к памяти защитников Отечества… к закону 
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и правопорядку, человеку труда и старшему поко-
лению, взаимного уважения, бережного отношения 
к культурному наследию и традициям многонацио-
нального народа РФ, к природе…» [1].

Также закон предписывает средним, средним 
профессиональным и высшим учебным заведениям 
в течение года (до 1 сентября 2021 г.) скорректиро-
вать свои образовательные программы и включить в 
них рабочие программы воспитания и календарный 
план воспитательной работы.

Однако какие именно ценности следует культи-
вировать в подрастающем поколении?

Как эти ценности повлияют на развитие обще-
ства в целом, когда учащиеся, достигнув зрелого воз-
раста, станут его полноценными представителями?

И главное, как следует оценивать эффективность 
проводимой воспитательной работы?

Помочь ответить на эти и другие возникающие во-
просы могут не только философия и психология, но и, 
как это не покажется удивительным, математика, в част-
ности, одно из ее прикладных направлений – теория игр.

В данной статье с помощью теоретико-игровых 
подходов моделируется влияние таких норм пове-
дения, как эгоизм и альтруизм, мораль (понимаемая 
здесь в смысле императива Канта или близкого к 
нему по значению Золотого правила нравственно-
сти) на процесс принятия решений индивидуумами 
в некотором человеческом сообществе. 

В работе строится игровая модель выбора между 
двумя нормами поведения: одной общепринятой, но 
менее эффективной, и второй – новой, еще малоиз-
вестной, но при этом более благоприятной в случае 
ее повсеместного распространения для сообщества 
в целом. Данная модель весьма показательно иллю-
стрирует, как превалирующие среди представителей 
сообщества морально-этические нормы могут вести 
сообщество либо к прогрессу и благополучию, либо, 
напротив, к упадку и деградации.

В заключении работы сделана попытка смодели-
ровать, как влияет на процесс принятия решений пред-
ставителями сообщества воспитательная, просвети-
тельская деятельность, в результате которой уровень 
морали в обществе растет по определенному закону.

Прежде чем приступить к изложению основной 
части работы, дадим краткий обзор имеющихся ре-
зультатов в данной области, полученных представи-
телями отечественной и зарубежной научной мысли.

ОБЗОР ПРИМЕРОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СОЦИАЛЬНО-ЭТИЧЕСКИХ НОРМ ПОВЕДЕНИЯ 

С ПОМОЩЬЮ ТЕОРЕТИКО-ИГРОВЫХ 
ПОДХОДОВ 

Со времен отца-основателя экономической те-
ории Адама Смита [2] было принято считать, что 

человеком движет прежде всего индивидуалистиче-
ский мотив максимизации личного благосостояния. 
Появился даже термин homo economicus – человек 
рациональный.

Однако даже сам Адам Смит ставил под сомне-
ние эту предпосылку. Например, в работе «Теория 
нравственных чувств» [3] он уже вводит понятие 
«симпатия» – чувство, присущее людям и заставля-
ющее их поступать иногда в ущерб исключительно 
личным интересам.

В XX веке появилось такое направление, как 
поведенческая экономика (behavioral economics), 
изучающая, какое влияние оказывают на принятие 
решений психологические, морально-этические, 
когнитивные и культурные факторы. Этот анализ 
является крайне востребованным, поскольку бо-
лее реалистично учитывает все аспекты, влияю-
щие на принятие решения человеком, нежели это 
принято в ставшей классической, но тем не менее 
упрощенной и часто довольно грубой модели homo 
economicus.

Поскольку одним из математических инстру-
ментов, используемых для анализа экономических 
явлений, является теория игр, то и в этой области 
сделано немало для моделирования процессов и 
явлений, которые, как прежде казалось, были пред-
метом изучения скорее социологии, философии и 
психологии.

Одна из первых попыток смоделировать мо-
рально-этические нормы поведения с помощью те-
оретико-игровых подходов была предпринята в 1955 
году профессором Брайсвайтом в прочитанной им в 
Кембридже лекции [4] и с тех пор регулярно появля-
ется в работах разных исследователей, занимающих-
ся теорией игр.

Например, нобелевский лауреат Дж. Харсаньи 
в своей работе «Модели теории игр и принятия ре-
шений в этике» [5] утверждает, что этическое (или 
моральное) поведение основано на понятии коллек-
тивной рациональности, которая выходит за рамки 
традиционной для теории игр концепции максими-
зации каждым участником сугубо индивидуального 
или кооперативного дохода: «Теорию рационального 
поведения в социальной среде можно разделить на 
теорию игр и этику. Теория игр имеет дело с дву-
мя или более индивидами, часто имеющими очень 
разные интересы, которые пытаются максимизи-
ровать свои собственные (эгоистичные или беско-
рыстные) интересы рациональным образом против 
всех других индивидов, которые также пытаются 
максимизировать свои собственные интересы (эго-
истичные или бескорыстные)» [5].

А в работе «Утилитаризм правил и теория при-
нятия решений» [6] Дж. Харсаньи использует осно-
вополагающие концепции утилитаризма для 
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построения более реалистичной модели принятия 
решений индивидуумами в социуме. Утилитаризм – 
направление в этике, согласно которому моральная 
или нравственная ценность любого поступка опре-
деляется совокупной полезностью или пользой, ко-
торую этот поступок приносит всем индивидуумам, 
на которых данное действие оказывает влияние [7]. 
В этой связи в теоретико-игровой интерпретации 
Дж. Харсаньи вводит функцию социальной полезно-
сти, значение которой для каждого участника в ка-
ждой точке (каждой стратегии поведения), определя-
ется средним значением полезностей всех 

участников: W s
N

U si i
i

N
( ) ( )=

=
∑1

1
 [5]. Более подробно 

теория полезностей излагается в работе [8].
В настоящее время идеи Дж. Харсаньи были су-

щественно развиты в работах многих современных 
специалистов по поведенческой экономике и теории 
игр [9−11].

Отдельного внимания заслуживает так назы-
ваемая эволюционная теория игр, являющаяся 
приложением теории игр к исследованию разви-
тия популяций в биологии, а также в социологии. 
Особенностью этой теории является то, что в ней, 
как правило, рассматриваются повторяющиеся 
игры, и, соответственно, каждая стратегия оцени-
вается по тому, насколько она является эволюцион-
но устойчивой, то есть способной пройти проверку 
временем. Например, применительно к биологии 
различные стратегии представляют собой определя-
ющие поведение особей генетические черты, кото-
рые наследуют потомки от своих пращуров. Именно 
с позиций эволюционной теории игр удалось обо-
сновать нередко наблюдаемые в природе, особенно 
у социальных видов, примеры «джентльменского» 
и даже альтруистического поведения, то есть пове-
дения на благо вида, что никак не согласовывалось 
с дарвиновским предположением о том, что есте-
ственный отбор происходит на индивидуальном 
уровне [12, 13].

Среди трудов отечественных ученых в качестве 
примера можно привести работу Ю.Б. Гермейера и 
И.А. Вателя «Игры с иерархическим вектором ин-
тересов» [14]. Рассматривая задачу распределения 
ресурсов между личными и общественными ну-
ждами, авторы вводят понятие «эгоизма» по отно-
шению к нуждам данного сообщества в том случае, 
если участник предпочитает тратить все имеющие-
ся в его распоряжении средства исключительно на 
личные цели, игнорируя при этом интересы сооб-
щества.

Ряд идей, предложенных Ю.Б. Гермейером и 
И.А. Вателем, нашел свое отражение в работах, по-
священных модели согласования общих и частных 

интересов (СОЧИ-модель) [15, 16]. В этой модели 
рассматривается двухуровневое сообщество и, как 
и в работе [14], исследуется вопрос распределе-
ния ресурсов между частными и общественными 
нуждами. При этом в работе [16] вводятся классы 
«индивидуалистов» и «коллективистов», на ко-
торые можно поделить участников задачи в зави-
симости от того на личные или общественно по-
лезные цели они предпочитают расходовать свои 
ресурсы.

В 2017 году в специализирующемся на теории 
игр журнале «Games» (Базель, Швейцария) вышел 
специальный выпуск под заголовком «Этика, мораль 
и теория игр» [10], в котором были собраны статьи 
разных современных авторов, объединенные общей 
тематикой моделирования морально-этических норм 
и их влияния на принятие решений участниками 
игровой задачи.

В работе «Стратегии поведения моралистов и 
альтруистов» [11], помимо уже отмечавшихся нами 
типов поведения, основанных на индивидуализме 
и коллективизме, вводится также третий тип участ-
ников, которые руководствуются при выборе своей 
стратегии поведения императивом Канта, соглас-
но которому «человек должен стремиться к тому, 
чтобы максима его поступка могла стать частью 
всеобщего законодательства» [7] или же Золотым 
правилом нравственности: «как ты хочешь, что-
бы с тобой поступали люди, так и ты поступай с 
ними» [17]. Суть такого поведения применительно к 
теоретико-игровой модели сводится к тому, что пре-
жде чем выбрать свою стратегию, каждый участник 
допускает, что с определенной вероятностью все 
участники выберут ту же стратегию, и уже исходя из 
этого допущения, принимается решение, как именно 
следует поступить.

По аналогии с термином homo economicus – че-
ловек рациональный, которым именуется первый 
тип участников-индивидуалистов, руководствую-
щихся исключительно интересом максимизировать 
свой личный доход, игроки третьего класса име-
нуются в работе [11] homo moralis – человек нрав-
ственный.

Этот тип поведения может быть весьма успешно 
использован для моделирования некоторых социаль-
ных, экономических и других процессов, посколь-
ку в ряде случаев он более реалистично описывает 
процесс принятия решения человеком, нежели клас-
сическая модель максимизации (минимизации) соб-
ственной платежной функции.

В данной работе на примере задачи на согласо-
вание (coordination game) рассматривается дина-
мическая модель социального выбора между двумя 
нормами поведения: одной традиционной, но ме-
нее благоприятной и эффективной, и новой, еще не 
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применяемой большинством участников. Однако 
применение новой нормы подавляющей частью пред-
ставителей рассматриваемого сообщества позволит 
сообществу в целом достичь гораздо лучших резуль-
татов. При этом показывается, что именно игроки 
класса homo moralis способны в каком-то смысле 
послужить примером, использовать новую норму по-
ведения, даже находясь первое время в меньшинстве 
и терпя убытки, и тем самым постепенно вывести 
общество на принципиально новый качественный 
уровень.

Поскольку в естественных условиях, как показы-
вается в работе, переход на новую норму поведения 
может не произойти, рассматривается также модель 
обучения, предполагающая, что уровень морали и 
«сознательности» в сообществе в результате некото-
рой просветительской деятельности повышается по 
определенному закону. Это приводит к тому, что все 
большее количество индивидуумов переходит на но-
вую норму поведения, и постепенно она становится 
общепринятой в обществе, что ведет сообщество к 
несомненному прогрессу.

МОДЕЛЬ

В данной работе рассматривается игровая мо-
дель N  участников, предполагающая, что все участ-
ники выбирают свои стратегии из одного и того же 
множества допустимых стратегий. 

Допущение 1. Пусть Q  – метрическое простран-
ство, G  – компактное множество: 

G Q Q QN

N
= =
∆

× ×…� ������ ������ .

Пусть на множестве G  определены непрерыв-
ные функции (функционалы) 
J q i N q q q Gi N( ) = 1, = ( , , )1, , . ∈  qi  – стратегия i-го 

игрока, q Q q q q q qi
i

i i N∈ − +, =( , , , , , )1 1 1
∆

   – страте-
гии остальных N −1  игроков при фиксированной 
стратегии qi  i-го игрока, q Qi N∈ −1. J qi ( ) – платеж-
ная функция (функционал) игрока i, которая опреде-
ляет размер некого блага или ресурса, который полу-
чает i-й участник, при выборе им стратегии qi  и при 
выборе стратегии qi  остальными участниками. При 
этом функции J q i Ni ( ), = 1,  предполагается рассма-
тривать как трансферабельные, то есть предполага-
ющие возможность любого деления и распределе-
ния между игроками. 

Пусть J q J q
k

N

k( ) = ( )
=1

∆
∑  – суммарная платежная 

функция всех игроков, J q J qi

k i
k( ) = ( )

∆

≠
∑  – суммарная 

платежная функция всех игроков кроме i-го. 

Определение 1. Игровую задачу, удовлетворяю-
щую допущению 1, будем называть классической 
игрой (или игрой Ghe ),  если каждый из игроков, вы-
бирая стратегию q Qi ∈ ,  стремится обеспечить 
максимум своей платежной функции J q qi i

i( , ).  
Это классическая постановка задачи теории игр, 

моделирующая поведение, основанное на пресле-
довании исключительно личных интересов. Чтобы 
отразить тот факт, что каждый игрок максимизирует 
лишь собственную платежную функцию и отличить 
ее от модели, определяемой в следующих пунктах, 
будем называть ее также моделью участников-«ин-
дивидуалистов» или же моделью homo economicus, 
как она называется в работе [11].

В качестве альтернативы рассматривается класс 
игровых задач, в которых предполагается, что каж-
дый игрок с некоторым весовым коэффициентом 
учитывает интересы других участников задачи. 
Данный факт моделируется переходом от первона-
чально поставленной задачи, характеризующейся 
набором платежных функций J i N Ji i, = 1, ={ } { },  к 
вспомогательной задаче, определяемой параметри-
ческим семейством функций полезности 

U J Ui k i( , ) =α{ } { }.
Определение 2. Игровую задачу, удовлетворяю-

щую допущению 1, будем называть игрой Gα ,  если 
каждый из игроков стремится обеспечить макси-
мум своей функции полезности Ui ,  которая выра-
жается через платежную функцию данного игрока 
J qi ( )  и суммарную платежную функцию остальных 
игроков J qi ( )  следующим образом: 

 

U q J q
N

J q

q G N
N

i N

i i
i( ) = (1 ) ( )

1
( ),

, , 0, 1 , = 1,

− +
−

∈ ∈ ∈ −





α α

α α .  (1)

Воспользуемся заменой: β α=
1

∆ N
N −

.  Поскольку 

α ∈ −





0, 1N
N

,  то β ∈[0,1],  и функцию полезности 

U qi ( )  можно записать в следующем виде: 

 U q J q
N

J qi i( ) = (1 ) ( ) ( ), [0,1]− + ∈β β β .  (2)

В такой форме модель, определяемую функция-
ми полезности (2), можно рассматривать как игру на 
общественное благо (public goods game), где функ-
ции βJ qi ( )  определяют вклад i-го участника в неко-
торые общественно значимые нужды. Слагаемое 
(1 ) ( )− β J qi  определяет ту часть ресурса, которую он 
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оставляет для собственных нужд, а сумма 
β
N

J q( )  
определяет то, что он получает от общества.

В отличие от первой модели участников-«инди-
видуалистов», модель, задаваемая определением 2, 
предполагает отсутствие прямого антагонизма меж-
ду участниками и даже в некоторой степени учет ин-
тересов других, что следует из самой формы функ-
ции (1). Поэтому данную модель можно также 
назвать моделью участников-«коллективистов». 
Отметим, что в ряде работ (например, в [2, 4, 6]) по-
добные модели, но с несколько отличным видом 
функций полезности Ui ,  именуются моделями 
участников-«альтруистов».

Исследованию этой модели посвящен ряд работ 
автора. Например, в работе [18], показывается, что 
в классе участников-«коллективистов» Gα  при 
определенной степени сотрудничества между ними, 
что моделируется параметром α,  ситуация с наи-
большим значением суммарной платежной функ-
ции J  становится сильнейшим игровым равнове-
сием.

Переходя к рассмотрению третьей модели, кото-
рой преимущественно и посвящена данная работа, 
отметим, что у типов поведения и принятия реше-
ния, задаваемых определениями 1 и 2, есть нечто об-
щее. Как игроки «индивидуалисты», так и игроки 
«коллективисты» (или «альтруисты», как их называ-
ют в ряде работ) несколько неразборчивы в сред-
ствах: если первые преследуют исключительно лич-
ный интерес, то вторые с некоторым весовым 
коэффициентом заботятся и об общественном благо-
состоянии. Поскольку согласно допущению 1 мно-
жество возможных стратегий (действий) у всех 
участников одинаковое ( ),Q  то игроки обоих клас-
сов не учитывают при выборе своей стратегии, что 
произойдет в случае, если остальные участники вы-
берут ту же стратегию. Однако такой анализ осу-
ществляют игроки третьего класса homo moralis – 
человек нравственный, как он именуется в работах 
[11, 19].

В основе типа поведения, соответствующего 
данному классу, лежит известный этический прин-
цип – категорический императив Канта: «поступай 
так, чтобы максима твоей воли могла бы быть 
всеобщим законом» [20]. Близкий по смыслу прин-
цип известен в этике под наименование «Золотое 
правило нравственности»: «Поступай с другими 
так, как желаешь, чтобы другие поступали с то-
бой» [21].

В работах [11, 19] данный принцип предлагается 
моделировать следующим образом. Пусть i-й участ-
ник предполагает, что каждый из оставшихся игро-
ков с вероятностью ki ∈[0,1]  (который можно вос-
принимать, как уровень морали данного участника) 

выберет ту же стратегию, что и он, и с вероятностью 
(1 )− ki  – отличную стратегию. Таким образом, каж-
дый участник, выбирая стратегию q Qi ∈ ,  получает 
известную из теории вероятностей схему Бернулли 
из N −1  испытания (соответствующих оставшимся 
игрокам), и с двумя исходами для j-го испытания, 
j N= 1, 1− :  j-м участником выбрана стратегия 
q qj i=  или же выбрана другая стратегия ( ).q qj i≠  
При этом вместо первоначальных платежных функ-
ций игра проводится на функциях полезности, кото-
рые для каждого игрока представляют собой матема-
тические ожидания описанного биноминального 
распределения.

Определение 3. Игровую задачу, удовлетворяю-
щую допущению 1, будем называть игрой Ghm  
(игрой в классе homo moralis), если каждый из игро-
ков вместо своей первоначальной платежной функ-
ции Ji  стремится обеспечить максимум функции 
полезности Wi ,  определяемой как математическое 
ожидание случайной величины J q qi i

i( , ) :

 

W q q J q q

q Q k k i N

i i
i

ki i i
i

i i i

( , ) = [ ( , )],

, , [0,1], = 1,

 �

�∈ ∈ ∈ ,  (3)

где qi  – случайный ( 1)N − -мерный вектор, прини-
мающий значения из QN −1  и имеющий следующее 
распределение: с вероятностью k ki

m
i

N m(1 ) 1− − −  
ровно m N∈ −{0, , 1}  из его компонент принима-
ют значение равное qi ,  а остальные компоненты со-
храняют свои первоначальные значения. 

Отметим, что для каждого m имеется 
N

m
CN

m−



 −

1
= 1
∆

 способов выбрать m из N – 1 компо-

ненты qi .
Отметим также, что при ki = 0  ненулевая (а еди-

ничная, то есть полная) вероятность будет только у 
одного значения случайного вектора q qi i= ,  т.е. 
случайный вектор принимает единственное значе-
ние – то, которое стоит в аргументе функции Wi .  В 
этом случае W q q J q qi i

i
i i

i( , ) ( , )≡ ,  т.е. игроки класса 
homo moralis с нулевым уровнем коэффициента ki  
фактически являются участниками-индивидуали-
стами первого класса Ghe.  Более наглядно это будет 
продемонстрировано в рассматриваемой ниже моде-
ли социального выбора.

Например, для игры трех лиц функция полезно-
сти (3) приобретает вид: 

W q q q k J q q q k k

J q q q k
i i j k i i i j k i i

i i i k i

( , , ) = (1 ) ( , , ) (1 )

( , , )

2− + − ×

× + ((1 ) ( , , ) ( , , )2− +k J q q q k J q q qi i i j i i i i i i .



73

Russian Technological Journal. 2021;9(5):67–83

К.Е. КрасниковМатематическое моделирование некоторых социальных процессов с помощью 
теоретико-игровых подходов и принятие на их основе управленческих решений

СОЦИАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ВЫБОРА 
МЕЖДУ ДВУМЯ ПОВЕДЕНЧЕСКИМИ  

НОРМАМИ

Проиллюстрируем разницу между тремя введен-
ными в предыдущем разделе поведенческими типа-
ми на примере игры на согласование (coordination 
game). Под играми на согласование подразумевается 
класс игровых задач в чистых стратегиях, в которых 
участники получают значительно больший выигрыш 
в случае, если выбирают одинаковые или соответ-
ствующие друг другу стратегии, нежели если выби-
рают различные стратегии. Такой тип игровых задач 
моделирует те жизненные ситуации, когда некие 
новые, прогрессивные нормы поведения в случае 
использования единицами не оказывают существен-
ного эффекта, но в случае применения многими ока-
зывают существенное влияние на жизнь сообщества. 
Допустим, раздельный сбор мусора в случае приме-
нения небольшой группой энтузиастов не оказывает 
особого влияние на экологическую обстановку в ре-
гионе, но когда такая стратегия поведения становит-
ся нормой и используется большинством представи-
тетелей сообщества, такой вид утилизации отходов 
способен существенно сократить загрязнение окру-
жающей среды. Если рассматривать эту ситуацию в 
качестве игровой модели, то перед каждым предста-
вителем сообщества появляются две стратегии: по-
ступать по-старому или использовать новые модели 
поведения.

В качестве примера игры на согласование с дву-
мя участниками рассмотрим следующую задачу из 
работы Эдны Ульман-Маргалит «Появление норм» 
[22]. Пусть два артиллериста во время боевых дей-
ствий сталкиваются с выбором: бежать от наступаю-
щего врага или остаться и продолжать сражаться. Их 
орудие находится в стратегически важном проходе. 
Если оба останутся, у них есть значительные шан-
сы получить ранение, но при этом, с большой долей 
вероятности, наступление противника будет оста-
новлено. Если оба убегут, враг сможет взять горный 
перевал, обогнать и захватить их. Если один из них 
останется, а другой сбежит, отважный артиллерист 
погибнет в бою, а другой – наводчик – будет иметь 
достаточно времени, чтобы благополучно сбежать. 
Предполагая, что оба пытаются пережить это испы-
тание, желательно невредимыми, у каждого солдата 
есть причины бежать. Каждый наводчик имеет вы-
бор: бежать или остаться и сражаться.

Таблица 1. Платежная матрица задачи

Сражаться Бежать

Сражаться (2, 2) (0, 3)

Бежать (3, 0) (1, 1)

Отметим также, что игры на согласование имеют 
и массу экономических приложений, что показано в 
работе [5].

Теперь перейдем к рассмотрению игры на согла-
сование, описанной в работе [2] и представляющей 
социальную модель выбора в задаче со многими 
участниками. Пусть N участников некоторого сооб-
щества независимо друг от друга делают выбор меж-
ду двумя нормами поведения (стратегиями) A и B. 
Причем норма A является более эффективной, чем 
норма B в том смысле, что если все индивидуумы 
перейдут на норму A, то благосостояние (в широком 
смысле этого слова) каждого участника будет выше, 
чем в случае, когда все выбирают B. Однако норма 
B является общепринятой, поэтому в начале рассма-
триваемой социальной модели все участники выби-
рают норму B, а норма A является для них новой.

Например, нередко мы сталкиваемся с тем, что 
молодые люди, проходя процесс социализации, ока-
зываясь в новых социальных группах (однокласс-
ники, друзья, однокурсники и т.д.), перенимают от 
некоторых представителей этих групп не всегда по-
лезные привычки. Но бывают и обратные примеры. 
Представим себе компанию знакомых, зависимых от 
какой-либо вредной привычки. Если кому-то из этой 
компании удается расстаться с этой привычкой, то 
первое время он испытывает определенный диском-
форт, поскольку становится своего рода «белой во-
роной». Однако постепенно примеру этого человека 
начинают следовать другие, и, начиная с некоторой 
критической доли отказавшихся, уже на тех, кто 
подвержен вредной привычке, начинают «косо смо-
треть». Постепенно и в обществе в целом начинает 
изменяться отношение к этой вредной привычке: 
вводится запрет на ее рекламу в СМИ, запрещается 
продажа несовершеннолетним и т.д. Таким образом, 
изменение отношения в обществе и усиливающие-
ся ограничения делают следование вредным при-
вычкам все более и более сложным, пока, наконец, 
здоровый образ жизни не становится нормой. Это в 
свою очередь приводит к уменьшению различных 
заболеваний, рождению более здоровых детей, укре-
плению генофонда – одним словом, переход на но-
вую норму поведения оказывает весьма позитивное 
воздействие на развитие сообщества в целом. Можно 
привести массу других аналогичных примеров.

Постараемся выяснить, при каких условиях со-
общество способно будет перейти с менее эффек-
тивной, старой нормы B на более эффективную но-
вую норму A. Для этого сформулируем описанную 
модель в терминах игровой задачи. Сначала рассмо-
трим статический случай, а потом исследуем, как бу-
дет вести себя модель в динамике.

Пусть q Qi ∈ = {0,1}  – выбор i-го участника, где 
qi = 1  означает, что выбрана норма A, а qi = 0  – что 
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выбрана B. Если i-й участник выбирает норму A, и 
nA  других участников выбирают эту же норму, то 
платежная функция i-го участника принимает значе-
ние a nA⋅ .  Если же он выбирает B  и nB  других 
участников поступает также, то значение его функ-
ции полезности равно b nB⋅ .  Будем полагать, что 
0 < <b a.

В модели участников-индивидуалистов Ghe  
платежные функции выглядят следующим образом: 
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Для участников-коллективистов Gα  функция 
полезности принимает вид: 
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где Ji  и Jk  определяются формулой (4); 

α ∈ −





0, 1N
N

 – параметр, определяющий в какой 

степени каждый индивидуум отдает предпочтение 
общественным интересам. При α = 0  функции (4) и 
(5) становятся эквивалентны: J Ui i≡ .  Нетрудно ви-
деть, что как для первого класса игроков, так и для 
второго вне зависимости от уровня коэффициента α  
в задаче будут две равновесные по Нэшу ситуации: 
либо когда все участники выбирают норму A: 
q = (1, ,1) ,  либо когда все выбирают B: q = (0, ,0) .

Таким образом в случае, если норма B счита-
ется общепринятой, и каждый игрок полагает, что 
остальные выберут именно ее, а игроков достаточно 
много и прямая договоренность (кооперация) между 
ними невозможна, то в случае участников, пресле-
дующих исключительно личные интересы, норма B 
продолжит оставаться равновесием, поскольку ре-
шив выбрать А в одиночку, игрок ничего не получит.

Аналогичная ситуация и в классе игроков Gα ,  
учитывающих интересы других. Даже при наиболь-
шем уровне коэффициента α,  когда 

U q
N

J q
N

Ji
k

N

k( ) = 1 ( ) = 1

=1
∑ ,  то есть функция полезно-

сти, которую максимизирует каждый игрок, прямо 
пропорциональна суммарной платежной функции, 
ни один из игроков не пожелает отклониться от 

менее эффективной нормы B, поскольку сообщество 
в целом от перехода одного участника на норму А 
получит меньше.

Таким образом, в обоих классах норма B  про-
должит оставаться равновесием, то есть сообщество 
в целом не сможет перейти на новую норму.

Однако ситуация в корне меняется для третьего 
класса игроков homo moralis. Функции полезности, 
максимум которых стремятся доставить игроки данно-
го класса, в соответствии с определением 3 имеют вид  
математического ожидания: W q J q qi ki i i

i( ) = [ ( , )]  ,  

где qi – случайный вектор, распределение которого та-
ково, что с вероятностью k ki

m
i

N m(1 ) 1− − −  ровно 
m N∈ −{0, , 1}  из его компонент принимают значе-
ние равное qi ,  а остальные компоненты сохраняют 
свои первоначальные значения. Это распределение 
похоже на широко известное из теории вероятностей 
биноминальное распределение Bki

N −1,  однако отлича-
ется от него условием, что ( 1)N m− −  компонент 
должны сохранить свои первоначальные значения (т.е. 
значения в точке q G∈ ,  в которой определяется значе-
ние функции W qi ( )).

Таким образом, значение функции W q qi i
i( , )  

определяется выражением: 
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где выражение I  отвечает случаю, когда qi = 1,  а 
II  – случаю, когда qi = 0.  Слагаемые с коэффициен-

том 
N m

N
− −

−
1

1
 отражают положение о том, что 

остальные игроки, кроме тех m,  стратегии которые 
считаются равными qi ,  сохраняют свои первона-
чальные стратегии.

Формула (6) еще раз наглядно демонстрирует 
уже отмечавшуюся нами особенность: при ki = 0  
W q q J q qi i

i
i i

i( , ) ( , )≡ ,  то есть участники homo 
moralis с нулевым уровнем коэффициента ki  стано-
вятся игроками-индивидуалистами.

Если все игроки выбирают стратегию А, то i-й 
участник получает ( 1)N a− ,  также выбирая А, а в 
случае, если он решает выбрать В, его функция по-
лезности равняется: 
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Упростим выражение (7). Так как при m = 0  со-
ответствующий член ряда также равен 0, то сумми-
рование можно производить начиная с m = 1.  Далее, 
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то выражение (7) можно переписать в виде: 
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Если же все игроки выбирают В, то поступая как 
все, i-й участник получает W N bi (0, ,0) = ( 1) − ,  а 
выбирая в одиночку А, он получает 

 

W q

a
N

m
k k m

a N

i
i

m

N

i
m

i
N m

(1, = (0, ,0))

1
(1 )

( 1
=0

1
1

 =

=
−





− =

= −

−
− −∑

))ki .  (9)

Таким образом, при k b
ai >  оказывается, что 

W q Wi
i

i(1, = (0, ,0)) > (0, ,0)  ,  то есть игрок с до-
статочно высоким уровнем коэффициента ki  готов 
перейти на более эффективную норму А даже в оди-
ночестве. А в гомогенном (однородном) сообществе, 
где у всех участников одинаковый уровень коэффи-

циента, k b
ai >  ситуация q = (1, ,1) ,  то есть когда 

все участники выбирают A, оказывается единствен-
ным равновесием по Нэшу.

Однако более реалистичным является так назы-
ваемый гетерогенный (неоднородный) случай, ког-
да коэффициенты ki  у разных представителей рас-
сматриваемого сообщества могут разниться.

ПОРОГОВЫЕ ЗНАЧЕНИЯ  
В МОДЕЛИ НЕОДНОРОДНЫХ СООБЩЕСТВ

Чтобы исследовать такие неоднородные сообще-
ства введем понятие порогового значения. Под поро-
говым значением θi  i-го участника будем понимать 
наименьшую долю от общего количества других 
участников сообщества, перешедших на норму А, 
необходимую для того, чтобы i-й участник также 
сделал выбор в пользу нормы А. Например, i-й участ-
ник переходит на норму А, если он полагает, что ее 
выберет половина сообщества, a j-й – если третья 

часть. Тогда θi = 1
2

,  а θ j = 1
3

.

Определить пороговое значение для каждого но-
мера i N∈{1, }  можно, исходя из следующих сообра-
жений. Пусть i-й участник предполагает, что 
� …n N∈ −{0, , 1}  других участников выберут норму 
A. Тогда его функция полезности в случае выбора В 
примет вид: 
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При m N= 1−  соответствующий член ряда I  ра-
вен 0, поэтому верхний предел суммирования можно 
заменить на m N= 2− .  В соответствии с формулой 
(8) слагаемое II  равно b N ki( 1)− ,  поэтому 
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Если при тех же условиях i-й участник выбирает 
норму А, то он получает 
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Таким образом i-й участник сделает выбор в 
пользу нормы А, если W q W qi

i
i

i(1, ) > (0, ) :  
a n N n k b N n nki i⋅ + − − ≥ ⋅ − − +[ ( 1) ] [( 1) ]    .  Это усло-
вие равносильно следующему: 
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где θi  – пороговое значение – минимальная доля вы-
бравших норму А участников от общего количества, 
при которой i-й участник также готов сделать выбор в 

пользу нормы А. Отметим, что при k b
ai >  пороговое 

значение θi  будет отрицательно, что можно трактовать 
таким образом, что при достаточно большом значении 
коэффициента ki  (определяющего уровень морали, 
как он интерпретируется в работе [2]) i-й участник го-
тов перейти на новую норму даже в одиночестве.

Отметим также, что у игроков c самым низким 
допустимым уровнем коэффициента ki = 0  порого-

вое значение θi
b

a b
=

+
.  То есть, если доля перешед-

ших на норму А представителей сообщества превы-
шает эту отметку, то даже игроки-индивидуалисты 
переходят на норму А.

Чтобы смоделировать неоднородность сообще-
ства относительно коэффициента ki  и соответству-
ющего ему порогового значения θi  каждого индиви-
дуума, рассмотрим функцию распределения 
F x( ) : [0,1]→ ,  значения которой равны доле от 
общего количества тех представителей сообщества, 
пороговое значение θi  которых не превосходит x.

Если пороговое значение θ  у некоторого пред-
ставителя сообщества принять за случайную вели-
чину, принимающую значения на интервале 

−∞
+







, b
a b

,  то функцию F x( )  можно понимать так-

же как функцию распределения данной случайной 
величины: F x x( ) = ( < )P θ ,  где P – соответствующая 
вероятность, равная доле от общего количества тех 
представителей сообщества, пороговое значение θ  
которых не превосходит x.

Для численного определения параметров рас-
пределения порогового значения, в соответствии с 
которым представители сообщества готовы перейти 
на новую норму поведения, может пригодиться опыт 
специального раздела статистических исследова-
ний – моральной статистики.

Моральная статистика охватывает широкий круг 
проблем, связанных как с негативными явлениями в 
обществе, такими как различного рода преступления 
и нарушения общественного порядка, а также нару-
шения морально-этических норм, так и с позитивны-
ми, которые характеризуют моральный облик людей. 
К таким явлениям относятся участие граждан в об-
щественных организациях по охране окружающей 
среды, бескорыстное донорство, участие в различ-
ного рода спасательных службах и т.д. [23].

Например, если допустить, что на некотором пред-
приятии или в ВУЗе происходит регулярный добро-
вольный сбор донорской крови, то у каждого сотруд-
ника предприятия или учащегося есть две стратегии: 
участвовать в сборе – норма A или нет – норма B. 
Поскольку чувство морального удовлетворения, 
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Рис. 1. График функции распределения F(x) порогового значения θi
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которое испытывает человек, участвующий в таких 
мероприятиях, трудно формализовать, соответствен-
но, определить численные значения коэффициентов a  
и b  не представляется возможным. Однако численные 
значения пороговых значений перехода от нормы A к 
норме B вполне поддаются численному определению.

Для этой цели можно провести социологиче-
ское исследование среди пришедших сдавать кровь, 
в результате которого выяснить у участников, какое 
количество их знакомых участвовало в сдаче крови 
прежде, чем они сами решились на такой поступок. 
Это позволит определить пороговое значение для 
каждого участника.

Конечно, конкретный вид функции распределе-
ния будет отличаться от задачи к задаче. Однако в 
связи с тем, что рассматриваемая социальная модель 
предполагает достаточно большое количество участ-
ников, для дальнейших рассуждений в качестве 
функции F x( )  порогового значения можно выбрать 
функцию нормального распределения (Гаусса) с ма-
тематическим ожиданием µ  и дисперсией σ2 ,  где 
µ  и σ – параметры, характеризующие сообщество: 

F x e du
x

u( ) = 1
2

( ) /(2 )2 2

σ π
µ σ

−∞

− −∫ .

В рассмотренном примере со сдачей крови сред-
нее значение пороговых значений для всех опро-
шенных участников позволит определить математи-
ческое ожидание, а средний квадрат отклонений от 
математического ожидания – дисперсию.

Графики распределения при разных значениях 
параметров µ  и σ  представлены на рис. 2. Отметим, 

что F x( ) = 1  при x b
a b

≥
+

.

Нормальное распределение использовано здесь 
лишь в качестве некоторого приближения, поскольку в 
реальности при анализе социальных процессов следу-
ет учитывать человеческий фактор, ввиду способно-
сти людей к самоорганизации и наличия у них памяти. 

В ряде классических работ (например, 
Ф. Блэкмен [24], Л. Берталанфи [25]) для описания 
функции распределения вероятности смены состо-
яния в социальных системах используется логисти-
ческая модель и, соответственно, сигмоидальная 
(S-образная) функция, что вполне подходит для на-
ших дальнейших рассуждений.

В работах же ряда современных авторов (Д.О. 
Жуков, Т.Ю. Хватова и др. [26, 27]) исследуется сто-
хастическая динамика в социальных системах на ос-
нове клеточного автомата, с учетом наличия у пред-
ставителей системы памяти, то есть зависимости 
состояния, в котором находится каждый индивидуум 
от его же состояния в предшествующие моменты вре-
мени. Данная модель позволяет, задав некоторые на-
чальные параметры системы (например, количество 

контактов между представителями сообщества), по-
строить функцию распределения пороговых значе-
ний, необходимых для перехода сообщества в целом 
от одного состояния к другому.

Теперь проанализируем, как будет протекать 
процесс перехода между нормами А и B  в динамике. 

СОЦИАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ В ДИНАМИКЕ

Будем рассматривать динамику перехода пред-
ставителей сообщества на некотором временном 
промежутке [ , ]0t T .  Вначале рассмотрим модель с 
неким дискретным шагом ∆t,  а затем устремим ∆t  
к нулю. Пусть N tA ( ) – количество представителей 
сообщества, выбирающих норму A в момент време-
ни t.  По условию задачи N tA ( ) = 00 .

Тогда 
N t
N

A ( )
1−

 задает долю перешедших на А в мо-
мент t.  А в соответствии с определением функции 

F x( ) :  F
N t
N

A ( )
1−







 – есть доля от общего количества 

индивидуумов, пороговое значение у которых не 

превосходит 
N t
N

A ( )
1−

.  Поэтому количество перешед-
ших на норму А в некий следующий момент опреде-

ляется отношением: N t t F
N t
N

NA
A( ) =

( )
1

+
−







⋅∆ .  

Если полагать, что сообщество достаточно большое, 

то N N− ≈1 .  Обозначив через x t
N t

N
A( )=

( )∆
 долю пе-

решедших на норму А участников в момент времени 
t,  получим соотношение: 

 x t t F x t( ) = ( ( ))+ ∆  (11)

или 
 x t t x t F x t x t( ) ( ) = ( ( )) ( )+ − −∆ .  (12)

Из последнего выражения следует, что если 
F x x( ) > ,  то x t( )  и соответственно N tA ( )  возрастают 
по времени, а если F x x( ) < ,  то убывают. Если же в 
равенстве (11) устремить ∆t → 0,  то получим условие 
равновесия x t F x t( ) = ( ( )),  при котором количество 
индивидуумов, перешедших на норму А, стабилизиру-
ется. Состояниям равновесия соответствуют непод-
вижные точки отображения F ,  однако эти состояния 
могут быть как устойчивы, так и неустойчивы. Чтобы 
проиллюстрировать этот факт, обратимся к примеру.

УСТОЙЧИВОСТЬ СОСТОЯНИЙ РАВНОВЕСИЯ

Рассмотрим сообщество, которому соответствует 
функция распределения F x( )  порогового значения 
θ,  график которой представлен на рис. 2. Сначала 
рассмотрим модель с дискретным временем. По 
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условию задачи N tA ( ) = 00 .  Первыми на норму А пе-
рейдут индивидуумы с отрицательным значением 
пороговой величины, поэтому N t F NA ( ) = (0)∆ ⋅ .  В 
следующий момент перейдут те, чье пороговое зна-
чение не превышает долю участников, выбравших А 
в предыдущий момент. То есть 

N t F
N t

N
F FA

A(2 ) =
( )

= ( (0))⋅






∆
∆

 и т.д. Устремив 

∆t → 0,  получим процесс, непрерывный по времени.
Функция F ,  изображенная на рис. 2, имеет три 

неподвижные точки и соответствующие им состоя-
ния равновесия: точку L  вблизи нуля, точку M  и 
точку P  вблизи единицы.

При этом точки L  и P  обладают свойством устой-
чивости: если доля перешедших на норму А индиви-
дуумов подходит близко к θL  или θP ,  то она будет 
колебаться вблизи этих значений. Действительно, как 
показано выше, при x L< θ  F x x( ) > ,  поэтому N tA ( )  
будет увеличиваться. И наоборот, N tA ( )  будет умень-
шаться при x L> θ .

Равновесная точка M  является неустойчивой: 
если доля перешедших на норму А превышает θM  на 
сколь угодно малую величину, то F x x( ) > ,  N tA ( )  бу-
дет возрастать, пока доля выбравших А не стабилизи-
руется, достигнув ближайшей устойчивой равновес-
ной точки θP = 1,  что будет соответствовать тому, что 
сообщество в целом перешло на норму A. И наоборот, 

если доля x t
N t

N
A( ) =

( )
 сколь угодно меньше θM ,  то 

она продолжит уменьшаться пока не стабилизируется 
вблизи θL ,  то есть сообщество «скатится» обратно к 
неэффективной норме B. Более подробно теория 
устойчивости неподвижных точек применительно к 
ряду экономических, социальных и биологических 
процессов рассматривается в работе [28].

Отметим, что для непрерывной функции распре-
деления неподвижные точки, в которых достигается 
равновесие, будут точками изменения состояния вы-
пуклости и вогнутости функции. Если в неподвиж-
ной точке функция вогнута слева, то точка устойчи-
ва, если же выпукла, то неустойчива.

Поскольку F x( ) = 1  при x b
a b

>
+

,  то функция 
F x( )  будет выпуклой при x → −1 0.  Поэтому точка 
x = 1,  соответствующая тому, что все сообщество пе-
решло на новую норму А, всегда будет устойчивой. 
Но если функция распределения F  такова, что суще-
ствует неподвижная точка, являющаяся устойчивым 
равновесием, со значением меньшим единицы, то со-
общество никогда полностью не перейдет на более 
эффективную норму, «застряв» в окрестности бли-
жайшей к нулю точки устойчивого равновесия.

МОДЕЛЬ ОБУЧЕНИЯ

Предположим дополнительно, что в сообществе 
проводится некоторая просветительская (образова-
тельная) деятельность, в результате которой повы-
шается уровень морали в обществе.
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Рис. 2. График функции распределения пороговых значений  
с отмеченными точками состояний равновесия
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Например, автору известен пример Фонда воз-
рождения и развития культуры и нравственности 
граждан «За Нравственность!», волонтерами кото-
рого, с привлечением опытных педагогов и ученых, 
специализирующихся в области образования, был 
разработан курс лекций «Нравственность – сила на-
ции» и выпущено одноименное учебное пособие для 
учащихся средней и старшей школы [29, 30]. 

Курс использовался для проведения факульта-
тивных занятий в средних и среднеспециальных 
учебных заведениях во многих регионах России 
[31], что является примером конструктивного взаи-
модействия государства и общества.

Один из разделов учебного пособия носит назва-
ние «Нравственные традиции прошлого – фундамент 
современного общества» и имеет подзаголовок «Что 
посеешь, то и пожнешь». В данном разделе обобщают-
ся духовно-нравственные традиции многих народов, 
суть которых сводится к необходимости осознания 
человеком причинно-следственной связи между соб-
ственными действиями и последствием этих действий. 
Иными словами, прежде чем совершить какой-то по-
ступок человек должен задуматься: что случится, если 
и другие поступят по отношению к нему так, как он 
собирается поступить. Хорошо ли это будет?

Именно такое поведение и отражается в нашей 
модели коэффициентом ki  – вероятностью, которую 
каждый индивидуум отводит для события, что другие 
представители сообщества выберут ту же стратегию 
поведения. Поэтому, можно считать, что чем более 
придерживается человек принципов морали и нрав-
ственности, тем сильнее он примеряет по отношению 

к себе последствия собственных поступков, что отра-
жается ростом коээфициента ki  в нашей модели.

Таким образом, мы будем считать, что воспита-
тельная, просветительская деятельность способству-
ет тому, что коэффициент ki  каждого представителя 
сообщества возрастает со временем. Конечно, коэф-
фициент ki  является трудноформализуемой величи-
ной и по какому закону он будет изменяться (линейно 
или нелинейно) – трудно сказать заранее. Это зави-
сит, как от вида просветительской деятельности, так 
и конкретно от каждого представителя сообщества.

Однако опосредованно эффективность просве-
тительской деятельности и, соответственно, темпы 
роста коэффициентов ki ,  можно оценить, например, 
по темпам изменения пороговых значений θi ,  кото-
рые, в свою очередь, могут быть определены с помо-
щью статистических методов, что было показано 
выше на примере задачи о донорах крови.

Действительно, продифференцировав θi  в выра-
жении (10) по ki ,  получим: 

∂
∂

+ −
− +

θi

i ik
a b b a

k a b
= ( )( )

(1 ) ( )
< 0,2 2 т.к. по предположе-

нию a b> > 0.
Таким образом с ростом коэффициента ki  соот-

ветствующее пороговое значение θi  i-го участника 
будет убывать. Иными словами, чем выше уровень 
морали индивидуума, тем скорее он готов перейти 
на более эффективную норму A.

Этот процесс можно отразить в следующем виде: 

θ θ φi it t t( ) = ( ) ( )0 − ,  φ φ( ) > 0, > 0, [ , ]0t
t

t t T∂
∂

∈ .  Будем 

Рис. 3. Изменение функции распределения порогового значения со временем в модели с обучением

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x

F(x, t0)
F(x + ϕ(t), ϕ(t) = 0.2
F(x + ϕ(t), ϕ(t) = 0.4

F(
x)

b
a + b



80

Kirill E. KrasnikovMathematical modeling of some social processes using game-theoretic approaches  
and making managerial decisions based on them

Russian Technological Journal. 2021;9(5):67–83

предполагать, что функция φ( )t  – одна и та же для 
всех представителей сообщества.

Напомним, что в статическом случае мы опреде-
ляли F  как функцию распределения вероятности 
случайной величины θ,  определяемой, как значение 
пороговой величины некоторого случайно выбран-

ного представителя сообщества: F P t x= ( ( ) < )0
∆

θ θ≡ .
В рассматриваемом же случае динамики с обуче-

нием, функция F  будет зависеть от времени, при-
чем она связана со своим статическим аналогом сле-
дующим соотношением: 

F x t P t t x
P t x t F x t

( , ) = ( ( ) ( ) < )
( ( ) < ( )) = ( ( ))

0

0

θ φ
θ φ φ

− =
= + + .

Поскольку φ( ) > 0t ,  то график функции F x t( , )  в 
каждый момент времени t t T∈[ , ]0  получается из гра-
фика функции F x( )  сдвигом влево на неотрицатель-
ную величину φ( )t . Этот процесс иллюстрируется на 
рис. 3.

Следовательно, если распределение F x( )  имеет 
устойчивые неподвижные точки x* < 1,  то можно 
выбрать такой момент времени ′t ,  что у функции 
F x t( , )′  будет лишь одна неподвижная точка x = 1.  
Таким образом, сообщество в целом успешно перей-
дет на новую норму A.

ДИСКУССИЯ

Рассмотренная здесь модель поведения инди-
видуумов, следующих принципу морали в смысле 
императива Канта, разработанная и представленная 
в ряде работ (например, [11, 32]) Ингелой Алджер 
и Йоргеном Вибулом, показывает существенное 
отличие между поведением индивидуумов, кото-
рых мы обозначили homo moralis, и традиционно 
рассматриваемых в работах по теории игр homo 
economicus.

Другой встречающейся в литературе моделью мож-
но считать моделирование коллективизма или альтруи-
зма, что предполагает учет каждым участником с неко-
торым весовым коэффициентом интересов других 
участников. В ряде исследований (в т.ч., в работах 
[9, 11]) коллективизм моделируется таким образом, что, 
например, в задаче с двумя участниками каждый стре-
мится обеспечить максимум не своей первоначальной 
платежной функции Ji(q), но специальной функции по-
лезности U q J q J qi i

i( ) ( ) ( ), , ,= − + ∈[ ]1 ( ) 0 1α α α   
или, как она была обобщена для произвольного количе-
ства участников N в работе [18], 

U q J q
N

J qi i
k

N

k( ) ( ) ( ), , .= − + ∈[ ]
=

∑1 ( ) 0 1
1

α α α  Частным 

случаем такой функции полезности при α = 1 можно 

считать предложенную Дж. Харсаньи [5] функцию 

U q
N

J qi
k

N

k( ) ( ).=
=

∑1

1
Cущественное отличие homo moralis от так на-

зываемых индивидуалистов (homo economicus), и 
даже альтруистов, заключается в том, что если пер-
вые (homo moralis), оценивая преимущества перехо-
да всех представителей сообщества на новую норму 
поведения, способны стать своего рода катализато-
рами процесса, первопроходцами, то ни участники 
индивидуалисты, ни так называемые альтруисты 
оказываются не способны на это.

Данная особенность позволяет говорить о на-
личии некоторой эволюционной устойчивости для 
такой модели поведения, что, оказывается, можно 
косвенно подтвердить и методами эволюционной 
теории игр. Как уже было сказано, в этой теории 
принято рассматривать повторяющиеся игры и ис-
следовать каждую из стратегий поведения на успех 
ни в одной конкретной игровой, но в долгосрочной 
перспективе, на основе длительной череды игровых 
ситуаций.

Именно этот подход взял на вооружение аме-
риканский дизайнер игр Ник Кэйс, создавший ин-
терактивную игру, иллюстрирующую, как ведут 
себя различные стратегии поведения в процессе 
повторяющейся дилемы заключенного [33]. Суть 
дилемы сводится к тому, что два игрока стоят перед 
выбором: сотрудничать или предать товарища. В 
случае, если оба игрока выбирают сотрудничество, 
они оказываются в плюсе. Но при этом каждый из 
них испытывает соблазн обмануть, поскольку, если 
обман удастся, обманувший получит даже больше, 
чем при обоюдном решении сотрудничать, а вот об-
манутый терпит убытки. Если же оба игрока, под-
давшись соблазну, выбирают обмануть друг друга, 
то они становятся наказаны собственной алчно-
стью, получив наименее благоприятную в игре 
игровую ситуацию.

 В качестве стратегий Ник Кейс рассматрива-
ет такие поведенческие типы, как «наивные» – вид 
игроков, которые продолжают пытаться сотрудни-
чать, даже когда их обманывают, «жулики» – обма-
нывающие, несмотря на то, что с ними пытаются 
сотрудничать и, наконец, «имитаторы» – игроки, 
начинающие с сотрудничества, а затем просто по-
вторяющие поведение опонента. Далее Ник Кэйс 
моделирует общество с помощью так называемого 
клеточного автомата, где каждая клетка использует 
одну из перечисленных стратегий. Интересно, но 
выяснилось, что именно последний тип поведения, 
характеризуемый словом «взаимность», которым, 
как полагал Конфуций, можно выразить всю суть 
этических учений, оказывается наиболее эволюци-
онно устойчивым. 
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Тем не менее, исходя из рассмотренных выше 
рассуждений об устойчивости равновесий в гетеро-
генных (разнородных) сообществах, можно сделать 
вывод, что в естественных условиях новая, более 
прогрессивная модель поведения может никогда не 
стать общепринятой нормой. В таком случае обще-
ство может навсегда «застрять» на старой менее эф-
фективной модели поведения, если не будут приня-
ты некоторые дополнительные меры, 
способствующие подъему уровня морали (роста ко-
эффициента ki  в нашей модели). К таким мерам мо-
жет относиться, в частности, просветительская, вос-
питательная работа.

Следует отметить недостаток рассмотренной 
модели: используемые в ней параметры (напри-
мер, коэффициенты ki )  являются трудноформа-
лизуемыми, что затрудняет их численное опреде-
ление, необходимое для практического приме- 
нения.

Однако применение различных статистических 
методов [23] позволит решить данную проблему, 
что дает возможность использовать представленную 
здесь теоретическую основу, например, для оценки 
эффективности проводимых на государственном 
уровне мероприятий в сфере образования и воспита-
ния молодежи. Этим вопросам автор намерен посвя-
тить свои будущие работы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключении отметим, что рассмотренная со-
циальная модель выбора между двумя нормами 

поведения позволила получить нетривиальный ре-
зультат, свидетельствующий о том, что, чем выше 
уровень морали у индивидуума, тем более склонен 
данный индивидуум к переходу на более благопри-
ятную для сообщества в целом норму поведения, 
что существенно отличает его как от стремящихся 
исключительно к увеличению личного благососто-
яния индивидуалистов, так и тех, кто учитывает 
также общественные, но сиюминутные интересы 
(альтруистов). 

Участники класса homo moralis при выборе сво-
ей стратегии поведения анализируют, что произой-
дет, если остальные представители поступят также 
как они. Это дает им возможность, даже иногда 
получая первоначально некоторый ущерб, тем не 
менее предвидеть все преимущества принятия от-
стаиваемых ими образцов в качестве новой нормы 
поведения.

Поэтому, нельзя не согласиться с авторами ра-
боты [34], утверждающими, что «государства, 
построенные на нравственных принципах, всегда 
имели социальное, экономическое и политическое 
преимущество, что приводило их к процветанию и 
росту благосостояния». 

В этой связи грамотно выстроенная государствен-
ная политика в области образования и воспитания 
может оказать существенное влияние и на темпы 
экономического развития, поскольку воспитанные с 
использованием лучших культурных традиций моло-
дые люди будут более эффективно справляться с вы-
зовами и привносить в жизнь общества новые более 
совершенные образцы.
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Резюме. Работа посвящена исследованию эволюции вращательного движения планеты в центральном нью-
тоновском поле сил. Планета моделируется телом, состоящим из твердого ядра и жестко прикрепленной к 
нему вязкоупругой оболочки. Рассматривается ограниченная постановка задачи, когда центр масс планеты 
движется по заданной кеплеровской эллиптической орбите. Уравнения движения выводятся в форме систе-
мы уравнений Рауса с использованием канонических переменных Андуайе, которые в невозмущенной зада-
че являются переменными «действие-угол» и имеют вид интегро-дифференциальных уравнений с частными 
производными. Используется методика, разработанная Вильке В.Г. для механических систем с бесконечным 
числом степеней свободы. Методом разделения движений получена система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, описывающая вращательное движение планеты с учетом возмущений, вызванных упругостью 
и диссипацией. Методом усреднения получена эволюционная система уравнений относительно переменных 
«действие» и медленных угловых переменных. Построен фазовый портрет, описывающий взаимное измене-
ние модуля вектора кинетического момента G вращательного движения и косинуса угла между этим векто-
ром и нормалью к плоскости орбиты центра масс планеты. Найдено стационарное решение эволюционной 
системы уравнений, которое является асимптотически устойчивым. Показано, что в стационарном движении 
вектор кинетического момента G ортогонален плоскости орбиты, а предельное значение модуля этого век-
тора зависит от эксцентриситета эллиптической орбиты. Построенная математическая модель может быть 
использована для изучения приливной эволюции вращательного движения планет и спутников. Полученные в 
работе результаты согласуются с результатами ранее проведенных исследований в этой области. 
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Abstract. The work is devoted to the study of the evolution of the rotational motion of a planet in the central Newtonian 
field of forces. The planet is modeled by a body consisting of a solid core and a viscoelastic shell rigidly attached 
to it. A limited formulation of the problem is considered, when the center of mass of the planet moves along a given 
Keplerian elliptical orbit. The equations of motion are derived in the form of a system of Routh equations using the 
canonical Andoyer variables, which are “action-angle” variables in the unperturbed problem and have the form of 
integro-differential equations with partial derivatives. The technique developed by V.G. Vilke is used for mechanical 
systems with an infinite number of degrees of freedom. A system of ordinary differential equations is obtained by 
the method of separation of motions. The system describes the rotational motion of the planet taking into account 
the perturbations caused by elasticity and dissipation. An evolutionary system of equations for the “action” variables 
and slow angular variables is obtained by the averaging method. A phase portrait is constructed that describes the 
mutual change in the modulus of the angular momentum vector G of the rotational motion and the cosine of the angle 
between this vector and the normal to the orbital plane of the planet’s center of mass. A stationary solution of the 
evolutionary system of equations is found, which is asymptotically stable. It is shown that in stationary motion, the 
angular momentum vector G is orthogonal to the orbital plane, and the limiting value of the modulus of this vector 
depends on the eccentricity of the elliptical orbit. The constructed mathematical model can be used to study the tidal 
evolution of the rotational motion of planets and satellites. The results obtained in this work are consistent with the 
results of previous studies in this area.

Keywords: viscoelastic body, Keplerian elliptic orbit, Andoyer variables, averaging method, dissipative evolution of 
motion

ВВЕДЕНИЕ

Движение абсолютно твердого сферически сим-
метричного тела относительно центра масс, движу-
щегося по кеплеровской орбите, представляет собой 
равномерное вращение вокруг оси, неизменно ори-
ентированной в инерциальной системе координат. 
Так как ни одно из тел, составляющих Солнечную 
систему, не является абсолютно твердым, то цен-
тральное тело, вокруг которого движется планета, 
создает «горбы» в вязкоупругом теле планеты. Эти 

«горбы» стремятся расположиться по линии «плане-
та – центральное тело». Из-за наличия внутреннего 
вязкого трения приливные «горбы» запаздывают и 
смещаются на некоторый угол относительно ука-
занной линии. Это приводит к возникновению гра-
витационного момента сил. Кроме того, происходит 
сжатие планеты вдоль оси вращения. Все это влияет 
на изменение скорости вращения планеты. 

В классической приливной теории, как правило, 
используются модели абсолютно твердого тела и ма-
териальной точки для описания динамики системы. 
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А сама теория основывается на различных предпо-
ложениях относительно величины приливных «гор-
бов» и угла запаздывания [1]. 

Для изучения приливной эволюции вращатель-
ного движения небесных тел Белецкий В.В. предло-
жил феноменологическую модельную формулу для 
момента приливных сил [2, 3], используя для плане-
ты модель твердого тела. Позже эта формула была 
обоснована в построенной В.Г. Вильке теории вязко-
упругого шара в гравитационном поле [4].

В работе [5] методом разделения движений и 
усреднения [4] была получена эволюционная систе-
ма уравнений вращательного движения вязкоупру-
гого шара в центральном ньютоновском поле сил на 
круговой орбите. 

В работе [6] была получена эволюционная си-
стема уравнений поступательно-вращательного 
движения вязкоупругого шара в пространственном 
случае в переменных Андуайе – Делоне. Для пла-
нет Солнечной системы скорость эволюции угловой 
скорости собственного вращения планеты в 107−109 

раз превышает скорость эволюции среднего дви-
жения по орбите, так как их отношение равно от-
ношению квадратов радиуса орбиты и планеты [4]. 
Рассматриваемая в данной работе ограниченная по-
становка задачи позволяет более детально изучить 
диссипативную эволюцию вращательного движения 
планеты. 

В 80−90 годы XX века изучению вращательного 
движения твердого тела с упругими и диссипатив-
ными элементами было посвящено большое количе-
ство работ [7−9]. В последнее время используются 
различные модели вязкоупругих тел при изучении 
приливной эволюции небесных тел [10, 11].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим задачу о движении планеты отно-
сительно центра масс в центральном ньютоновском 
гравитационном поле. Планету будем моделировать 
телом, состоящим из твердого ядра и жестко прикре-
пленной к нему вязкоупругой оболочки. При отсут-
ствии деформаций, т.е. в естественном недеформи-
рованном состоянии, планета занимает область V в 
трехмерном евклидовом пространстве:

V V V V E r

V E r r

= ∪ = ∈ ≤{ }
= ∈ < ≤{ }

0 1 0
3

0

1
3

0 1

, : ,

: ,

r r

r r

где r r0 1,  – внутренний и внешний радиусы оболоч-
ки. Пусть ρ ρ0 1,  – плотности ядра и вязкоупругой 
оболочки соответственно, которые будем считать по-
стоянными, а m m0 1,  – их массы.

Будем считать, что центр масс планеты движется 
по заданной эллиптической орбите. Введем инерци-
альную систему координат OXYZ  с началом в при-
тягивающем центре, совпадающим с одним из фоку-
сов эллипса. Ось OX  направим по радиус-вектору 
перигея, ось OZ  – перпендикулярно плоскости ор-
биты, а ось OY  направим так, чтобы орты осей не-
подвижной системы координат образовывали пра-
вую тройку векторов. Для описания вращательного 
движения планеты введем подвижную систему коор-
динат Cx x x1 2 3  и систему осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3  с на-
чалом в центре масс C  планеты.

Положение точки M  планеты в инерциальной 
системе координат OXYZ  определяется векторным 
полем 
 R r R r u rM t t t t( , ) ( ) ( ) ( , ) ,= + +( )Γ  (1.1)

R R r u u( ) ( , ) , , rot ,t
m

t dx dx dxM
V V V

= = =∫ ∫ ∫
1 0 0

1 1

ρ  (1.2)

где R( )t  – радиус-вектор центра масс планеты; 
Γ Γ= ( )t  – оператор перехода от подвижной системы 
координат Cx x x1 2 3  к системе осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3;  
u r( , )t  – вектор упругого смещения, тождественно 
равный нулю для точек твердого ядра V0; 
m m m i= + =0 1 , ρ ρ  для r ∈ =V ii , ( , ).0 1  Условия 
(1.2) однозначно определяют радиус-вектор центра 
масс C  деформированной планеты, а также подвиж-
ную систему координат Cx x x1 2 3,  относительно кото-
рой вязкоупругая планета в интегральном смысле не 
вращается [4]. В системе координат Cx x x1 2 3

u r r r r r( , ) ( ( , ) , ( , ) , ( , )) , ( , , ).t u t u t u t x x x= =1 2 3 1 2 3

Задачу будем решать в рамках линейной моде-
ли теории упругости. Функционал потенциальной 
энергии упругих деформаций имеет вид:

 E E E= = −( )∫ [ ] , [ ] ,u u
V
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где E  – модуль упругости Юнга; ν  – коэффициент 
Пуассона вязкоупругой оболочки планеты.
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Для описания диссипативных свойств оболочки 
планеты примем модель Кельвина – Фойгта, т.е. по-
ложим, что диссипативный функционал D  связан с 
функционалом (1.3) соотношениями: 

D D D E= [ ] [ ] = [ ]∫   u u udx
V1

, ,χ

здесь χ > 0  – коэффициент внутреннего вязкого тре-
ния.

Согласно рассматриваемой ограниченной поста-
новке задачи, центр масс планеты движется по ке-
плеровской эллиптической орбите, т.е. радиус-век-
тор R( )t  точки C  является заданной функцией 
времени согласно соотношениям:

 R = R(cos ;sin ; ) ,ϑ ϑ 0  (1.4)
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Здесь ϑ  – истинная аномалия; a  – большая по-
луось орбиты; e  – эксцентриситет; n  – среднее дви-
жение центра масс C  планеты по орбите; l  – сред-
няя аномалия; γ  – гравитационная постоянная 
( ,γ = fM f0 − универсальная гравитационная по-
стоянная; M0  – масса притягивающего центра); 
t t0 ,  – начальный и текущий моменты времени. 

Кинетическая энергия шара представляется 
функционалом

T dx dxM
VV

= = + × + + 
−∫∫

1
2

1
2

2 1 2� � �R R ω r u uρ ρΓ ( ) , (1.6)

где ω ω× ⋅ = ⋅−( ) ( ),Γ Γ1 �  – угловая скорость вращения 
шара (системы координат Cx x x1 2 3).  С учетом усло-
вий (1.2) функционал кинетической энергии вязкоу-
пругого шара примет вид:

 

T m dx

dx dx

V

V

= + × +[ ] +

+ × +( ) +

∫

∫

1
2

1
2

1
2

2 2

1
2

1
1

�

� �

R ω r u

ω r u u u

( )

( ), .

ρ

ρ ρ
VV1

∫
 (1.7)

Потенциальная энергия гравитационного поля 
равна

 Π
Γ

= −
+ +( )

∫γ ρdx

V R r u( )
.

2
 (1.8)

Так как R r u>> + ,  то подынтегральное выра-
жение в (1.8) можно разложить в ряд по степеням 

r u+ /R.  Ограничиваясь членами второго порядка 
по степеням r u+ /R  и линейными по u /R,  полу-
чим

 Π = − + −[ ]∫
γ γ ξ ξ ρm
R R

dx
V

3 13
1

( , ) ( , )( , ) ,r u r u  

 ξ = −Γ 1R / .R  (1.9)

Конфигурационным пространством механиче-
ской системы является прямое произведение 
SO( )3 ×B,  где

B = ∈( ) = = =











∫ ∫ =u u u u u r: ( ) , , rot , ,W V dx dx
V V

r2
1

1
3

1 1
0

0 0 0

W V2
1

1
3

( )( )  – пространство Соболева [4]; SO( )3  – 
группа вращений трехмерного евклидового про-
странства. Обобщенными координатами q q q1 2 3, , ,  
определяющими группу вращений SO( ),3  могут 
быть, например, углы Эйлера.

Компоненты вектора угловой скорости ω явля-
ются линейными однородными функциями относи-
тельно обобщенных скоростей q ii ( , , ).= 1 2 3  
Выделяя в правой части (1.7) слагаемые, содержа-
щие обобщенные скорости q ii ( , , )= 1 2 3  во второй, 
первой и нулевой степени соответственно, предста-
вим функционал кинетической энергии в виде:

 T T T T= + +2 1 0 ,  (1.10)

T dx T dx
VV

2
2

1 1
1
2

1

= × +[ ] = × +( )∫∫ ω r u ω r u u( ) , ( ), ,ρ ρ�

 T m dx
V

0
2 2

1
1
2

1
2

1

= + ∫

R u ρ .  (1.11)

Уравнения движения планеты получим в форме 
уравнений Рауса, используя канонические перемен-
ные Андуайе ( , ) ( , , , , , )I φ = I I I1 2 3 1 2 3ϕ ϕ ϕ  [4, 12] для 
описания вращательного движения системы коорди-
нат Cx x x1 2 3  относительно осей Кенига и лагранже-
вы координаты u t ii ( , ), ( , , )r = 1 2 3  для описания де-
формаций вязкоупругой оболочки планеты. 

Вектор момента количеств движения планеты 
относительно центра масс равен

 G u Gu= ∇ = +ωT J[ ] ω , (1.12)

 

J dx

dx
V

V

[ ] ( ) ( ) ,

.

u r u r u

G r u uu

ω ω ρ

ρ

= + × × +[ ]

= +( ) × 

∫

∫ �

1

1  (1.13)
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С учетом (1.13) слагаемое T2  в правой части ра-
венства (1.10) представляется через тензор инерции 
J[ ]u  деформированной планеты в виде:

 T J2
1
2

= ( )[ ] , .u ω ω  (1.14)

Построим вектор кинетического момента G  в 
точке C  и перпендикулярно вектору G  плоскость 
CMN ,  которая пересекает плоскость Cξ ξ1 2  по пря-
мой CM ,  а плоскость Cx x1 2  – по прямой CN.  
Переменная I2  – это модуль вектора G;  I I1 3,  – его 
проекции на оси Cx3  и Cξ3  соответственно. Переход 
от системы осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3  к подвижной си-
стеме координат Cx x x1 2 3  в случае переменных 
Андуайе осуществляется посредством пяти после-
довательных поворотов на углы ϕ δ ϕ δ ϕ3 1 2 2 1, , , ,  во-
круг осей Cξ3,  CM ,  вектора G  и осей CN ,  Cx3  
соответственно (рис. 1). 

Оператор перехода Γ  в переменных Андуайе 
представляется в виде произведения пяти ортого-
нальных матриц [12]:

Γ Γ Γ Γ Γ Γ=
= =

3 3 1 1 3 2 3 2 3 1

1 3 2 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
cos , cos ,

ϕ δ ϕ δ ϕ
δ δI I I I

Γ

Γ

3

1

0
0

0 0 1

1 0 0
0

ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

δ δ

k

k k

k k

j j

( ) =
−













( ) =

cos sin
sin cos ,

cos −−

















sin

sin cos

.δ

δ δ
j

j j0

x3

C

M

N

x2

x1I1
I2

I3

δ2
δ1

φ1

φ2φ3

ξ3

ξ1

ξ2

G

Рис. 1. Переменные Андуайе

В системе координат Cx x x1 2 3  

 G = − −( )I I I I I2
2

1
2

1 2
2

1
2

1 1sin , cos , ,ϕ ϕ  (1.15)

 

ξ ϕ δ ϕ

δ ϕ ϑ ϑ

= = − − − ×

× − −

−Γ Γ Γ Γ

Γ Γ

1
3 1 1 2 3 2

1 1 3 3 0

R R ( ) ( ) ( )

( ) ( )(cos ,sin , )ΤΤ .  (1.16) 

Из (1.12) следует, что

 ω = −−J 1[ ]( ).u G Gu   (1.17)

Тогда из (1.14) и (1.17) для функционала T2  по-
лучим следующее представление:

 T J2
11

2
= − −( )−G G u G Gu u, [ ]( ) .  (1.18)

Функционал Рауса R,  зависящий от канониче-
ских переменных I, φ и лагранжевых переменных 
u u, ,  определяется равенством

 R E= − + +T T2 0 Π [ ],u  (1.19)

где T2  представляется равенством (1.18), а в выра-
жении (1.9) для функционала потенциальной энер-
гии гравитационного поля Π  вектор ξ  представля-
ется равенством (1.16).

С учетом (1.11), (1.18) функционал Рауса (1.19) 
можно представить в виде:

 

R = − ×












− ×

× − + +

∫
I
A A

dx
A

J m

V

2
2

1 2

1
2

2
1 1

2

1
2

1

G r u

u G G R

,

( [ ] , )





ρ

Π EE [ ] ,u + ∗R
 (1.20)

где A  – момент инерции недеформированной плане-
ты относительно диаметра; R∗  содержит члены вто-
рого и более высокого порядка относительно коор-
динат векторов u  и u,  

J dx

A r r r

V
1 1

0 0
5

1 1
5

0
5

1

8
15

[ ] [ ] [ ] ,u r u u rω ω ω ρ

π ρ ρ

= × × + × ×( )

= + −( )




∫

 .

Уравнения вращательного движения планеты на 
эллиптической орбите записываются в форме канони-
ческих уравнений для переменных Андуайе и в форме 
вариационного принципа Даламбера – Лагранжа [4]:

 Ik = − ∂
∂

R
ϕk

,  ϕk I
k= ∂

∂
=R

k
, , , ,1 2 3  (1.21)

 

− ∇ + ∇ + ∇ +





+

+ ( ) = ∀ ∈∫

d
dt

dx W

V

V

� �u u u λ u

u u

R R D 1

2 2

1

1

0

,

, rot , (

δ

λ δ δ 11 3( )) .V  (1.22)
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Здесь λ1, λ2 – неопределенные множители Ла-
гранжа, порожденные условиями (1.2).

2. ДЕФОРМАЦИИ ВЯЗКОУПРУГОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПЛАНЕТЫ

Будем считать, что жесткость деформируемой 
оболочки планеты велика, т.е. мал безразмерный па-
раметр ε ω ρ= −2

1 1
2 10( ) r E  ( ( )ω 0  – модуль начальной 

угловой скорости планеты). Выбирая определенным 
образом масштабы размерных единиц, можно вве-
сти малый параметр ε = −E 1.  В качестве невозму-
щенной задачи рассмотрим задачу о движении абсо-
лютно твердой сферически симметричной планеты 
на эллиптической орбите. В этом случае u r( , ) ,t = 0  а 
параметр ε  полагаем равным нулю. Уравнения не-
возмущенного движения имеют вид:

       I k I Ak = = = = =0 1 2 3 0 01 2 2 3, , , , , , .ϕ ϕ ϕ  (2.1)

Уравнения (2.1) описывают равномерное враще-
ние планеты вокруг одного из диаметров с угловой 
скоростью ϕ2 2= I A.  При ε ≠ 0  согласно методу 
разделения движений [4], после затухания собствен-
ных колебаний вязкоупругого шара решение u r( , )t  
ищется в виде ряда по степеням малого параметра ε :

 u r u r u r( , ) ( , ) ( , )t t t= + + ⋅⋅ ⋅ε ε1
2

2  (2.2)

При этом множители Лагранжа λ1 и λ2 также не-
обходимо искать в виде разложений по степеням ε:

λ1(t) = λ10(t) + ελ11(t) + ...,

 λ2(t) = λ20(t) + ελ21(t) + ... (2.3)

С учетом (1.20), (1.9) уравнение (1.22) для функ-
ции u r1( , )t  первого приближения примет вид:

− × + ∇ −
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+ +

∫
ρ γρ
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ξ ξ

1
2 1

1
3

1
3

1
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3
1

A
d
dt A
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( ) ( [ ] , )
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r

r λ
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110

20 1 1
1
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0




 +

+ × − ∇ + =
∂
∫

δ

δ σ ε χ δ

u

λ n u u u uu

dx

d
V

V( ) ( [ ], ) .E �  (2.4)

При получении последнего равенства была ис-
пользована формула Остроградского – Гаусса в виде:

λ u u λ n20 20
1 1

rot ( ) ,δ δ σ
V V

dx d∫ ∫= ×
∂

где ∂V1  – граница области V1,  а n  – нормаль к ∂V1.  

Переменные (I, φ) в уравнении (2.4) в соответ-
ствии с методом разделения движений являются ре-
шениями невозмущенной задачи (2.1). Поэтому в 

(2.4) 
d
dt
G r×( ) = 0.  Далее

 ( [ ] , ) ( , ) .∇ = −u u G G r r G GJ I1 1 2
2

12 2ρ ρ  (2.5)

Полагая в (2.4) последовательно δu = δα × r, δu = a,  
(δα, a ∈ E3) и учитывая, что работа упругих и дисси-
пативных сил на бесконечно малых поворотах равна 
нулю, получим λ10 = 0, λ20 = 0.

Для последнего слагаемого в левой части урав-
нения (2.4) справедливо равенство [4]:

∇( ) = ∇ +∫ ∑∫
=∂

u u u u uE E[ ], [ ] ,δ δ σ δ
V

V
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dx u dx
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1 1 1

3

∇ = −
+ −

+





E[ ]
( )

graddiv ,u u uE
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1 2ν ν
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νγ

ν ν νni
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x
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+( ) −( ) +
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=

1 1 2 2 1

1

div grad , ,

,, , , , , .2 3 1 2 3n = ( )γ γ γ

Таким образом, краевая задача для нахождения 
функции u r1( , )t  первого приближения примет вид:

ε χ

ρ
ρ ρ γ ρ γ

ξ ξ

∇ + =

= − − +

E[ ]

( , ) ( , ) ,

u u

r r G G r r

1 1

1
2
2

2
1
2
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3

1
3

3



I
A A R R

 (2.6)

u ur r1 10 1
0 0 1 2 3

= =
=   = =r ni r

i, , ( , , ).σ  (2.7)

Краевые условия (2.7) означают равенство нулю 
перемещений на внутренней границе вязкоупругой 
оболочки планеты и равенство нулю напряжений на 
ее внешней границе. Решение краевой задачи (2.6) – 
(2.7) имеет вид [13, 14]:

 u u u u1 10 11 12= + + ,  (2.8)
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В равенстве (2.9) дифференцирование по време-

ни производится в силу невозмущенной системы 
уравнений движения (2.1), а величины G, ξ  опреде-
ляются формулами (1.15), (1.16).

3. ВОЗМУЩЕННАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ

Найденное решение u u u u u= = + +ε ε1 10 11 12( )  
описывает вынужденные колебания вязкоупругого 
шара. Согласно асимптотическому методу разделе-
ния движений необходимо далее подставить это ре-
шение в правые части уравнений (1.21) для «медлен-
ных» переменных, предварительно линеаризуя их по 
u u, .  В результате указанной подстановки и вычис-

ления тройных интегралов по сферическому слою 
V1  получим возмущенную систему уравнений вра-
щательного движения спутника:
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Здесь D k b b b k k b b= + + + +1
3

5 1
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51 1 5 2 3 4 3 6( ) ( ),  

k r r1 1
7

0
74

35
= −π ( ),  k r r3 1

5
0
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15
= −π ( ),  k r r4 1

2
0
22

3
= −π ( ).

Переменная ϕ2  является быстрой угловой пере-
менной, ϕ2 2≈ I A.  Дифференцирование по време-
ни в правых частях системы уравнений (3.2) прово-
дится в силу невозмущенной системы (2.1) и 
соотношений (1.5), т.е.
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Здесь вектор ξ  определяется равенством (1.16) и 
представляется в виде:
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4. ЭВОЛЮЦИОННАЯ СИСТЕМА 
УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ

На следующем шаге усредним правые части воз-
мущенной системы (3.1) по быстрым угловым пере-
менным – переменной Андуайе ϕ2  и средней ано-
малии l  при условии отсутствия резонансов. 
Процедура усреднения заключается в вычислении 
интеграла:
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В результате получим эволюционную систему 
уравнений, описывающую динамику вращательного 
движения вязкоупругой планеты с ядром, в виде:
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Из первого уравнения системы (4.1) следует, что 
сохраняется угол между вектором кинетического мо-
мента G  и осью Cx3 :  
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Метод разделения движений основан на физиче-
ском допущении, которое заключается в следующем: 
время затухания свободных собственных колебаний 
упругой среды на наинизшей частоте больше перио-
да этих колебаний, но много меньше характерного 
времени движения тела как целого [7, 8]. Поэтому 
произведение χ χn n( )<< 1  мало. Следовательно, в 
системе уравнений (4.1) угловую переменную ϕ3  
можно рассматривать как быструю и провести про-
цедуру усреднения по ϕ3.  В результате этого дей-
ствия система (4.1) примет вид:
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От переменных I I2 3,  перейдем к безразмерным 
переменным y I I I An= = =cos , .δ ω1 3 2 0 2  Тогда 
из второго и третьего уравнения системы (4.2) полу-
чим замкнутую автономную систему дифференци-
альных уравнений:
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(4.3)

где ∆ = −9 1
2 1 4χρ A Dn .

Система (4.3) имеет асимптотически устойчивое 
стационарное решение: 

 y
F e

F e e
= =

⋅ −
∗1

10
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1
2 3 2,

( )
( ) ( )

.ω  (4.4)

В стационарном движении вектор кинетическо-
го момента G  ортогонален плоскости орбиты, а пре-
дельное значение угловой скорости собственного 
вращения зависит от эксцентриситета эллиптиче-
ской орбиты. Стационарное решение (4.4) было по-
лучено ранее в работах Белецкого В.В. [2, 3], где 
планета моделировалась твердым телом, а для при-
ливного момента сил использовалась феноменоло-
гическая формула. 

На рис. 2 изображен фазовый портрет системы 
(4.3), построенный в среде Octave при e = 0 05. .  
Пунктирами изображены кривые, в точках которых 
интегральные кривые имеют горизонтальные и вер-
тикальные касательные. Все интегральные кривые 
стягиваются в одну точку ( , ).1 0ω∗  Можно выделить 
три типа движения: 1) монотонное уменьшение без-
размерной угловой скорости до стационарного зна-
чения и угла δ1  – до нуля (когда интегральные кри-
вые не пересекают пунктирные линии); в точках 
прямой cosδ1 0=  происходит переход из обратного 
вращения в прямое; 2) монотонное уменьшение угла 
δ1  до нуля, уменьшение безразмерной угловой ско-
рости до некоторого минимального значения с по-
следующим увеличением до стационарного (когда 
интегральные кривые пересекают нижнюю пун-
ктирную линию); 3) монотонное уменьшение без-
размерной угловой скорости до стационарного зна-
чения, монотонное увеличение угла δ1  до некоторого 
максимального значения с последующим уменьше-
нием до нуля (когда интегральные кривые пересека-
ют верхнюю пунктирную линию). 

Ранее в работе [15] методом разделения дви-
жений и усреднения исследовалось вращательное 

движение спутника с гибкими вязкоупругими стерж-
нями на эллиптической орбите.
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Рис. 2. Фазовый портрет эволюционной системы 
уравнений движения

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено исследование вращательного 
движения планеты, моделируемой телом, состоящим 
из твердого ядра и жестко прикрепленной к нему вяз-
коупругой оболочки. В рамках линейной теории 
упругости получена система уравнений движения в 
виде интегро-дифференциальной системы уравне-
ний с частными производными в форме уравнений 
Рауса с использованием канонических переменных 
Андуайе. Асимптотическим методом разделения 
движений получена система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 6-го порядка, описывающая 
динамику вращательного движения планеты. С по-
мощью метода усреднения получена эволюционная 
система уравнений движения планеты в нерезонанс-
ном случае. Показано, что движение планеты стре-
мится к стационарному, когда вектор кинетического 
момента G  ортогонален плоскости орбиты, а его мо-
дуль имеет постоянное значение, зависящее от экс-
центриситета эллиптической орбиты. При нулевом 
значении эксцентриситета в стационарном движении 
угловая скорость собственного вращения планеты 
совпадает с орбитальной угловой скоростью, а ось 
вращения планеты ортогональна плоскости орбиты.

Полученные в работе результаты могут приме-
няться для исследования приливных эффектов вра-
щательного движения планет и их спутников.
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Резюме. Статья посвящена рассмотрению теоретических аспектов влияния организации гуманитарной сре-
ды в образовательном учреждении технической направленности на повышение качества подготовки специ-
алистов и их конкурентоспособности на рынке труда. Проведен анализ специальной литературы и обобще-
ние разных точек зрения на предмет исследования. Гуманитарная среда представляет собой определенную 
содержательную направленность образовательной системы учебных планов и рабочих программ дисциплин, 
включающих в себя единство материальных и духовных ценностей, отвечающих за формирование личности 
студентов. Каждый педагог рассматривает данную проблему в своем ключе, поэтому его точка зрения имеет 
свою специфику. Гуманитарная среда вуза включает в себя специально организованную систему обучения, в 
которой применяется комплекс подобранных методов и технологий, позволяющих «взрастить» конкурентоспо-
собного специалиста, обладающего комплексом не только профессиональных, но и личностных компетенций. 
Подготовка специалистов в техническом вузе имеет свои особенности, связанные с дальнейшей профессио-
нальной реализацией выпускников. Студенты на этапе обучения должны овладеть специальными компетенци-
ями, развить личностные качества, иметь мотивацию к изучению дисциплин и освоению новых видов деятель-
ности. Организация гуманитарной среды в образовательном учреждении должна быть реализована на всех 
уровнях: вузовском, факультетском, на каждом конкретном занятии по изучению дисциплин, как предусмо-
тренных учебным планом, так и внеучебных, согласно плану воспитательной работы. Для этого необходимо 
поддерживать и контролировать взаимодействие студентов со всеми компонентами образовательной среды 
вуза с помощью таких методов, как гуманитарные технологии, наставничество, организация положительного 
психологического климата в учреждении, введение дополнительных образовательных программ, использова-
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ВВЕДЕНИЕ

На текущем этапе развития образования крайне 
важным представляется повышение качества подго-
товки специалистов, их личностных характеристик, 
конкурентоспособности. Перспективным направле-
нием достижения этой цели, на наш взгляд, является 
создание в вузе специальной гуманитарной среды, 
имеющей огромный практический потенциал. В ста-
тье рассмотрены основные аспекты влияния данной 
среды на повышение качества подготовки специали-
стов технического профиля.

Важно понимать, что высшее профессиональное 
образование в данный момент претерпевает серьез-
ные изменения вследствие полного или частичного 
разрешения возникающих противоречий. Так, су-
щественным и значимым противоречием является 
отсутствие целостной теоретической концепции 
высшего профессионального образования и потреб-
ность общества в гуманизации системы образования, 
которая предполагает взаимоуважительное отноше-
ние друг к другу на основе переноса социального 
опыта в личный. Однако во многих вузах, особенно 
технического профиля, воспитанию гармоничной 
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личности будущего специалиста уделяется весь-
ма незначительное внимание, первостепенная роль 
принадлежит овладению именно специальными 
профессиональными компетенциями.

Цель настоящего исследования представляет со-
бой изучение теоретических и методических аспек-
тов влияния гуманитарной среды на повышение ка-
чества подготовки специалистов в техническом вузе.

Методами исследования в данной статье высту-
пали: анализ различных методологических подходов 
и взглядов к проблеме в актуальной современной ли-
тературе, синтез и обобщение полученных данных.

АНАЛИЗ МЕТОДОЛОГИЧЕСКИХ ПОДХОДОВ 
К ПРОБЛЕМЕ

Анализируя взгляды российских ученых на со-
держание понятия гуманитарной образовательной 
среды, можно сделать предварительный вывод о 
том, что она оказывает непременное влияние на 
гармоничное формирование личности студента, а 
впоследствии – специалиста, члена современного 
общества. Далее рассмотрим разные подходы к по-
ниманию данного определения [1−4].

По мнению профессора В.Л. Кургузова, гума-
нитарная среда представляет собой определенную 
содержательную гуманитарную направленность об-
разовательной системы учебных планов и рабочих 
программ дисциплин, включающих в себя единство 
материальных и духовных ценностей, отвечающих 
за формирование личности студентов [5]. 

Доктор филологических наук Л.Е. Сараскина в 
своих трудах также раскрывает понятие гуманитар-
ной среды. Она подразумевает включение в это по-
нятие специального образовательного пространства 
с использованием активных методов обучения, с по-
мощью которых усваиваются основные концепции 
формирования, развития и реализации личности в 
профессии [6].

Также интересен взгляд профессора Р.М. 
Петруневой. Она характеризует гуманитарную сре-
ду как комплекс педагогических приемов, техноло-
гий и административных положений, направленных 
на создание специальных условий для реализации 
гуманитарного образования. Стоит отметить, что 
с ее точки зрения эта проблема рассматривается 
только в образовательной сфере, и это не случайно. 
Объясняется это тем, что именно на этапе професси-
онального обучения личность проходит важнейшие 
этапы своего становления и приобретает жизненные 
нормы и ценности, которых будет придерживаться в 
дальнейшей жизни [7]. 

Рассматривая проблему организации гумани-
тарной среды в техническом вузе, стоит отметить, 
что она предусматривает создание и поддержание 

специальных условий, способствующих ценност-
ной гуманитарной ориентации личности студента. 
В этом аспекте необходимо отражать важнейшие 
современные культурные реалии, исторические тра-
диции в содержание обучения, в структуру учебных 
дисциплин, а также в применяемые методы обуче-
ния. Исследователи Л.Г. Викторова и Л.В. Петрова 
подчеркивают, что, помимо всего вышеуказанного, 
важно включать в содержание образования актуаль-
ные достижения науки и техники, а также делать 
опору на изучение накопленного исторического 
опыта и культурных традиций [8].

Обобщая рассмотренные выше точки зрения, 
можно отметить, что в структуру гуманитарной об-
разовательной среды можно включить следующие 
компоненты: педагогическая деятельность препо-
давателя (в т.ч. планирование содержания изучае-
мых дисциплин, а также применяемых методов и 
приемов обучения), научно-исследовательская и 
внеаудиторная деятельность студентов (в т.ч. напи-
сание научных статей, исследовательских работ и 
проектов по заданной тематике и темам, интерес-
ным самим студентам, а также самостоятельную 
работу студентов по изучаемым дисциплинам и 
различные воспитательные мероприятия, необхо-
димые для гармоничного развития личности сту-
дентов), хозяйственно-административная деятель-
ность руководства (регламентирующая правила 
поведения в вузе и осуществляющая планирование 
деятельности вуза, создавая тем самым оптималь-
ные условия для овладения профессиональными 
компетенциями).

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Стоит отметить особую необходимость создания 
гуманитарной среды именно в условиях техническо-
го вуза. Это связано с тем, что специфика препода-
ваемых дисциплин в образовательных учреждениях 
такого типа во многом отдалена от социальной и 
культурной составляющей, как, например, в гумани-
тарных вузах, где гуманитарная среда так или иначе 
организована за счет содержания образования.

Гуманитарная среда в техническом вузе при-
звана обеспечить освоение студентами специаль-
ных компетенций, необходимых первоклассному 
специалисту. Во многом они связаны с личностны-
ми качествами человека, его нормами и ценностя-
ми. Организацию такой среды можно рассматривать 
как сложный многокомпонентный процесс, который 
проблематично реализовать на практике без специ-
альных знаний в этой сфере. При его организации 
можно выделить несколько структурных элементов: 
гуманитарную, общетехническую и специальную 
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подготовку, современные педагогические идеи и 
технологии, традиции вуза.

О.Л. Колоницкая в своих работах отмечает, что в 
настоящее время использование в образовательном 
процессе средств гуманитарной среды может значи-
тельно повысить качество профессиональной под-
готовки будущих специалистов. Однако для дости-
жения этой цели необходима комплексная работа по 
организации такой среды в техническом вузе на всех 
уровнях: вузовском, факультетском, предметном – с 
реализацией на каждом конкретном занятии. Кроме 
того, автором отмечена особая роль администрации 
в этом процессе, с чем нельзя не согласиться [9, 10]. 

Можно сделать вывод о том, что гуманитарная 
среда вуза включает в себя организованную систе-
му обучения, в которой применяется комплекс ин-
дивидуально подобранных методов и технологий, 
позволяющих «взрастить» конкурентоспособного 
специалиста, обладающего комплексом не только 
профессиональных, но и личностных компетен-
ций. Также при организации этого процесса важно 
обращать внимание на психологический климат в 
учреждении, он должен быть доверительным и бла-
гоприятным для наибольшей эффективности форми-
рования личности специалиста [11].

Анализируя возможности применения гумани-
тарной образовательной среды на конкретном за-
нятии, нельзя не учитывать специфику изучаемой 
дисциплины. Согласно учебному плану на каждый 
предмет выделяется разное количество часов, а так-
же закрепляются разные компетенции. Педагогу 
важно актуализировать преподносимые знания, по-
казать их необходимость в будущем, будь то физи-
ческая культура или иностранный язык. Все дисци-
плины имеют связь между собой, в каждую из них 
можно внести творческую составляющую, которая 
будет способствовать личностному саморазвитию 
студента под контролем педагога. 

Помимо развития креативного подхода к дис-
циплине и окружающей реальности при выборе 
средств и методов обучения важно осуществлять 
индивидуальный подход к студентам, опираться на 
их потребности и интересы. За счет применения ин-
новационных технических средств – компьютерной 
техники, специальных программ и сайтов – можно 
добиться отличных результатов качества обучения. 
Кроме того, нельзя забывать о традиционных мето-
дах и средствах обучения и использовать их в обра-
зовательном процессе.

При реализации гуманитарной образователь-
ной среды важно организовывать не только учеб-
ную, но и внеучебную деятельность. Вузовские 
мероприятия, конкурсы, встречи, слеты, группо-
вое неформальное общение в значительной мере 
оказывают влияние на развитие мировоззрения и 

формирование личностных качеств будущего специ-
алиста. Внеучебная деятельность также должна быть 
регламентирована и проводиться в соответствии с 
планом воспитательной работы вуза, направления 
подготовки и конкретной группы. Не зря в послед-
нее время воспитанию уделяется большое внимание 
на всех ступенях образования: школьной, вузовской. 
Для повышения качества подготовки специалистов 
важно принимать и поддерживать традиции вуза, 
прививать определенный «образ студента», облада-
ющего специальным набором характеристик. 

Анализируя все вышесказанное, можно обоб-
щить и сделать вывод о том, что для создания и 
поддержания гуманитарной среды в условиях тех-
нического вуза необходимо поддерживать и контро-
лировать взаимодействие студентов со всеми компо-
нентами образовательной среды высшего учебного 
заведения. Это может быть реализовано за счет при-
менения:

• Специальных гуманитарных технологий обуче-
ния (например, психотехнологии, антропопрак-
тики) – технологий творческого сотрудничества 
преподавателя и студентов. И.В. Бобрышева в 
своих трудах описывает их применение и дела-
ет вывод о том, что оно должно базироваться на 
ряде принципов. Среди них можно выделить: 
принцип обращенности к реальной жизненной 
ситуации студента, т.е. связь изучаемого мате-
риала с актуальными и перспективными потреб-
ностями и стремлениями личности; принцип 
ценностно-смыслового равенства, согласно кото-
рому взаимодействие педагога и студента стро-
ится на основе субъект-субъектных отношений, 
взаимоуважения и равенства позиций; принцип 
субъективности, то есть признания ценности 
каждой личности, его самобытности; принцип 
контекстности, подразумевающий связи меж-
ду прошлым и настоящим опытом и знаниями; 
принцип суверенности, под которым понимает-
ся невмешательство в личностное пространство 
обучающегося, соблюдение моральных и этиче-
ских норм общения в системе «педагог-студент»; 
принцип незавершенности, под которым мы по-
нимаем незаконченность процесса получения 
жизненного опыта (социализации) [12, 13].

• Специальных подходов в построении учеб-
ного процесса, таких как: компетентностный, 
проблемно-поисковый и культурологический. 
Применение данных подходов способствует все-
стороннему развитию личности студентов, их 
инкультурации, а также актуализации имеющих-
ся знаний о мире.

• Специальных психологических, социальных и 
морально-правовых составляющих образова-
тельного процесса, что гарантирует личностное 
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стабильное развитие и психологическую без-
опасность каждого студента. Эти компоненты 
должны обеспечивать гармоничные взаимоот-
ношения между субъектами образовательного 
процесса, формировать у студентов уверенность 
в завтрашнем дне и своем окружении [14].

• Системы обмена знаниями и опытом среди сту-
дентов и преподавателей в рамках одного вуза, а 
также развитие межвузовских связей. Это может 
быть достигнуто с помощью организации систе-
мы наставничества старших курсов над млад-
шими, активного кураторства педагогов в сту-
денческих группах, координирования действий 
педагогов между собой; обмена студентами, обу-
чающимися на аналогичных направлениях, меж-
ду вузами; проведения студенческих олимпиад и 
конкурсов в межвузовском пространстве. Стоит 
отметить, что данное направление работы еще 
недостаточно реализовано во многих высших 
учебных заведениях, но несет в себе огромный 
развивающий потенциал, который повысит каче-
ство подготовки будущих специалистов.

• Специально разработанных дополнительных 
образовательных программ, которые соответ-
ствуют запросам студентов и современным об-
щественным реалиям. Обучающихся могут за-
интересовать сходные направления подготовки, 
расширяющие их будущие профессиональные 
перспективы, что также повысит их конкуренто-
способность на рынке труда.

• Различных методик интенсификации и активи-
зации учебно-познавательной и творческой де-
ятельности. Данных методов существует доста-
точно много, однако их необходимо выбирать 
исходя из особенностей и интересов данной 
конкретной группы и возможностей применения 
при изучении предмета. Активные методы обу-
чения, проблемно-поисковые технологии, систе-
ма смешанного и дистанционного обучения – все 
это находится в распоряжении педагога, который 
должен активно использовать и подбирать мето-
дики работы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, проведенный анализ научной 
литературы и собственный педагогический опыт 
позволяют сделать вывод о том, что создание гу-
манитарной образовательной среды в техническом 
вузе крайне необходимо для повышения качества 
подготовки специалистов. Благодаря специально 
созданным условиям происходит всестороннее раз-
витие личности студентов, формируется креативный 
и гуманитарный взгляд на окружающую реальность. 
Однако для того, чтобы организовать гуманитарную 
среду в техническом вузе, необходимо наличие сле-
дующих предпосылок: 

• повышения значимости высшего образования 
как для педагогов в плане передачи накопленно-
го опыта, так и для студентов, желающих стать 
профессионалами;

• создания специальных условий в обществе и го-
сударстве, позволяющих системе высшего обра-
зования развиваться; 

• актуализации необходимости создания и поддер-
жания гуманитарной составляющей в высшем 
техническом учебном заведении, позволяющей 
студентам расширить круг своего мировоззре-
ния, а также развить свои личностные качества.
С точки зрения функционирования гуманитар-

ная среда технического вуза – это единство гумани-
тарной среды от уровня образовательной организа-
ции до уровня конкретного занятия, а с точки зрения 
содержания она представляет собой сочетание гума-
нитарной образовательной среды и ряда необходи-
мых вспомогательных элементов.

Подводя итог, можно сказать, что правильно 
организованная гуманитарная среда в высшем тех-
ническом учебном заведении позволяет активизиро-
вать учебно-познавательные процессы, расширять 
возможности реализации будущего специалиста, 
основываться на творческом подходе к пониманию 
окружающей действительности. Это можно считать 
рекомендацией высшим учебным заведениям для 
повышения эффективности их деятельности. 
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