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Разработан математический аппарат, позволивший сформулировать и обосновать но-
вый подход к математической постановке задачи синтеза полосовых слоистых диэлектри-
ческих фильтров (СДФ). Для произвольных диэлектрических систем с кусочно-непрерыв-
ными физическими параметрами среды, определяемыми функциями диэлектрической и 
магнитной проницаемости материала слоистой системы в зависимости от координаты, из-
меряемой вдоль направления нормали к слоям, с фиксированными точками разрыва хотя 
бы одной из указанных функций в отдельных точках, доказано важное тождество сохране-
ния разности квадратов модулей амплитуд плоских волн, распространяющихся в данной 
слоистой среде влево и вправо, которое порождает традиционную запись закона сохране-
ния энергии для слоистых сред. Указанное тождество позволяет перейти от постановок 
задач синтеза для дробно-рациональных энергетических коэффициентов отражения или 
пропускания слоистых систем к эквивалентным постановкам задач для вводимых в ра-
боте профилирующих функций, представляющих только числитель или только знамена-
тель обычно рассматриваемых при синтезе величин. Введено новое понятие правильного 
идеала для энергетических коэффициентов отражения и пропускания слоистых систем. 
Показано, что правильность энергетических коэффициентов отражения и пропускания 
слоистых систем эквивалентна правильности профилирующих функций подобных систем, 
что в совокупности с основным тождеством позволяет существенно изменить подход 
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к задачам синтеза СДФ. Указано правило для пересчета идеала коэффициента отражения 
или пропускания в идеал профилирующей функции. Предлагаемая в работе постановка 
задачи синтеза приводит к значительно более экономным вычислительным процедурам.

Ключевые слова: слоистые диэлектрические системы, полосовые диэлектрические 
фильтры, коэффициенты отражения и пропускания, оптимальный чебышёвский синтез, 
кусочно-непрерывные параметры системы.
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A novel mathematical apparatus allowing formulation and justification of a new approach 
towards the setting of the mathematical problem of band-pass layered dielectric filters (LDF) 
synthesis is developed. Аrbitrary layered dielectric systems with piecewise continuous physical 
media parameters given by the functions of dielectric permittivity and of magnetic permeability, 
both depending on the coordinate along the normal to the layer pile, with fixed discontinuity 
points of at least one of the mentioned functions are examined. For such systems, an important 
conservation law for the difference of the squares of absolute amplitude values of plane waves 
propagating left and right in given layered medium is stated, which further leads to the traditional 
energy conservation law in lossless layered media. This new identity law allows turning from 
synthesis problems in terms of fractional rational energy reflectivity and transmittance of layered 
systems to equivalent tasks for profiling functions introduced in the work, representing only the 
numerator or only the denominator of the expressions usually considered in the synthesis. A new 
concept of the feasible ideal is introduced for the energy coefficients of reflection and transmission 
of layered systems. It is shown that the feasibility of the energy coefficients of reflection and 
transmission of layered systems is equivalent to the feasibility of the profiling functions of such 
systems, which together with the main identity allows a significant change of the existing LDF 
synthesis approach. The rule for converting the ideal of the reflection or transmission coefficient 
into the ideal of the profiling function is given. The proposed synthesis problem statement leads 
to considerably less intensive computational procedures.
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Введение

Построению слоистых диэлектрических фильтров (СДФ) посвящена обширная лите-
ратура, например, [1–12]. В тех работах, где приводится математическая постановка за-
дачи синтеза, обычно используется сильно нелинейный по основным параметрам задачи 
функционал качества синтезируемой системы:

 

где  – волновое число,  и  – энергетические коэффициенты, соответствен-
но, отражения и пропускания слоистой диэлектрической системы (СДС), реализующей 
фильтр. Желаемое поведение энергетического коэффициента отражения или пропуска-
ния в заданной полосе волновых чисел задаётся спектральными характеристика-
ми1  этого фильтра  и  Качество проектируемой системы оценивается величиной 
разности между функциями  и  [  и ] по норме линейного нормирован-
ного пространства .

В данной работе в качестве пространства сравнения с идеальными спектральными 
характеристиками фильтра ·  выбрано пространство  всех непрерыв-
ных на фиксированном отрезке  функций с нормой  

Математическая постановка задачи оптимального синтеза СДФ в смысле Чебышёва 
состоит в том, чтобы для заданного интервала волновых чисел  и заданного идеа-
ла энергетического коэффициента отражения  минимизировать функционал:

                                           (1)

по электрическим толщинам и импедансам всех слоёв СДС.
Определение. Идеал фильтра будем называть правильным на заданном интервале 

волновых чисел , если он может быть на этом интервале сколь угодно точно рав-
номерно приближен ·  реализуемыми СДС в классе рассматриваемых2.

Тогда, как будет показано ниже, вычислительная сложность функционала качества 
определяется дробно-рациональной структурой энергетического коэффициента отра-
жения от любой СДС данного класса и может быть существенно уменьшена при помощи 
эффективной процедуры построения идеала не для сложных коэффициентов отражения 
или пропускания ·  а для квадратичных профилирующих функций, введён-
ных в [13–16], что существенно упрощает анализ и решение соответствующих оптими-
зационных задач.

Проведён представляющий самостоятельный интерес анализ прямой задачи об опи-
сании всех возможных в СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами пло-

1 Функции типа   в данной работе будем называть идеалами для соответствующих физически реализу-
емых конкретным фильтром спектральных характеристик.
2 Это естественное требование корректности идеальных характеристик формализуется в виде предположения 
о том, что ·[ ] принадлежит замыканию в метрике множества всех возможных коэффициентов 
отражения (пропускания) СДС рассматриваемого класса: для идеальной характеристики ·[ ] существу-
ет последовательность СДС данного класса, коэффициенты отражения (пропускания) которых  ·  
сходятся при  к идеальным характеристикам ·[ ]  в метрике .
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ских электромагнитных полей с плоскостями постоянной фазы, параллельными слоям 
СДС3.

В этой части работы особенно важен факт доказательства основного энергетического 
тождества для СДС без потерь [13, 15], в отличие от обычно постулируемой формы зако-
на сохранения энергии4:

                                                       (2)

1. Постановка прямой задачи

Пусть часть пространства между двумя параллельными плоскостями π и π', рассто-
яние между которыми d, d > 0, заполнена диэлектрической средой,  параметры  которой – ди-
электрическая и магнитная проницаемости – являются кусочно-непрерывными функциями 
от координаты x оси OX декартовой системы координат, направленной по нормали от π к 
π'. Начало координат находится на плоскости π: ε = ε(x) и μ = μ(x), 0 ≤ x ≤ d с конечным, об-
щим для обеих функций, числом точек разрыва первого рода, которые будем обозначать

 не заботясь о том, какая из двух функций ε(x) или терпит разрыв в 
точке aj. Интервалы непрерывности обеих функций ε(x) и μ(x) будем обозначать 

 .
Пусть полупространство  слева от π заполнено однородной средой с диэлектри-

ческой и магнитной проницаемостями, соответственно, ε– и μ–, а полупространство   
справа от π' – однородной средой с проницаемостями ε+ и μ+. 

Прямая задача о распространении плоских электромагнитных волн в пространстве
, заполненном слоистым диэлектриком, состоит в описании класса всех возможных 

плоских электромагнитных полей в определённой выше СДС.
Требуется, во-первых, указать количество свободных параметров, определяющих все 

возможные в указанной системе электромагнитные поля, и, во-вторых, определить коэф-
фициенты отражения и пропускания от СДС [0,d] слева и справа от неё.

Известно (см., например, [5]), что комплексные амплитуды векторов электрической    

и магнитной  напряжённостей плоского электромагнитного поля 
(зависимость от времени – exp(–iωt) с волновым вектором , параллельным оси OX  вну-
три каждого интервала непрерывности Δj функций ε(x) и μ(x) удовлетворяют системе 
дифференциальных уравнений:

                                          (3)

которые получаются для плоских волн из общих уравнений Максвелла. Уравнения (3) в 
матричной записи имеют вид:

 

3Ранее в [13–16] подобный анализ был проведен только для сред с кусочно-постоянными параметрами.
4Распространение результатов данной работы на анализ, например, «наклонного» распространения плоских 
волн в СДС, как в [14], не представляет трудностей.
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Кроме (3), на каждой плоскости  из разрыва коэффициентов ε(x) или μ(x) 
должны выполняться вытекающие из уравнений Максвелла электродинамические гра-
ничные условия, которые в нашем случае совпадают с условиями непрерывности ампли-
туд электрического и магнитного полей: 

                             (4)

где (aj – 0) и (aj + 0) – пределы слева и справа в точках разрыва , коэффи-
циентов ε(x) или μ(x) уравнений (3).

Всевозможные плоские электромагнитные поля рассматриваемого выше типа слева 
и справа от СДС [d, 0] (в полупространствах ) определяются уравнением (3) с посто-
янными коэффициентами ε–, μ–  слева от плоскости π и ε+, μ+ – справа от π'. 

Поэтому в полупространствах  общее решение системы (3) имеет вид:

 

где величины, помеченные индексами «–» и «0», относятся к плоской волне, распро-
страняющейся в  к плоскости π, а с индексами «–» и «1» относятся к плоской волне, 
распространяющейся в  от плоскости π5.

Аналогично этому в (3) все величины, помеченные индексами «+» и «0», относятся к 
плоской волне, распространяющейся в  от плоскости π' а с индексами «+» и «1» отно-
сятся к плоской волне, распространяющейся в  к плоскости π'.

Замечание. Вектор Пойнтинга  для волны в , распространяющейся к 
плоскости π равен , а для распространяющейся от π равен . Ана-
логично, вектор Пойнтинга для волны в , распространяющейся к плоскости π' равен 

, а для распространяющейся от π' равен .
Общее решение уравнений (3) в  в векторно-матричной записи имеет вид:

                                (5)

где далее будет принято . При этом:

                             (6)

Величины, использованные в (5) и (6):  – собственные значения и  – 
собст венные векторы матриц  для полупространств , имеют вид:

5 В физической и технической литературе для волны, распространяющейся к какой-либо плоскости, обычно 
применяется термин «падающая» (на эту плоскость) волна, а для волны, распространяющейся от плоскости – 
термин «отраженная» (от этой плоскости) волна.
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где  Таким образом, в соответствии с (4) на плоскостях   и   име-

ют место равенства: 

 

2. Основные свойства прямой задачи

Лемма. Матрицы  обладают свойством:

  – матрицы Паули.                 (7)

Доказательство леммы проводится перемножением нужных матриц. Для произ-
вольного решения (3) рассмотрим квадратичную форму:

                              (8)

Лемма (основная). Для произвольного решения  системы уравнений (3) на вся-
ком интервале непрерывности её коэффициентов  квадратичная форма (8) 
сохраняет постоянное значение:

  где  – матрица Паули.                                 (9)

Доказательство. Производная от квадратичной формы (8) с учётом уравнений (3) 
тождественно равна нулю на всяком интервале непрерывности Δj коэффициентов систе-
мы уравнений (3) в силу тождества: 

3. Амплитудная параметризация прямой задачи

Для решения прямой задачи используем представление решения (3) с начальным ус-
ловием  на всяком интервале  

                                                     (10)

где  – фундаментальная матрица (3), столбцы которой  и   

образуют фундаментальную систему решений (3) на Δj;  – постоянный на  

 вектор коэффициентов – комплексных амплитуд «волн»  и .
Чтобы получить представление (10), достаточно решить матричное дифференциаль-

ное уравнение:

                                                      (11)



109
Российский технологический журнал.  2020;8(5):103-114  

Ю.И. Худак, Д.В. Парфенов, Н.В. Музылев, Т.С. Хачлаев

 с начальным условием:

                                          (12)

Далее будем рассматривать два разных представления фундаментальных матриц 
 в (11), , отвечающих разным начальным условиям (12). Во-первых, 

будем говорить про «тригонометрическое» представление (t-представление)6, когда

  где – единичная матрица,

и, во-вторых, про «экспоненциальное» представление (e-представление), когда

  где                                 (13)

а pj(aj) – величина импеданса в правом конце .
В силу тождества (9) и нужного начального условия (12) на интервале Δj: 

  (14)

Из этих тождеств следует невырожденность матриц  для всякого x из 
, а также выражения для постоянных векторов :

                                            (15)

Представления (14) аналогичны представлению (7) для всякого x из Δj.
Используя первое из тождеств (12) и непрерывность электромагнитного поля в ка-

ждой точке разрыва коэффициентов уравнений (3), получаем основное энергетическое 
тождество, показывающее сохранение направления и величины потока энергии элек-
тромагнитного поля слева от СДС [0,d]  и справа от неё:

                                          (16)

Последнее тождество показывает, что решение прямой задачи для  зависит от двух 
произвольных постоянных, в качестве которых можно взять  или  

При интерпретации решения прямой задачи, как задачи о распространении плоской 
электромагнитной волны через слоистую систему  слева направо, удобно выбрать 
произвольные постоянные в виде:

                                                        (17)

6 Фундаментальная матрица для t-представления была названа Абеле [5, с. 85] характеристической матрицей 
j-го слоя.
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где второе условие – отсутствие отражения на +∞, а первое – нормировка «по прохожде-
нию» волны, прошедшей через СДС [0,d] с кусочно-непрерывными параметрами.

С учётом указанного выбора свободных параметров тождество (16) примет вид:

                                                                              (18)

из которого вытекает ряд важных следствий для рассматриваемых полей:   
т.е. оценка величины  снизу: , в силу которой для всех  обязательна ко-
нечность энергетических коэффициентов отражения слева от СДС и пропускания справа 
от СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами:

                                          (19)

и, как следствие этого и (16), оказывается обоснованным тождество (2).
Подстановка решений (11) в условия непрерывности (4) приводит к основной систе-

ме уравнений [13–16] относительно амплитуд прямой и обратной волн  в j-ом 
слое 

 

где j = 0 отвечает индексу «–», а j = N + 1 – индексу «+» в предыдущем тексте работы.
Определение. При распространении волны слева направо будем называть профили-

рующими функциями следующие функции7 от волнового числа :  и 
 .

Тогда, в силу (16), будет справедливо тождество:

 

Замечание. При интерпретации решения прямой задачи как задачи о распростране-
нии плоской электромагнитной волны через слоистую систему справа налево удобно 
выбрать произвольные постоянные в (13) в виде  где первое условие оз-
начает отсутствие отражения на –∞, а второе – нормировку «по прохождению» волны, 
прошедшей через кусочно-непрерывную СДС.

С учётом указанного выбора свободных параметров и изменения знаков тождество 
(16) примет вид:

                                                      (20)

из которого, как и выше, вытекает ряд следствий для рассматриваемых полей: 
 т.е. оценка величины  снизу:  в силу которой для 

всех  следует конечность энергетических коэффициентов отражения справа от СДС и 

7 Эти функции, а также аналогичные им при распространении волны справа налево, являются функционалами 
от кусочно-непрерывных параметров СДС [0, d].
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пропускания слева от СДС с кусочно-непрерывными физическими параметрами:

 

и, как следствие этих обозначений и (16), обосновано тождество (2), которое позволяет 
для правильных идеалов для коэффициентов отражения (пропускания) обосновать пе-
реход от стандартных постановок задач синтеза к их эффективным постановкам.

4. Обоснование перехода к эффективным постановкам задач синтеза

Лемма. Если идеальные спектральные характеристики  и связаны между 
собой соотношением  то оба идеала могут быть правильными только од-
новременно.

Доказательство. В силу (17) имеет место представление: 
Покажем, что из правильности идеала  вытекает правильность . Если по-

следовательность коэффициентов отражения различных СДС  равномерно на за-
данном интервале  сходится к заданному идеалу  то в силу тождества (2) 
последовательность коэффициентов пропускания тех же СДС  будет 
равномерно на интервале  сходиться к идеалу  Аналогично доказы-
вается, что из правильности идеала  вытекает правильность идеала . 

Если же какой-то из идеалов  или  не является правильным, то и другой 
идеал не будет правильным.

Лемма. Если хотя бы один из идеалов  или  имеет представление:

  

где  – идеал для профилирующей функции  а  – идеал для профилиру-
ющей функции  то правильность любого из идеалов  или  
влечёт правильность остальных идеалов из перечисленных.

Доказательство. Прежде всего, ввиду тождества (15) из правильности идеала  
очевидно, вытекает правильность идеала  и наоборот. Покажем, что из правильно-
сти идеала  вытекает правильность .

Если  – последовательность коэффициентов пропускания различных СДС, рав-
номерно на заданном интервале  сходящаяся к заданному идеалу  то в силу 
представления (16) для коэффициента пропускания  (19), последовательность 
профилирующих функций тех же СДС  будет равномерно сходиться к 
идеалу  на интервале  Идея доказательства остальной части утверждения 
леммы – та же самая.

Приведём теперь формулы пересчёта идеала для стандартного коэффициента отра-
жения  в идеалы для профилирующих функций  и .

                                           (21)
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Из первой формулы следует:  и, подставляя это соотношение во вто-

рую формулу, получим:  и 

В приведённых формулах для оценки точности замены на интервале  исходно-
го неравенства  на  нужно использовать модуль непре-
рывности положительной выпуклой во всём интервале её определения (0, +∞) функции  

, производная которой в указанном интервале монотонно спадает от  до 

нуля, с заменой её аргумента x на  а её значений y – на 

5. Формальная запись постановки задачи синтеза СДФ

Задача оптимального синтеза СДФ в смысле Чебышёва (1) для энергетического коэф-
фициента отражения в силу тождества (2) полностью эквивалентна такой же задаче для 
энергетического коэффициента пропускания, если 

Аналогично в силу (13) эквивалентны между собой задачи оптимального синтеза для 
каждой из профилирующих функций 

Тождество

                            (22)

позволяет дать простую двухстороннюю оценку для функционала задачи (1) через анало-
гичные функционалы для профилирующих функций:

                             (23)

где  , что позволяет говорить об эквивалентности (1) и суще-
ственно более простой задачи:

 

Аналогичный переход от (22) к аналогу (23):

 

где   – фиксированная весовая функция для равномерной метрики, позволяет 

говорить об асимптотической (при n → +∞) эквивалентности задачи (1) аналогичной «ве-
совой» задаче для профилирующей функции 
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Выводы
1. Проведён анализ прямой задачи о распространении плоских электромагнитных 

волн в слоистой среде в  являющийся единственно надёжной основой для постановки 
и решения всех возможных оптимизационных и обратных задач, связанных с этой тема-
тикой. Получены основные для всей теории слоистых сред тождества (18) и (20).

2. Получены явные формулы пересчёта для «идеалов» энергетических коэффициен-
тов отражения и пропускания в «идеалы» для профилирующих функций.

3. Обоснована эквивалентность традиционных постановок задач синтеза слоистых 
диэлектрических фильтров по их «желаемым» спектральным характеристикам типа 
энергетических коэффициентов отражения и пропускания, названных в работе «идеала-
ми» для соответствующих спектральных характеристик, значительно более простым по 
структуре функционалам – задачам синтеза по «идеалу» для профилирующих функций.
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