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Резюме 
Цели. Цель работы состояла в создании эффективного итерационного алгоритма для томографической ре-
конструкции объектов с большими объемами исходных данных. В отличие от сверточного алгоритма прое-
цирования, широко используемого в коммерческих промышленных и медицинских томографах, алгебраи-
ческие итерационные методы реконструкции используют значительные объемы памяти и характеризуются 
большими временными затратами на реконструкцию. В то же время итерационные методы позволяют ре-
шать более широкий круг диагностических задач, где требуется большая точность реконструкции, а также 
в случаях использования ограниченного объема данных при малоракурсной съемке или съемке с ограничен-
ным угловым диапазоном.
Методы. Особенностью созданного алгоритма является использование полярной системы координат, в ко-
торой проекционные системные матрицы инвариантны по отношению к вращению объекта. Это дает воз-
можность значительно сократить объемы памяти для хранения проекционных матриц и  использовать для 
реконструкции графические процессоры. В отличие от простой полярной системы координат, используемой 
ранее, нами была использована система координат с дихотомическим делением поля реконструкции, что 
позволяет обеспечить инвариантность к вращениям и в тоже время достаточно равномерное распределение 
пространственного разрешения по полю реконструкции. 
Результаты. Был разработан алгоритм реконструкции, основанный на использовании парциальных систем-
ных матриц, соответствующих дихотомическому делению поля изображения на  парциальные кольцевые 
области реконструкции. С использованием цифровых фантомов Шеппа – Логана и Де Фриза были иссле-
дованы особенности работы предложенного алгоритма реконструкции и  показана его применимость для 
решения томографических задач.
Выводы. Предложенный алгоритм дает возможность реализовать алгебраическую реконструкцию изобра-
жения с использованием стандартных библиотек для работы с разреженными матрицами на базе настоль-
ных компьютеров с графическими процессорами.
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Abstract
Objectives. The purpose of this work was to create an effective iterative algorithm for the tomographic reconstruction 
of objects with large volumes of initial data. Unlike the convolutional projection algorithm, widely used in commercial 
industrial and medical tomographic devices, algebraic iterative reconstruction methods use significant amounts 
of memory and typically involve long reconstruction times. At the same time, iterative methods enable a wider range 
of diagnostic tasks to be resolved where greater accuracy of reconstruction is required, as well as in cases where 
a limited amount of data is used for sparse-view angle shooting or shooting with a limited angular range.
Methods. A feature of the algorithm thus created is the use of a polar coordinate system in which the projection 
system matrices are invariant with respect to the rotation of the object. This enables a signification reduction of the 
amount of memory required for system matrices storage and the use of graphics processors for reconstruction. 
Unlike the simple polar coordinate system used earlier, we used a coordinate system with a dichotomous division 
of  the reconstruction field enabling us  to ensure invariance to  rotations and at  the same time a  fairly uniform 
distribution of spatial resolution over the reconstruction field.
Results. A reconstruction algorithm was developed on the basis of the use of partial system matrices corresponding 
to the dichotomous division of the image field into partial annular reconstruction regions. A 2D and 3D digital phantom 
was used to show the features of the proposed reconstruction algorithm and its applicability to solving tomographic 
problems.
Conclusions. The proposed algorithm allows algebraic image reconstruction to be implemented using standard 
libraries for working with sparse matrices based on desktop computers with graphics processors.
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ВВЕДЕНИЕ

Для решения томографических задач рекон-
струкции объекта по проекционным данным суще-
ствуют два подхода. 

Первый подход основывается на  примене-
нии аналитической формулы реконструкции в  ве-
ерном для 2D-случая или конусном пучке для 
3D-геометрии  [1–3], которая предполагает получе-
ние полного набора данных в  угловом диапазоне 
сканирования больше 180° с малым угловым шагом 
сканирования. Второй подход предполагает исполь-
зование матричной формулировки томографической 
задачи с  использованием регуляризующих функци-
оналов и итерационных алгоритмов реконструкции.

Достоинством второго подхода является возмож-
ность использования неполного набора данных при ре-
шении задач томосинтеза с ограниченным угловым ди-
апазоном [4, 5] или для решения задач малоракурсной 
томографии при ограниченном числе проекций [6–11]. 

Другим преимуществом алгебраической рекон-
струкции является возможность уменьшения влия-
ния металлических артефактов за счет возможности 
исключения некорректных томографических данных 
из реконструкции без необходимости поиска подхо-
дящей интерполяции для их замены [12]. 

В настоящее время для решения задач томографи-
ческой реконструкции широко используют графические 
процессоры, ускоряющие вычисления в десятки раз.

В случае 3D-томографии использование систем-
ной матрицы для декартовой системы координат, ко-
торая содержит всю информацию о геометрии съем-
ки, затруднено из-за того, что ее хранение в памяти 
графического процессора невозможно из-за огромно-
го объема. Поэтому при итерационной реконструкции 
применяют многократную трассировку лучей в режи-
ме онлайн с  использованием специальных средств 
программирования параллельных вычислительных 
потоков графического процессора, как, например, это 
сделано в программном пакете TIGRE [13].

При использовании системной матрицы можно ис-
пользовать оптимизированные библиотеки вычислений 
с разреженными матрицами на графическом процессо-
ре, что значительно упрощает разработку программного 
обеспечения. Библиотеки алгебраических процедур для 
работы с  матрицами и  векторами составляют основу 

разработки программных средств обработки изобра-
жений и задач искусственного интеллекта и постоянно 
обновляются для работы на  различных стационарных 
и мобильных вычислительных платформах. 

В целом ряде промышленных 3D-томографов 
используется круговая геометрия съемки, в которой 
объект, расположенный между источником рентге-
новского излучения и матричным детектором высо-
кого разрешения, вращается на предметном столике. 
Если использовать полярную систему координат 
с  центром на  оси вращения объекта, то  легко уви-
деть, что при надлежащем выборе шага радиальных 
линий, соответствующего шагу углового вращения, 
геометрия съемки и соответствующая ей системная 
матрица становятся инвариантными по отношению 
к вращению с дискретным шагом. Это дает возмож-
ность использования одной системной матрицы, 
рассчитанной только для одного углового поло-
жения, вместо того чтобы рассчитывать ее  заново 
для десятков или сотен разных угловых положений 
в случае использования декартовой системы коорди-
нат. Таким образом, возникает возможность разме-
щения системной матрицы в  ограниченной памяти 
графического процессора и ускорения вычислений.  

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для вычисления системной матрицы в  поляр-
ной системе координат использовался алгоритм 
Сиддона  [14], в  котором для каждого луча вычис-
ляются длины отрезков его пересечения с  коорди-
натными линиями. Недостатком обычной полярной 
системы координат является увеличение азимуталь-
ного размера вокселя при удалении от центра враще-
ния. Чтобы свести к минимуму этот нежелательный 
эффект, было использовано дихотомическое деление 
поля реконструкции изображения согласно рис. 1.

(а) (б)

Рис. 1. Простая полярная (а) и дихотомическая (б) 
схемы дискретизации области реконструкции
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В дихотомической схеме дискретизации изо-
бражения при каждом удвоении радиуса полярных 
линий происходит удвоение числа азимутальных 
линий. Таким образом, изображение объекта строит-
ся из последовательного ряда кольцевых сегментов 
с индексами ind = 0, 1, 2, …, N, внешний радиус Rind 
которых задается формулой:

Rind = 2indR0,

где R0  – радиус центрального сегмента с  нулевым 
индексом. 

В каждом кольцевом сегменте пикселы индек-
сируются двумя индексами – полярным строковым 
индексом i:

i = 1, …, m,

m = 2ind − 2(ind − 1),

и азимутальным столбцовым индексом j:

j = 1, …, n,

n = 6 × 2ind.

В соответствии с  известным формализмом си-
стемной матрицы двумерная индексация заменяется 
одномерной с  использованием столбцового индек-
са J, задаваемого формулой:

J = (j – 1)m + i.

Таким образом, в  данной схеме дискретизации 
каждое изображение можно представить в виде со-
вокупности концентрических кольцевых изображе-
ний, каждое из которых представляет из  собой ма-
трицу, векторизуемую вышеназванным способом. 
В итоге каждое изображение можно представить как 
вектор X, составленный из векторов Xind, для каж-
дого из  которых существует своя парциальная ма-
трица Aind прямого проецирования веерного пучка, 
осуществляемого по формуле: 

Bind = AindXind,

где Bind  – парциальная проекция. Результирующая 
томографическая проекция B  представляет собой 
сумму проекций от всех кольцевых сегментов:

B = ΣBind.

В итоге проецирование изображения можно за-
писать в  стандартном виде произведения матрицы 
на вектор:

B = AX,

где результирующая матрица проецирования A пред-
ставляет собой горизонтальную конкатенацию ма-
триц Aind:

A = [A1 A2 … AN].

а вектор X, соответственно, представляет собой вер-
тикальную конкатенацию векторов Xind: 

1
... .=

N

X
X

X

Чтобы учесть угловое сканирование, необходи-
мо произвести вертикальное наращивание общей 
системной матрицы и, соответственно, наращивать 
парциальные матрицы в соответствии с числом вы-
бранных ракурсов. При этом нет необходимости 
создавать новые парциальные матрицы, если при 
угловом повороте на  дискретный угол ∆θ радиаль-
ные линии соответствующего парциального коль-
цевого сегмента совпадают. Если угол чередования 
радиальных линий кольцевого сегмента совпадает 
с углом ∆θ шага сканирования, то достаточно одной 
парциальной матрицы. Например, для сканирова-
ния с шагом 1° в интервале 360° при использовании 
декартовой дискретизации потребовалось бы  по 
меньшей мере 90  разных парциальных матриц для 
каждого углового положения объекта. Таким обра-
зом, для полярной дискретизации объем памяти для 
хранения единственной системной матрицы сокра-
тится почти на 2 порядка. При переходе на преды-
дущие кольцевые сегменты меньшего радиуса число 
парциальных матриц растет дихотомически, однако 
легко увидеть, что при этом число столбцов этих ма-
триц, соответствующее числу элементов кольцевого 
сегмента уменьшается пропорционально степени 
числа 4. Исходя из этого, можно сделать вывод, что 
при использовании дихотомической полярной дис-
кретизации объекта требуемый объем памяти для 
хранения системной матрицы в сравнении с декар-
товой дискретизацией уменьшается пропорциональ-
но числу ракурсов.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для численного эксперимента был выбран стан-
дартный фантом Шеппа  – Логана. Из-за особенно-
стей дихотомического деления радиуса изображения 
размер фантома в декартовых пикселах был выбран 
равным 512  ×  512. Размер области реконструкции 
в пикселах примерно соответствует формату цифро-
вых панельных детекторов с точки зрения соответ-
ствия их информационной емкости. С использовани-
ем данного фантома и равноуглового распределения 
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780  лучей в  веерном пучке, были сгенерированы 
проекционные данные для 6  ×  27  =  768  проекций 
при декартовом разбиении фантома на  пикселы. 
Затем были сгенерированы парциальные системные 
матрицы для 8  сегментов, которые использовались 
для итерационной реконструкции объекта в  поляр-
ной системе координат по  классической формуле 
Ландвебера для градиентного спуска по квадратич-
ному функционалу невязки [15]. Итерационная про-
цедура была ускорена с использованием метода мо-
ментов.

На рис.  2  представлены реконструированные 
изображения цифрового фантома для разного числа 
итераций. Реконструкция в  дихотомической систе-
ме дает приемлемое качество изображения, однако 
на восстановленном изображении видны кольцевые 
артефакты, вызванные тем, что при итерациях коль-
цевые области имеют разную скорость сходимости 
к своему пределу. Увеличение числа итераций с 50 до 
500 сделало артефакты почти неразличимыми.

(а) (б)

Рис. 2. Реконструкции фантома: (a) 50 итераций, 
(б) 500 итераций

Для проверки возможности применения дихото-
мической схемы для трехмерной томографической 
реконструкции c  большим объемом данных был 
проведен численный эксперимент с использованием 
цифрового фантома Де Фриза, который используется 
при моделировании объемной реконструкции с ши-
роким коническим пучком. Моделирование проводи-
лось в среде MATLAB1 для круговой геометрии съем-
ки с параметрами, указанными в таблице.

Результаты реконструкции цифрового фантома 
Де Фриза представлены на рис. 3.

Сравнение исходного и  реконструированного 
фантомов показывает, что реконструкция алгебраи-
ческим методом, также как и алгоритм Фельдкампа, 
не  восстанавливает полностью форму крайних 
дисков, по-видимому, из-за нарушения условия 
Кириллова  – Туя, которое происходит при круго-
вой геометрии съемки при широком конусном пуч-
ке [16]. 

1   https://www.mathworks.com/products/matlab.html. Дата 
обращения 14.06.2024. / Accessed June 14, 2024. 

Для реконструкции изображения использовался 
ускоренный градиентный спуск по  методу момен-
тов Нестерова. Всего потребовалось 40  итераций 
и  440  секунд на  их реализацию в  среде MATLAB 
при использовании при использовании видеокарты 
GeForce RTX 2080 (производитель – NVIDIA, США). 
Анализ работы программы реконструкции показал, 
что большое время вычисления связано с  особен-
ностями работы интерпретатора среды MATLAB, 
который самостоятельно, независимо от  пользова-
теля, организует итерационный процесс, куда поми-
мо вычислительных итерационных процедур могут 
входить системные процедуры MATLAB. В  нашем 
случае операция проецирования вектора парциаль-
ной матрицей с  максимальным индексом занимает 
0.0004  секунд. При оптимальной организации вы-
числительного процесса на одну итерацию должно 
уходить не более 2 секунд. Для 40 итераций общее 
время реконструкции не  должно превышать 2  ми-
нуты, что сопоставимо с  временем реконструкции 

Таблица. Параметры геометрии съемки 
для цифрового фантома

Расстояние от источника излучения 
до центра вращения, мм 300

Расстояние от центра вращения 
до детектора, мм 138

Размер поля регистрации 
на плоскопанельном детекторе, мм2  600 × 220 

Размер пикселов детектора, мм2  1 × 1 

Размер поля реконструкции, мм3 
(длина × ширина × высота) 256 × 256 × 128 

Угловой диапазон вращения, ° 0–359 

Число шагов вращения 768

Размер фантома, мм3 

(длина × ширина × высота) 256 × 256 × 128

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3. Фантом Де Фриза: 
(а) объемное изображение, (б) сечение и результат 

его реконструкции (в) объемное изображение,  
(г) сечение

https://www.mathworks.com/products/matlab.html
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данного цифрового фантома методом сопряженных 
градиентов при использовании пакета TIGRE.

При реализации предложенного алгоритма 
на  более низком уровне на  языке С++ с  расши-
рением СUDA допустимо применение 32  битно-
го формата хранения данных вместо 64-битного 
представления допускаемого в  MATLAB для раз-
реженных матриц. Кроме того, топовые игровые 
видеокарты имеют 24 Гб выделенной графической 
памяти. Если принять во  внимание, что алгебра-
ическая реконструкция допускает использование 
меньшего объема данных для реконструкции, 
то можно сделать вывод о том, что предложенный 
алгоритм позволяет применять вычислительные 
возможности персонального компьютера для ре-
шения широкого круга томографических задач. 
На  основе данного алгоритма целесообразно со-
здание настольных вычислительных систем для 
обучения и  моделирования работы компьютер-
ных томографов с целью оптимизации их параме-
тров [17, 18].

Таким образом, в  работе предложена работо-
способная схема дискретизации, совмещающая 
в себе достоинства полярной системы (инвариант-
ность к вращениям) и декартовой системы (пример-
но одинаковую плотность пикселов). Применение 
полярной системы координат без дихотомического 
деления пикселов, использованное в  работе  [19], 
приведет к  тому, что соответствие между числом 
пикселов кольцевых сегментов и числом пикселов 
соответствующих им  сегментов детектора будет 
разным. Если для внешних сегментов это соответ-
ствие будет правильным, т.е. число соответствую-
щих пикселов будет примерно одинаковым, то для 
внутренних областей информационная емкость 
соответствующей области детектора будет недо-
статочной. Это приведет к  недоопределенности 
системы линейных уравнений, и  соответственно 
к  необходимости использования регуляризации 
с  целью избежания появления различных арте-
фактов, характерных для томографии с ограничен-
ными данными. Наоборот, если для внутренних 
областей число соответствующих пикселов детек-
тора будет достаточным, то для внешних областей 
число данных будет избыточным, и  для внешних 
областей детектора необходимо использовать бин-
нинг с целью экономии памяти и ускорения рекон-
струкции.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование дихотомической полярной 
схемы деления изображения на  пикселы откры-
вает возможности итерационной алгебраической 
реконструкции изображения с  минимальными 

затратами памяти при использовании настольно-
го компьютера с  современными видеокартами. 
Применительно к  различным задачам рентгенов-
ского неразрушающего контроля эти возможности 
будут исследованы в  ходе численного моделиро-
вания на  цифровых фантомах и  эксперименталь-
ных исследований на настольном микротомографе 
с микрофокусным источником рентгеновского из-
лучения и широкоформатным цифровым детекто-
ром2. 
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