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В статье предлагается численный алгоритм построения кусочно-линейных функций 
Ляпунова для исследования абсолютной устойчивости нелинейных нестационарных 
систем. Такие функции определяют необходимые и достаточные условия устойчиво-
сти нелинейных нестационарных систем, удовлетворяющих секторным ограничениям. 
В случае асимптотической устойчивости системы выполнение алгоритма приведет к 
построению поверхности функции Ляпунова в виде многогранника размерности, рав-
ной размерности исходной системы. Такой многогранник может быть использован для 
построения кусочно-линейной функции Ляпунова. Количество граней многогранника 
возрастает по мере приближения системы к границе устойчивости в пространстве пара-
метров, что может приводить к неприемлемым временным затратам на вычисления.  В 
качестве примеров приводятся анализ конкретных систем 2-го и 3-го порядка и резуль-
таты сравнения с классическими методами. Даны конкретные рекомендации по выбору 
начальных условий работы алгоритма.
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The paper proposes a numerical algorithm for constructing piecewise linear Lyapunov 
functions for investigating the absolute stability of nonlinear nonstationary systems. 
Such functions define necessary and sufficient conditions for the stability of nonlinear 
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nonstationary systems satisfying sector constraints. In the case of asymptotic stability 
of the system, the implementation of the algorithm will lead to the construction of the 
Lyapunov function level set in the form of a polyhedron of dimension equal to the 
dimension of the original system. Such a polyhedron can be used for constructing a 
piecewise linear Lyapunov function. The number of faces of the polyhedron increases as 
the system approaches to the stability boundary in the parameter space, which can lead 
to unacceptable time costs for calculations. The analysis of specific systems of the 2nd 
and 3rd order and the results of comparison with classical methods are given. Specific 
recommendations on the algorithm initial conditions choice are given.

Keywords: differential inclusions, nonlinear nonstationary systems, absolute stability, 
Lyapunov functions, stability areas, polytope, radius of curvature.

Традиционно для анализа систем с нестационарными нелинейными элементами и 
систем с параметрической неопределенностью применяют аппарат теории абсо-

лютной устойчивости, например, частотные методы (круговой критерий) [1]. Данные 
методы являются лишь достаточными, следовательно, они не способны выделить истин-
ную область устойчивости системы в пространстве параметров. Вместе с тем в рабо-
тах ряда авторов [2, 3] отмечается, что выполнение частотных критериев эквивалентно 
существованию у системы квадратичной функции Ляпунова. При наличии нескольких 
нелинейных нестационарных элементов противоположное утверждение неверно, т.е. у 
системы может существовать квадратичная функция Ляпунова, а частотные критерии 
могут не выполняться [3]. Таким образом, аппарат функций Ляпунова является более 
универсальным средством анализа устойчивости систем с секторными нестационарны-
ми нелинейными элементами и систем с параметрической неопределенностью.

В связи с этим были предложены различные типы функций Ляпунова, определяющих 
необходимые и достаточные условия устойчивости подобных систем. К таким функциям 
относятся кусочно-линейные функции Ляпунова и гладкие выпуклые функции Ляпунова. 
Вопросы построения кусочно-линейных функций Ляпунова рассматривались в работах 
[7, 8]. В них вычисляются верхние и нижние оценки показателя Ляпунова, позволяющие 
сделать заключение об устойчивости системы. Чтобы получить указанные оценки, авторы 
вышеуказанных публикаций переходят от исходной системы к ее дискретному аналогу. 

Цель настоящей работы – разработать метод определения полных областей устой-
чивости нестационарных нелинейных систем, не использующий показатель Ляпунова, а 
также не требующий дискретизации исходной системы. 

1. Постановка задачи

В работе исследуется устойчивость системы управления, в структуре которой есть 
несколько (либо один) нелинейных нестационарных элементов. Уравнение такой систе-
мы запишем в виде:

 ,

                                                                                                                                                     (1)
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где ℝd – d-мерный вектор-столбец переменных состояния;
A – постоянная (d × d) матрица;
bj и cj (j = 1, ..., m) – постоянные d-мерные вектор-столбцы; 
m – число нестационарных нелинейных элементов. 
Предполагается, что нелинейные нестационарные элементы  удовлетворя-

ют секторным ограничениям:

при всех σj и t. Частным случаем (1) является система, изображенная на рис. 1, где W(p)  
– передаточная функция.

Рис. 1. Структурная схема системы управления.

Как было показано ранее [4–6], проблему устойчивости системы (1) можно свести 
к вопросу об устойчивости эквивалентного (эквивалентность понимается в смысле со-
впадения множеств решений при одинаковых начальных условиях) дифференциального 
включения 

,                                                                                         (2)

где conv – выпуклая оболочка множества;
– знак объединения;

Ak – квадратные матрицы размера (d × d). 
Дифференциальные включения описывают класс объектов, в которых в каждый мо-

мент времени вектор направления движения в фазовом пространстве не определяется не-
которым уравнением (в отличие от обычных дифференциальных уравнений), а принад-
лежит множеству F(x), определяемому правой частью дифференциального включения. 

Матрицы Ak для представления системы (1) в виде (2) формируются следующим об-
разом:

                                                                                             (3)

где числа λj  принимают значения  или . 
Таким образом, общее количество матриц Ak равно 2m , что соответствует количеству 

всех возможных комбинаций чисел λj. Множество Ak обозначим .
В [4–6] для исследования устойчивости дифференциального включения (2) вводится 

единая кусочно-линейная функция Ляпунова, которую описывают следующей формулой:
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,                                                                                                                   (4)

здесь: l – множество векторов lv , при этом в l входят и сами вектора lv, и противоположно 
направленные им вектора – lv;

M – общее количество этих векторов. 
Пример такой функции приведен на рис. 2.

Рис. 2. Кусочно-линейная функция Ляпунова ϑ(l, x) , число граней M = 4.

Доказано [4–6], что кусочно-линейные функции определяют необходимые и доста-
точные условия устойчивости нелинейных нестационарных систем, удовлетворяющих 
секторным ограничениям. Если система асимптотически устойчива, то можно найти та-
кую функцию (4), что она будет убывать на всех решениях (2). Задачу определения устой-
чивости дифференциального включения (2), а, значит, и дифференциального уравнения 
(1), можно рассматривать как задачу построения выпуклого центрально-симметричного 
многогранника, у которого все вектора Ak p направлены внутрь многогранника, p – любая 
точка на границе многогранника,  .

Действительно, поверхности уровня функции (4) суть выпуклые центрально-сим-
метричные многогранники, lv являются нормалями к граням этого многогранника, а M 
определяет число его граней, при условии, что не существует всюду «неактивных» век-
торов lv (рис. 3). Отсюда для каждого вектора существует некая точка x: в ней и 
некоторой ее окрестности .

Рис. 3. Поверхность уровня кусочно-линейной функции Ляпунова.

Следует подчеркнуть, что функция (4), в свою очередь, является положительно одно-
родной первой степени, т.е. выполняется следующее условие:

,                                                                                                                       (5)
где τ – любое положительное действительное число. 
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Используя свойства скалярного произведения векторов, функции максимума

,

и (4), непосредственно приходим к уравнению (5). 
Таким образом, поверхности уровня кусочно-линейной функции отличаются лишь 

масштабом и не отличаются по форме. Дифференциальное включение (2) также явля-
ется однородным. Поэтому если на поверхности уровня кусочно-линейной функции все 
вектора дифференциального включения (2) направлены внутрь, то они будут направлены 
внутрь и на всех других поверхностях уровня.

2. Алгоритм «под-над» («beneath-beyond») построения 
выпуклых многомерных многогранников

Поскольку известный метод построения кусочно-линейных функций Ляпунова ос-
нован на конструировании многогранной поверхности уровня, то ниже будут даны неко-
торые определения, касающиеся многомерных выпуклых многогранников, а также алго-
ритм их итерационного построения.

Выпуклым многогранником (выпуклым политопом) называется выпуклая оболочка 
конечного числа точек. Выпуклый политоп задается описанием его границы, состоящей 
из граней. Каждая грань выпуклого политопа является выпуклым множеством (т.е. вы-
пуклым политопом более низкой размерности); k-грань обозначает k-мерную грань (т.е. 
грань, аффинная оболочка которой имеет размерность k). Если политоп P имеет размер-
ность d, то его (d-1)-грани называются гипергранями, (d-2)-грани – подгранями, 2-грани 
– ребрами, а 1-грани – вершинами. У трехмерного многогранника (3-политопа) гипер-
грань – это обычный треугольник, а подгрань одновременно является ребром. Политоп 
P размерности d называется d-симплексом (или просто симплексом), если он является 
выпуклой оболочкой (d+1) аффинно независимых точек. Для d = 0, 1, 2,  и 3 соответству-
ющий симплекс представляет собой точку, отрезок, треугольник и тетраэдр. При этом 
любая k-грань симплекса – это тоже симплекс размерности k.

Симплициальным политопом называется d-политоп, у которого каждая гипергрань 
является симплексом. Каждая гипергрань симплициального d-политопа, являющаяся   
(d–1)-симплексом, определяется в точности d вершинами и содержит d подграней. Ввиду 
того, что политоп – это ограниченнный полиэдр, он может быть задан системой нера-
венств следующего вида [9]:

.                                                                                                             (6)

В этом случае уравнение  является аффинной оболочкой соответству-
ющей гиперграни, гиперплоскостью, в которой лежит гипергрань, а lv – нормаль к этой 
гиперграни, направленная в сторону от многогранника (рис. 4). Выпуклый политоп всег-
да полностью лежит в одном полупространстве, определяемом аффинной оболочкой его 
гиперграни.
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Рис. 4. Аффинная оболочка грани многогранника.

Известно, что через k+1 аффинно независимых точки p1, p2,...,pk=1 проходит единствен-
ная гиперплоскость размерности k. Так, в d-мерном пространстве значение , 
где  – уравнение гиперплоскости, проходящей через точки p1, p2,...,pd, век-
тор lv – нормаль к гиперплоскости может быть вычислена по следующей формуле:

.                                                             (7)
	

Для вычисления i-ой компоненты вектора lv следует в матрице (7) в первой строке 
i-ый элемент заменить на единицу, а все остальные – на ноль. Для вычисления bv необхо-
димо все элементы первой строки, кроме последнего, заменить на ноль. Следовательно, 
чтобы найти вектор lv и число bv по заданным точкам, требуется вычислить (d+1) опреде-
литель следующего вида

 

                                             (8)

Вычисленная таким образом нормаль к гиперграни многогранника может быть направ-
лена как внутрь многогранника, так и вовне. Если при подстановке в  вместо 
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x некоторой внутренней точки многогранника (g1 на рис. 4) получается отрицательное 
число, то грань направлена во внешнюю сторону, если положительное − то во внутрен-
нюю. В последнем случае следует lv и bv домножить на –1, чтобы многогранник мог быть 
представлен в виде (6).

Ниже приведена основная процедура итерационного алгоритма «под-над» («beneath-
beyond») построения выпуклой оболочки множества точек [10]. Будем утверждать, что 
точка p лежит «под» гранью Fv, если , т.е. p лежит в том же полупростран-
стве, что и многогранник P (точки g1 и g2 на рис. 4), а также, что точка p лежит «над» 
гранью Fv, если . Для описания алгоритма потребуется следующая теорема.

Теорема [11]. В симплициальном политопе некоторая подгрань является общей точ-
но для двух гиперграней, и две гиперграни F1 и F2 имеют общую подгрань e тогда и толь-
ко тогда, когда e определяется общим подмножеством из (d–1) вершины для множеств 
вершин, определяемых F1 и F2 (в этом случае F1 и F2 называются смежными по e).

Алгоритм «под-над» («beneath-beyond»). Добавление точки p к многограннику P.
Шаг 1. Определить множество S гиперграней Fv многогранника P, «над» которыми 

находится точка p. Если точка p лежит «под» всеми гипергранями многогранника (мно-
жество S пусто), то она является внутренней точкой, и перестраивать многогранник не 
требуется. Такие гиперграни называются «видимыми» из точки p (рис 5; на рис. 5а мно-
жество S состоит из F1 и F2).

Шаг 2. Определить границу множества S, т.е. определить множество T подграней ej , ко-
торые не являются общими для любых пар гиперграней из S. Это означает, что для ви-
димой гиперграни F1 смежная с ней по  грань F2 не является видимой. На рис. 5б 

, а e5 является общей подгранью двух видимых смежных гиперграней.
Шаг 3. Построить конус новых гиперграней из точки p и подграней множества T 

(рис. 5в). Так как в симплициальном многограннике подгрань – это симплекс размер-
ности d–2, составленный из d–1 точек, то добавляя к ней одну точку, можно построить 
симплекс размерности d–1, т.е. гипергрань многогранника.

Шаг 4. Удалить множество S старых гиперграней Fv. После добавления внешней точ-
ки p гиперграни из S оказываются внутри многогранника (рис. 5г).

Алгоритм «под-над», позволяющий итерационно строить многогранники произ-
вольной размерности путем последовательного добавления к ним точек, создает базу, на 
которой могут быть созданы итерационные алгоритмы построения кусочно-линейных 
функций Ляпунова (4). Заметим также, что самым затратным − с вычислительной точки 
зрения − является шаг 1, так как, возможно, потребуется перебрать все грани многогран-
ника прежде, чем будет сформировано множество S.

3. Алгоритм построения поверхности уровня функции Ляпунова

Как уже отмечалось выше, условие устойчивости системы (1) с геометрической точ-
ки зрения означает существование такого выпуклого центрально-симметричного мно-
гогранника P, у которого из каждой точки v его границы векторы Akv направлены во 
внутреннюю часть. Аналитически это условие можно записать следующим способом:
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Рис. 5.  Иллюстрация работы алгоритма добавления точки к политопу.

                                                                                                        (9)

Здесь ║ ║ обозначает норму вектора. Тогда для выполнения неравенства (9) необхо-
димо, чтобы угол между векторами Akv и n был больше π ⁄ 2. Важно заметить, что гипер-
грани выпуклого d-политопа представляют собой выпуклые многогранники размерности 
(d–2) [12]. Так как (Akv,n) − линейный по v функционал, а линейный функционал на вы-
пуклом многогранном множестве достигает максимума в его вершинах [13], то проверку 
(8) на устойчивость системы (1) можно проводить только в вершинах многогранника P. 

Учитывая вышесказанное, новые точки в предлагаемом итерационном алгоритме по-
строения многогранной поверхности уровня кусочно-линейной функции Ляпунова нужно 
добавлять в направлении  на расстоянии h. В этом случае новая гипергрань бу-
дет содержать отрезок, соединяющий точку v1 и точку , а это значит, что 
угол между нормалью n гиперграни и вектором Akv1 в вершине v1 будет равен π ⁄ 2 (рис. 6).

Рис. 6. Построение многогранника с использованием направления .

Действительно, так как компоненты нормали определяются формулами (8), а в состав 
гиперграни входят точки v1 и , то условие (9) можно переписать так: 
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.

Очевидно, что третья строка является линейной комбинацией первых двух, то есть 
определитель равен нулю, что, в свою очередь, дает φ = π ⁄2.

Следовательно, остается вопрос выбора шага h. В данной статье величину шага пред-
лагается вычислять пропорционально кривизне решения  (At – матричная 
экспонента, матрица, зависящая от t, которая используется для универсального решения 
линейного дифференциального уравнения). Из дифференциальной геометрии [14] из-
вестно, что радиус кривизны в многомерном пространстве определяется соотношением:

,

где γ(t) – параметрическая кривая. 
В случае γ(t) = x(t), т.е. когда надо найти радиус кривизны фазовой траектории линей-

ной системы, 

,

.

Таким образом, в каждой точке фазового пространства оказывается возможным найти 
радиус кривизны соответствующей траектории . Найдя среди всех вершин 
некоторого многогранника такую вершину v1, у которой значение (Akv1,n) максимально 
для всех   и n (под n понимается нормали к граням, содержащим x0), можно полу-
чить новую точку:

где ε – заранее заданное положительное число, параметр алгоритма, выбираемый до на-
чала его работы. Окончательно получаем формулу расчета новых точек для многогран-
ной поверхности уровня функции Ляпунова:

.                                                              (10)
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На основании приведенных уравнений предлагается следующий алгоритм построе-
ния поверхности уровня функции Ляпунова (4):

Шаг 1. Задается выпуклый центрально-симметричный многогранник P0 с непустой 
внутренностью, а также положительное число ε.

Шаг 2. Для вершины v1 многогранника Pi (i – номер итерации, алгоритм начинается 
с i = 0), у которой значение (Akv1,n) максимально, вычисляется точка v2 по формуле (10).

Шаг 3. С помощью алгоритма «под-над» cтроится выпуклая оболочка Pi+1 много-
гранника Pi и точки v2. Если P

i+1 ≠ Pi, то начинается новая итерация и шаги 2−4 повто-
ряются. Если на какой-то итерации Pi+1 = Pi, то процедура прекращается, и полученный 
многогранник является поверхностью уровня функции Ляпунова (4).

Шаг 4. Если количество итераций i превышает некоторый заранее установленный 
предел N, то это свидетельствует либо о том, что система неустойчива, либо о том, что 
она находится вблизи границы устойчивости. Тогда следует уменьшить ε и повторить 
алгоритм сначала. Если алгоритм не останавливается на шаге 3 при любом ε, то система 
(1) неустойчива.

Подчеркнем, что при уменьшении ε затрачивается больше вычислительных ресур-
сов, и растет время выполнения алгоритма. Если процедура расчета по алгоритму завер-
шилась успешно, то по полученному многограннику можно восстановить функцию (4), 
для чего необходимо в качестве lv взять нормали к граням многогранника, деленные на bv. 
На шаге 3, когда требуется построить выпуклую оболочку новой точки v2 и многогранни-
ка Pi, используется алгоритм «под-над». 

Как отмечалось выше, самым трудоемким (с вычислительной точки зрения) в этом 
алгоритме является процесс поиска первой «видимой» грани [10, 11]. Однако в нашем 
случае для поиска первой «видимой» грани достаточно проверить только грани, содер-
жащие в своем составе v1 из (10). Если же окажется, что v2 «под» всеми этими гранями, то 
добавлять точку v2 не нужно. Вопросы применения алгоритма построения поверхности 
уровня функции Ляпунова (4) к конкретным системам рассмотрены ниже.

Пример 1. На рис. 1 дана структурная схема системы управления. Передаточная 
функция линейной части системы

.

Нелинейный нестационарный элемент φ(σ,t) удовлетворяет секторным ограничениям.

.

Определим граничный коэффициент δгр такой, чтобы система была устойчива при 
любом δ < δгр  и неустойчива при δ ˃ δгр.

Чтобы решить эту задачу, преобразуем систему на рис. 1 к виду (2). Линейную часть   
W(p) представим в виде:



65Российский технологический журнал   2017   Том 5  № 6

В.П. Бердников

,

.                                                                                         (11)

Переменная u является входом, подаваемым на линейный блок. Как видно из струк-
турной схемы (рис. 1), в данном случае u = φ(σ,t). Остается заметить, что вход   нелиней-
ного элемента записывается следующим образом:

.                                                                                                              (12)

Следовательно, данная система описывается уравнениями вида (1). Поскольку в ней 
лишь один нелинейный нестационарный блок (m = 1), то количество входящих в (2) ма-
триц равно двум, и λ1 из (3) принимает значения , которые являются гра-
ницами сектора нестационарной нелинейности φ(σ,t).

,

                                                                                                                                          (13)

.

Сформированные матрицы позволяют непосредственно применить алгоритм  для 
анализа устойчивости исходной системы. Чтобы продемонстрировать эффективность 
предлагаемого алгоритма, найдем наибольшее δ, при котором работают классические 
методы. При использовании кругового частотного критерия имеем δчк ≈ 1.25.

Для определения δгр с помощью алгоритма начнем постепенно увеличивать δ, на-
чиная с малых значений, до тех пор, пока алгоритм будет строить поверхность уровня 
функции Ляпунова. Каждому значению δ необходимо подобрать такой коэффициент ε из 
(10), при котором может быть успешно построена поверхность уровня функции Ляпуно-
ва (4). Результаты численных экспериментов приведены в табл. 1. На рис. 7 представлены 
соответствующие первому и последнему экспериментам поверхности уровня функций 
Ляпунова.

Увеличение значения δ требует уменьшения параметра ε, а это, в свою очередь, ведет к 
росту числа граней поверхности уровня Ляпунова (в данном случае многоугольника, рис. 
7). Уже при значении δ = 2.2 не удается подобрать такое даже очень малое ε, позволяющее 
построить функцию Ляпунова, что может свидетельствовать о близости к границе устой-
чивости при таком значении δ. При приближении системы к границе устойчивости коли-
чество граней начинает быстро расти. Из табл. 1 видно, что при δ = 1.1 количество граней 
равно 38, а при δ = 2.15 количество граней уже составляет 1420. Понятно, что при этом 
требуется больше времени. В первом эксперименте (табл. 1) на построение многогранника 
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уходит всего 0.072 с, тогда как в восьмом эксперименте затраченное время составляет 
уже 4.655 с, но даже такое время является вполне достаточным и позволяет рассматри-
вать возможность применения алгоритма для систем малой размерности в тех случаях, 
когда требуется рассчитывать устойчивость системы в режиме реального времени.

Таблица 1. Количество граней при различных размерах секторных ограничений 
для системы второго порядка

№ п/п Количество граней δ ε Затраченное время, с
1 38 1.1 1.190 0.072
2 46 1.25 0.160 0.086
3 56 1.4 0.130 0.109
4 74 1.55 0.095 0.121
5 96 1.7 0.075 0.148
6 144 1.85 0.050 0.207
7 282 2.0 0.025 0.423
8 1420 2.15 0.005 4.655

а б

Рис. 7. Поверхности функций Ляпунова: а) δ = 1.1, ε = 1.190; б) δ = 1.25, ε = 0.005.

Наибольшее значение δ, для которого удается построить многогранную поверхность 
уровня функции Ляпунова (4), равно 2.15, т.е. δгр = 2.15. Сопоставление с классическими 
методами, которые дают максимальное δчк, равное 1.25 [7], убедительно показывает, что 
предложенный алгоритм позволяет существенно (в 1.7 раза) улучшить оценку истинной 
границы устойчивости. Это может иметь чрезвычайно важное значение, в частности, в 
системах с высокой степенью управляемости, имеющих ограниченную область устой-
чивости. Кроме того, при проектировании нечетких регуляторов на первом этапе син-
теза определяют максимальный размер сектора, в котором должна лежать нелинейная 
характеристика нечеткого регулятора [15]. Так как предложенный алгоритм увеличивает 
границы секторов по сравнению с классическими методами, то появляется возможность 
обоснованно синтезировать более точные и быстродействующие САУ на основе нели-
нейных (нечетких) законов управления.

В примере 1 описана система второго порядка. Рассмотрим систему третьего порядка 
(d = 3) и установим, как влияет увеличение порядка системы на время работы алгоритма. 
В этом случае поверхность уровня функции Ляпунова (4) будет уже не многоугольником, 
а многогранником в трехмерном пространстве.
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Пример 2. Линейная часть системы описывается передаточной функцией 

.

В структурной схеме (рис. 1) по-прежнему считаем, что нелинейный нестационар-
ный элемент удовлетворяет секторным ограничениям

.

Максимальное значение δ, для которого выполняется круговой частотный критерий, 
равно kчк ≈ 2.28 [16]. Воспользуемся формулой (3).

 

Составим таблицу численных экспериментов при различных значениях δ (табл. 2). 
Как и в примере 1, при увеличении δ требуется уменьшать ε, что приводит к увеличению 
количества граней и, соответственно, времени расчета. Если при δ = 1 на построение по-
верхности уровня из 372 граней требуется 1.335 с, то при δ = 3 затрачивается уже 27.402 с, что 
значительно больше, чем для системы второго порядка, также находящейся у границы 
устойчивости. При δ = 3.5 необходимо брать ε настолько малым, что время работы алго-
ритма начинает измеряться в минутах.

Таблица 2. Количество граней при различных размерах секторных ограничений 
для системы третьего порядка

№ п/п Количество граней δ ε Затраченное время, с
1 372 1.0 0.220 1.335
2 636 1.5 0.175 2.305
3 760 2.0 0.135 8.272
4 1644 2.5 0.095 9.729
5 2936 3.0 0.065 27.402

На рис. 8 приведена поверхность уровня функции Ляпунова для случая эксперимента 
№ 1 и эксперимента № 2.

Из приведенных расчетов видно, что разработанный алгоритм позволяет определить 
максимальное значение δ, равное 3, что больше kчк , которое было определено с помощью 
классического метода. Анализ поверхностей, изображенных на рис. 7 и 8 позволяет сде-
лать вывод о достаточно сложной форме поверхности функции Ляпунова системы (2), 
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а б
Рис. 8. Поверхность уровня функции Ляпунова: а) δ = 1, ε = 0.220; б) δ = 3, ε = 0.065.

находящейся близко к границе устойчивости. Очевидно, что такая форма не может быть 
аппроксимирована поверхностью уровня квадратичной функции Ляпунова (эллипсои-
дом соответствующей размерности), что в известном смысле и объясняет достаточность 
критериев устойчивости, основанных на квадратичных функция Ляпунова и частотных 
методах.

4. Анализ влияния начального многогранника на время работы 
разработанного алгоритма

В примерах 1 и 2 предполагалось, что на первом шаге работы в качестве начального 
многогранника выбирается выпуклая оболочка точек

···
 

где d – размерность пространства. 
Общее количество точек равно 2d, в случае d = 2 начальный многогранник – это 

ромб, при d = 3 – октаэдр. Найдем, как задание начального многогранника влияет на 
время работы алгоритма и количество граней в построенном многограннике на границе 
устойчивости. Для этого рассмотрим систему из первого примера с δ = 2.15. Будем после-
довательно задавать различные выпуклые центрально-симметричные четырехугольники 
и далее применять остальные шаги алгоритма. 

На рис. 9 приведены временные затраты при задании 100 вариантов многогранников. 

Рис. 9. Время, затрачиваемое алгоритмом, при случайном задании начального 
многогранника для системы второго порядка.

Из диаграммы на рис. 9 можно сделать вывод, что при определенных конфигурациях 
начального многогранника время работы алгоритма может существенно увеличиваться и 
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превышать среднее время расчета более, чем в два раза. Следовательно, корректный вы-
бор начального многогранника может существенно сократить время работы алгоритма 
на границе устойчивости.

Ниже приведены данные о количестве граней построенных в этих экспериментах 
многогранников (рис. 10).

Рис. 10. Количество граней построенных многогранников для системы второго порядка.

Как видно, количество граней практически не зависит от конфигурации начально-
го многогранника и колеблется в диапазоне 1342−1400. Для практического применения 
алгоритма предлагается задавать начальный многогранник как выпуклую оболочку соб-
ственных векторов (fi и –fi) одной из матриц Ak, входящих в (3). Так, если в качестве на-
чального многогранника использовать собственные вектора матрицы A1, то затраченное 
время будет равняться 3.923 с, если матрицы A2, то 3.946 с.

Проведем такой же эксперимент для системы третьего порядка из примера 2. Диа-
грамма времени, затрачиваемого на работу алгоритма, приведена на рис. 11.

Рис. 11. Время, затрачиваемое алгоритмом при случайном задании начального 
многогранника, для системы третьего порядка.

Рис. 12. Количество граней построенных многогранников для системы третьего порядка.

Очевидно (рис. 11), что разница между минимальным и максимальным временем выпол-
нения алгоритма достигает 90 с, т.е. корректный выбор начального многогранника имеет боль-
шое значение. 

На рис. 12 показано количество граней построенных многогранников.
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В отличие от системы второго порядка, у системы третьего порядка наблюдается зна-
чительный разброс количества граней в различных экспериментах. 

Теперь в качестве начальных многогранников зададим выпуклые оболочки собствен-
ных векторов матриц A1 и A2. Для матрицы A1 время работы алгоритма равно 6.165 с, а 
для матрицы A2 3.946 с, что значительно меньше среднего времени работы алгоритма 
(примерно 40 с). 

Из полученных экспериментальных данных следует, что задание в качестве началь-
ного многогранника выпуклой оболочки собственных векторов (и противополож-
но-направленных) одной из матриц Ak существенно экономит время работы алгоритма.

Заключение

В работе получен алгоритм, обеспечивающий необходимые и достаточные условия 
устойчивости нелинейных нестационарных систем. В отличие от частотных методов, он 
позволяет выявлять полные области устойчивости в пространстве параметров. Даны ре-
комендации по выбору начальной конфигурации многогранника. Показано, что в качестве 
начального многогранника следует выбирать выпуклую оболочку обобщенных собствен-
ных векторов одной из матриц системы. Конкретные численные примеры подтверждают 
подобный выбор, который позволяет существенно снизить время работы предложенного 
нами алгоритма по сравнению с произвольным заданием начального многогранника. 

Вместе с тем сложность алгоритма (и, соответственно, время расчета) возрастает по 
мере роста порядка объекта, поэтому необходимо искать пути повышения быстродей-
ствия алгоритма в режиме реального времени. Одним из возможных путей является раз-
работка алгоритма построения гладких функций Ляпунова, определяющих необходимые 
и достаточные условия устойчивости нелинейных нестационарных систем.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект №16-19-00052).
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