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Резюме 
Цели. В  работе исследуется гравитационный потенциал вязкоупругой планеты, совершающей движение 
в гравитационном поле массивного притягивающего центра (звезды), спутника и еще одной или нескольких 
планет, движущихся по  кеплеровским эллиптическим орбитам относительно притягивающего центра. От-
личные от вязкоупругой планеты небесные тела моделируются материальными точками. В рамках линейной 
модели теории вязкоупругости решается задача нахождения вектора упругого смещения. Традиционно для 
определения гравитационного поля Земли используется модель твердого тела, а учет приливных деформа-
ций отражается в виде малых поправок к коэффициентам модели геопотенциала. В данной работе для учета 
приливных эффектов используется модель вязкоупругого шара. Актуальность темы исследования связана 
с высокоточным прогнозированием движения искусственных спутников Земли, высокоточным измерением 
гравитационного поля Земли. 
Методы. Используются асимптотические и  аналитические методы, разработанные В.Г. Вильке для меха-
нических систем, содержащих вязкоупругие элементы большой жесткости, методы классической механики, 
математического анализа. Построение графиков выполнено с помощью математического пакета Octave.
Результаты. На основе решения квазистатической задачи теории упругости путем вычисления тройных ин-
тегралов по шаровой области получена формула для гравитационного потенциала деформируемой планеты, 
а также вычислен гравитационный потенциал Земли с учетом твердотельных приливных эффектов от Луны, 
Солнца и Венеры во внешней точке. Построены графики, показывающие зависимость гравитационного по-
тенциала Земли от времени. 
Выводы. Из полученных теоретических и численных результатов следует, что основной вклад в гравитаци-
онный потенциал Земли вносят Луна и Солнце. Влияние других планет Солнечной системы мало. Значение 
гравитационного потенциала во внешней точке Земли с учетом приливных эффектов зависит как от положе-
ния точки в подвижной системе координат, так и от взаимного расположения небесных тел. 

Ключевые слова: гравитационный потенциал, вязкоупругая планета, приливы, орбита, элементы орбиты, 
математическое моделирование
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Abstract
Objectives. This paper investigates the gravitational potential of a viscoelastic planet moving in the gravitational field 
of a massive attracting center (star), a satellite and one or more other planets moving in Keplerian elliptical orbits 
relative to  the attracting center. Celestial bodies other than a viscoelastic planet are modeled by material points. 
Within the framework of the linear model of the theory of viscoelasticity, the problem of finding the vector of elastic 
displacement has been resolved. Traditionally, a solid body model is used to determine the Earth’s gravitational field, 
while tidal deformations are taken into account in the form of small corrections to the coefficients of the geopotential 
model. In this work, the viscoelastic ball model is used to take into account tidal effects. The relevance of the research 
topic is associated with high-precision forecasting of the movement of artificial satellites of the Earth, high-precision 
measurement of the Earth’s gravitational field.
Methods. In  this study the asymptotic and analytical methods developed by  V.G. Vilke are used for mechanical 
systems containing viscoelastic elements of high rigidity, as well as methods of classical mechanics, mathematical 
analysis. The graphs were plotted using the Octave mathematical package.
Results. After resolving the quasi-static problem of elasticity theory by calculating triple integrals over a spherical 
area, a  formula for the gravitational potential of  a  deformable planet was obtained. In  addition, the gravitational 
potential of the Earth was also calculated taking into account solid-state tidal effects from the Moon, Sun, and Venus 
at an external point. Graphs were constructed to show the dependence of the Earth’s gravitational potential on time.
Conclusions. The theoretical and numerical results established herein show that the main contribution to  the 
gravitational potential of the Earth is made by the Moon and the Sun. The influence of other planets in the solar system 
is small. The value of the gravitational potential at the outer point of the Earth, taking into account tidal effects, depends 
both on the position of the point in the moving coordinate system and on the relative position of celestial bodies.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из  важнейших задач в  настоящее время 
является определение формы геоида Земли  (экви-
потенциальной поверхности земного поля тяжести). 
Это необходимо для топографических съемок раз-
личных масштабов, определения координат пово-
ротных точек земельных участков при постановке 
на  кадастровый учет, инженерных изысканий, гео-
дезического обеспечения строительства и т.д. Чтобы 
определить точную поверхность геоида в любой точ-
ке планеты, необходимо выполнить совокупность 
измерений на поверхности геоида или в конкретной 
точке на поверхности Земли с учетом характера рас-
пределения масс, что практически неосуществимо.

Для решения этой задачи на  околоземную орбиту 
были отправлены космические аппараты GRACE (со-
вместная спутниковая миссия NASA и  Германского 
центра авиации и  космонавтики, 2002  г.) и  GOCE 
(Европейское космическое агентство, 2009 г.). С помо-
щью данных спутников были получены важные с точки 
зрения гравиметрии и высшей геодезии данные. В част-
ности, была построена усовершенствованная модель 
геоида, которая превосходит по точности все предыду-
щие. Тем не менее, учитывая так называемые прилив-
ные эффекты, в т.ч. упругие деформации всего земного 
шара под действием силы тяготения Луны и Солнца, все 
полученные результаты измерения формы геоида Земли 
представляют собой некоторую усредненную картину 
и выполнены с определенной погрешностью.

Для решения фундаментальной задачи получе-
ния реальной формы геоида Земли с учетом всех при-
ливных эффектов еще в  1950  г. советским ученым 
М.С. Молоденским было предложено [1, 2] вместо ге-
оида использовать поверхность близкую к нему – ква-
зигеоид, который не требует знания внутреннего строе-
ния земной коры. При сравнении квазигеоида и геоида 
необходимо учитывать, что в высоких горах расхожде-
ние будет приблизительно на 2–4 м, в низменных рав-
нинах на 0.02–0.12 м, а на водной поверхности расхож-
дений не будет. Поверхность квазигеоида определяется 
значениями гравитационного потенциала. 

В работе [3] дается обзор методов изучения клас-
сической теории приливов. Впервые мысль о вековом 
замедлении вращения Земли под действием при-
ливного трения была высказана И. Кантом в 1755 г. 
Первые фундаментальные исследования по влиянию 
приливов на движение планет и спутников принадле-
жат Дж.Г. Дарвину [4]. В связи с освоением космиче-
ского пространства в 60-е годы прошлого века, а так-
же в связи с появлением атомных стандартов времени 
интерес к приливной теории возродился вновь [5].

В настоящее время в  соответствии с  соглаше-
ниями IERS1  (2010  г.)  [6] приливные деформации 

1  International Earth Rotation and Reference Systems Service.

регистрируются в виде небольших поправок к коэф-
фициентам геопотенциальной модели. 

Приливы в  планетах и  их естественных спутни-
ках играют важнейшую роль в их динамике и являют-
ся причиной перехода в  спин-орбитальный резонанс 
1:1 [4, 5, 7]. Считается также, что приливные силы при-
водят экзопланеты в спин-орбитальные резонансы бо-
лее высокого порядка с их родительскими звездами [8]. 

Лунно-солнечные приливы влияют на изменение 
угловой скорости вращения Земли  [9–11], погоды 
и  климата  [12], оказывают влияние на  вулканиче-
скую деятельность  [13]. Актуальность темы иссле-
дования связана с высокоточным прогнозированием 
движения искусственных спутников Земли [14–17]. 

Целью данной работы является вывод формулы 
для гравитационного потенциала планеты, моделиру-
емой вязкоупругим телом шарообразной формы, дви-
жущимся в  гравитационном поле притягивающего 
тела, естественного спутника и  еще одной планеты. 
Для достижения поставленной цели используется ме-
тод разделения движения для механических систем, 
содержащих вязкоупругие тела большой жестко-
сти [18]. Данная работа является продолжением и раз-
витием результатов, полученных в работах [19, 20].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Для исследования гравитационного потенциала 
деформируемой планеты рассмотрим механическую 
систему, состоящую из  неподвижного притягиваю-
щего центра  (материальной точки O  с массой m1), 
связки «вязкоупругая планета – спутник» и еще од-
ной планеты. Спутник и вторую планету будем мо-
делировать материальными точками F и P с массами 
m2  и  m3  соответственно, а  исследуемую планету  – 
однородным вязкоупругим телом, имеющим форму 
шара радиуса r0 при отсутствии деформаций. Масса 
вязкоупругой планеты равна m, а плотность – ρ. 

Пусть OXYZ − инерциальная система координат, 
начало которой совпадает с  притягивающим цен-
тром; Dx1x2x3 − подвижная, связанная с  вязкоупру-
гой планетой, система координат с началом в ее цен-
тре масс D; C  − барицентр системы «вязкоупругая 
планета  – спутник». Также введем в  рассмотрение 
системы осей Кёнига CX′Y′Z′ и DX″Y″Z″ (рис. 1). 
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Рис. 1. Постановка задачи
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Положим 1 OCR =  и  2 ,DFR =  3 .OPR =  
Согласно постановке задачи 

	 2 1 2 1,  .m m m R R   � (1.1)

Деформации вязкоупругой планеты в точке M с 
радиус-вектором r описываются вектором упругого 
смещения u(r, t). В  подвижной системе координат 
Dx1x2x3

u = (u1, u2, u3), r = (x1, x2, x3). 

Радиус-вектор точки M  в системе координат 
OXYZ имеет вид:

	 � � � �� �, , ,t OD tr r u rζ � � Γ � � (1.2)

где Γ - матрица перехода от подвижной системы ко-
ординат Dx1x2x3 к системе координат DX″Y″Z″.

Для определения центра масс деформирован-
ной планеты  (радиус-вектора )OD  и  связанной 
с  ней системы координат Dx1x2x3  необходимо вы-
полнение условий [7]:

	
� �� �
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V

OD t dx dx
m

dx dx dx xd dx

r u

u

� ζ � �

� ��
� (1.3)

где интегрирование производится по шару радиуса 
r0: V = {r ∈  3, |r| ≤ r0}, 3 – евклидово пространство.

С учетом условий (1.3) радиус-векторы ,OD OF  
точек D и F выражаются через векторы R1, R2 следу-
ющим образом:

    2
1 2 1 2

2 2
,  .

m mOD OF
m m m m

R R R R= - = +
+ +

� (1.4)

Потенциальная энергия гравитационных по-
лей данной механической системы представляется 
в виде:

� �
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где f − универсальная гравитационная постоянная.
Вязкоупругие свойства планеты описываются 

следующими параметрами: модулем Юнга E, коэф-
фициентом Пуассона ν  и коэффициентом вязкого 
трения χ  (χ  >  0). Потенциальную энергию упругих 

деформаций   и диссипативный функционал D за-
дадим согласно линейной модели [7, 18]:
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Будем считать, что точки D, C, F, P  движут-
ся в  плоскости OXY, а  R1, R2, R3  - заданные век-
тор-функции времени. Кроме того, предполагаем, 
что вектор угловой скорости ω  системы координат 
Dx1x2x3 относительно DX″Y″Z″ постоянен. Этот век-
тор определяется равенством

1 ,a a��ω� � Γ Γ

где a − произвольный вектор.

2. ВЕКТОР УПРУГОГО СМЕЩЕНИЯ

Согласно вариационному принципу Даламбера – 
Лагранжа имеет место равенство [18, 21]:

dx V rot  0      W .� λ � � �� �

� � � � � �� �

� �� �

  

1

 31
2 2

, ,  
V V

V

dx D dxu u u

u u

�� �E� �� � � �� � � �� � � � �� �

�
(2.1)

Множители Лагранжа λ1, λ2 в (2.1) соответству-

ют условиям  (1.3), ( )( )31
2W V  - пространство 

Соболева. 
Согласно (1.2) и (1.4) 
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В равенстве (2.2) учтено, что орбитальное и вра-
щательное движения механической системы заданы, 
поэтому вариации R1, R2, Г равны нулю.

Далее:
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Пояснение к  нахождению вариации  (2.3) функ-
ционала П: пусть a = (a1, a2, a3), тогда 

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2
1 2 3

3/22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

3 3
2 2 2
1 2 3

3

1 1

1
2

2 2 2

22

,
.

a a a

a a a a a a

a a a a a a a a a

a a a

a

a

a a

a

-

δ = δ =
+ +

= - + + δ + + =

δ + + δ + δ + δ
= - = - =

+ +

δ
-

⋅

=

С учетом (2.2):
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Считаем, что жесткость материала деформируе-
мой планеты является большой, т.е. 

2 2 1
0ˆ 1.r E�� � ��ω �  Векторы u(r,  t), λ1  и  λ2  можно 

искать в виде разложений по степеням 1E-ε =  [18]:

u(r, t) = εu1(r, t) + ε2u2(r, t) + ... ,

λ1(t) = λ10(t) + ελ11(t) + ... , λ2(t) = λ20(t) + ελ21(t) + ... .

Из уравнения (2.1) с учетом (2.4), (2.5) для век-
тор-функции u1 получим равенство:
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Последнее слагаемое в (2.6) следует из формулы 
Остроградского – Гаусса, представленной в виде:
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20 20, rot ,
V V

dx d
�
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где ∂V - граница области V, а n - нормаль к ∂V.
Следуя [7, 18], подставим в (2.6) последователь-

но u r� ��α�  и  3,   .u� � α α�  В  результате полу-
чим:
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Также при выводе соотношения (2.7) было учте-
но равенство 

 

3 3 , 
V

mdxa r a

a r a

+
ρ =

+
∫

здесь вектор a не зависит от r. 
Так как размеры деформируемой планеты мно-

го меньше расстояний между взаимно тяготеющими 
телами, то

,     ,     .OD FD PDr r r  

Если ,r a<<  то 
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Тогда уравнение (2.6) примет вид:
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(2.8)

Здесь
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Так как 3
0

4 ,
3

m r= π ρ  то из (2.7) следует
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С учетом (2.10) получим из (2.8) следующую за-
дачу для определения u1(r, t):
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Здесь
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Решение задачи (2.11)–(2.12) имеет вид [7, 22]:

u1(r, t) = u10(r, t) + u11(r, t) + 

	 + u12(r, t) + u13(r, t),� (2.13)
где
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Вектор упругого смещения u  связан с  век-
тор-функцией u1 равенством:

	 ( ) ( )1
1, , .t t
E

u r u r= � (2.17)

В формуле  (2.13) слагаемое u10  отвечает 
за  сплюснутость планеты вдоль оси вращения, 
а  функции u1k  (k  =  1,  2,  3) описывают приливные 
деформации планеты, вызванные гравитационными 
полями небесных тел O, F и P. 

3. ГРАВИТАЦИОННЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 
ВЯЗКОУПРУГОЙ ПЛАНЕТЫ  

ВО ВНЕШНЕЙ ТОЧКЕ

Используя вектор упругого смещения (2.17), гра-
витационный потенциал планеты можно вычислить 
по формуле: 

	 � �
� �� �

, .
,V

dxt f
t

R
r u r R

�
� � �

Γ � �� � (3.1)

Здесь DKR =  − радиус-вектор точки K, в кото-
рой определяется потенциал, r − радиус-вектор эле-
мента объема dx с плотностью ρ. Вектор R в форму-
ле (3.1) задан в системе координат DX″Y″Z″. Интеграл 
вычисляется по шару V радиуса r0. 

Предполагается, что 

	 � � 1
0 , , .r tR u r r R� �� �Γ � (3.2)

Согласно построенной модели, движение точек 
C, F, D, P происходит в плоскости OXY. Координаты 
векторов R1, R2, R3 в инерциальной системе OXYZ 
представляются в виде:
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ai − большая полуось, ei − эксцентриситет, gi − долго-
та перицентра, ϑi − истинная аномалия орбиты конца 
вектора Ri. Величины ai, ei, gi являются постоянны-
ми параметрами задачи, а истинные аномалии – за-
висящими от времени функциями: 
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Величины Ti в формуле (3.3) − соответствующие 
периоды обращения. 

Матрицу перехода от подвижной системы коор-
динат Dx1x2x3 к системе DX″Y″Z″ можно представить 
в виде произведения:
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Здесь ψ, θ, φ  – углы Эйлера  [21]. Связь между 
координатами вектора угловой скорости ω планеты 
p, q, s в системе координат Dx1x2x3 и углами Эйлера 
выражается посредством кинематических уравне-
ний Эйлера:

	
sin sin cos ,
sin cos sin ,
cos .                 

p
q
s









 

 = ψ θ ϕ + θ ϕ
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= ψ θ ϕ - θ ϕ
 = ψ θ + ϕ

� (3.4)

Направляя ось Dx3  по  вектору ω, получим  
ω  =  (0, 0, ω). Поэтому из  системы  (3.4) следует: 

0, 0, ,

 ψ = θ = ϕ = ω  т.е. углы ψ, θ постоянны, а φ яв-
ляется линейной функцией времени. Без ограниче-
ния общности можно считать, что ψ0 = 0. Поэтому 
матрицы Г и Г−1 представляются равенствами:

Γ = Γ1(θ0)Γ3(φ), Γ−1 = Γ3(−φ)Γ1(−θ0),

ψ = ψ0(ψ0 = 0), θ = θ0, φ = ωt + φ(0).

Зададим радиус-вектор внешней точки K в под-
вижной системе координат Dx1x2x3 с помощью сфе-
рических координат R, λ, μ  ( ,R DK=  λ − долгота, 
μ − широта):

rK = Γ−1R = ReR, 

eR = (cosλcosμ; sinλcosμ; sinμ), R = r0 + h, h > 0. �
(3.5)

С учетом условий  (3.2) гравитационный потен-
циал (3.1), линеаризованный по компонентам векто-
ра u, имеет вид:
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Подставим в (3.6)
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где вектор-функции u1k определяется формула-
ми  (2.14)-(2.16). Вычислим тройные интегралы 
в  (3.6), используя значения вспомогательных инте-
гралов:

� �

� � � �

� �� � � � � �

2
0

3 3

22
0 0

3 3 5

, ,
, 0, 0,

, , , 3 ,
,

5

V V V

V

V dx dxdx

r Vdx

r a r r r a r
r a a r a r a

r r a a

r a a a

� �
� � �

� � �

� �ω � ω ω ω ω
� �� �

� � �� �

� � �

�

� �� � � � � � � �

� �� � � � � �

2 24
0 0

3 3 5

242
0 0

3 3 5

2, , , 3 ,
,

35

, , , 3 ,
,

7

V

V

r Vdx

r Vdx

r r a r a

r a a a

r r r a a

r a a a

� �ω � ω ω ω
� �� �

� � �� �
� �ω � ω ω ω ω� �� �� �

� � �� �

�

�

где 3
0 04 3.rV = π  После вычисления тройных инте-

гралов по  шаровой области V  получим следующее 
выражение для гравитационного потенциала:
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Здесь
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Единичный вектор eR  в подвижной системе ко-
ординат Dx1x2x3 задан с помощью сферических ко-
ординат λ и μ согласно (3.5).

Выразим qk через элементы орбит. Согласно (2.9)
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где 1 1 2 212 g g= + ϑ - - ϑγ  - угол между векторами 
R1 и R2, R1 = |R1|, R2 = |R2|.

В силу условия (1.1)
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Формулу (3.8) перепишем в виде:
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Далее: 
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Найдем координаты векторов 1  1,  2,  3:,k kR�Γ �

	

� � � �
� �

� �

1
3 1 0

2
,

1
1 cos

k k

k k
k k k

k k

a e
R

e

R R�Γ � Γ �� Γ ��

�

�

�

� η � η
�

� (3.12)

	 � �1 2 3, , ,k k k kη � � � � � (3.13)

( ) ( )1 0cos cos g sin cos sin g ,k k k k kη = ϕ + ϑ + ϕ θ + ϑ

( ) ( )2 0sin cos g cos cos sin g ,k k k k kη = - ϕ + ϑ + ϕ θ + ϑ

( )3 0sin sin g .k k kη = - θ + ϑ

Используя (2.9) и (3.12), найдем координаты век-
торов ξk:

	
� �

� �

1 1 21 21 2
21

2 2 3 13 13 1 3
13
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1 ,

1

k h
F

k h
F

ξ � η � η
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Таким образом, вычисление скалярных произ-
ведений (ξk, eR) сводится к вычислению скалярных 
произведений (ηk, eR). Используя (3.5), (3.13), (3.14), 
получим:

	

� � � � � �
� � � �

� �
0

0

, cos cos g

sin cos sin g cos

sin sin g sin .

k R k k

k k

k k

e �η � � � � � � ��
�� � � � � � � � � ��

� � � � �

� (3.15)

Из (3.14) и (3.15) следует

	

� �� � � �

� � � �

� � � � � �� �

1 1 21 21 2
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2 2

3 13 13 1 3
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R R
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k h
F

k h
F

e e

e e

e e e

� �ξ � η � η

ξ � � η

ξ � η � η

� (3.16)

Так как ω = (0, 0, ω), то

	 � �, sin .Reω � � � � (3.17)

Учитывая, что влияние диссипативных сил 
на промежутках времени, соизмеримых с периодом 
обращения планеты вокруг собственной оси, мало́, 
преобразуем формулу (3.7), положив χ = 0: 
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Согласно формуле  (3.18) для оценки вклада 
в  гравитационный потенциал Земли от  Солнца, 
Луны и других планет Солнечной системы необхо-

димо оценить величину 3 .k

k

m
q

 Индекс k = 1 соответ-

ствует влиянию Солнца, индекс k  =  2  – влиянию 
Луны, а k = 3 – влиянию планеты. Считая все орбиты 
круговыми, получим:

( ) ( )

1 1 2 2
3 3 3 3
1 1 2 2

3 3 3
3 3 3

31 2 1 2

, ,

.

m m m m
q R q R
m m m

qR R R R

≈ =

≤ ≤
+ -

Для Солнца и Луны значения указанной величи-
ны, выраженные в 1024 кг/(а.е.)3, таковы: 

3 6 3 6
1 21 21.989 10 , 4.332 10 .m q m q= ⋅ = ⋅

Таблица. Влияние гравитационных полей планет 
Солнечной системы на гравитационный потенциал 
Земли (единица измерения 1024 кг/(а.е.)3)

Планеты
( )

3
3

1 2

m

R R+ ( )
3

3
1 2

m

R R-

Меркурий 0.124 1.434
Венера 0.951 229.889
Марс 0.04 4.47

Юпитер 7.953 25.565
Сатурн 0.486 0.914
Уран 0.011 0.014

Нептун 3.415 ∙ 10−3 4.17 ∙ 10−3

Результаты вычислений минимального и  макси-
мального значений величины 3

3 3 ,m q соответствую-
щие планетам Солнечной системы, представлены 
в  таблице. Численные значения выражены 
в 1024 кг/(а.е.)3 (1 а.е. = 1.495978707 ∙ 1011 м). Из по-
лученных результатов следует, что основной вклад 
в  гравитационный потенциал Земли вносят Луна 
и Солнце. Влияние других планет Солнечной систе-
мы мало́. Максимальное значение величины 3

k km q  
достигается Венерой в  момент ее  максимального 
сближения с Землей. Но даже это значение имеет по-
рядок 10−4 по сравнению со значениями соответству-
ющих числовых коэффициентов для Луны и Солнца.

Преобразуем выражение  (3.18), выделив без-
размерные коэффициенты и учитывая (3.16)–(3.17), 
таким образом получим следующую формулу для 
гравитационного потенциала вязкоупругой планеты 
с учетом приливных эффектов:
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(3.19)

где
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Применим полученный результат для вычисле-
ния гравитационного потенциала Земли, движущей-
ся в гравитационном поле Солнца, Луны и Венеры. 
Возьмем следующие значения параметров, входя-
щих в формулы (3.3), (3.9)–(3.11), (3.20) [23]:

r0 = 6.378 ∙ 106 м, h = 3 ∙ 105 м, E = 1.2 ∙ 1011 кг/(м ∙ с2),  
ν = 0.2, ω = 7.2922 ∙ 10−5 с−1,

f = 6.672 ∙ 10−11 м3/(кг ∙ с2), m = 5.9736 ∙ 1024 кг, 
m1 = 1.98911 ∙ 1030 кг, m2 = 7.349 ∙ 1022 кг, 

m3 = 4.8685 ∙ 1024 кг,

a1 = 1.4959787 ∙ 1011 м, a2 = 3.844 ∙ 108 м, 
a3 = 108208627813 м,

e1 = 0.01671022, e2 = 0.0549, e3 = 0.00676, 
θ0 = 23.45° = 0.409280 рад,

T1 = 365.26 сут, T2 = 27.321661 сут, T3 = 224.7 сут,

g1 = 1.7967674 рад, g2 = 0 рад, g3 = 2.2956836 рад.

Безразмерные коэффициенты, входящие в (3.19), 
имеют следующие значения:

k0 = 5.73271 ∙ 10−4, k1 = 1.283118 ∙ 10−8, 

k2 = 2.817287 ∙ 10−8, k3 = 8.2926 ∙ 10−14,

k21 = 3.114226 ∙ 10−5, k13 = 1.382169.

В качестве безразмерного времени возьмем чис-
ло оборотов Земли вокруг собственной оси:

( )0
.

2 2
tω + ϕϕ

t = =
π π

Обозначая штрихом производную по τ, получим 
из (3.3): 

( )
( )

2 rot
3 22

2
1 cos , , 1, 2, 3,

1
i i i i i

i i

T
N e N i

e T

π
′ϑ = + ϑ = =

-

где Trot = 23.93419 ч − период обращения Земли во-
круг собственной оси. Значения безразмерных коэф-
фициентов Ni:

N1 = 0.017162, N2 = 0.230381, N3 = 0.027888.

Введем в  рассмотрение безразмерную функ-
цию  − относительный гравитационный потенци-
ал П1:

0
1 0

0
, .fm

R
Π - Π

Π = Π = -
Π

Согласно (3.19)

П1 = П10 + П11, П10 = k0(1 − 3sin2μ) = const,
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Слагаемое П10  отвечает за  возмущающую часть 
гравитационного потенциала, вызванную сжатием 
Земли вдоль оси вращения, которая не  изменяет-
ся со  временем. А  функция П11, задаваемая форму-
лой (3.21), − зависящая от времени часть гравитацион-
ного потенциала, вызванная приливными эффектами.

На рис. 2–4  изображены построенные с  помо-
щью математического пакета Octave2 графики функ-
ции П11 = П11(τ), описывающие гравитационный по-
тенциал Земли во внешней точке в течение 30 дней 
на высоте h = 300 км от поверхности Земли на раз-
ных широтах (0°, 30°, 60°). В начальный момент вре-
мени заданы следующие параметры:

( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3

0 0.0433335, 0 0, 0 0.8804619,
1.7967674, 0, 2.2956836, 0.g g g

ϑ = - ϑ = ϑ =

= = = l =

2   https://octave.org/. Дата обращения 16.05.2023. / 
Accessed May 16, 2023.

7.92776

4.83576

1.74376

–1.34824

–4.44024

П
11

(τ
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, µ
) ·
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Рис. 2. Изменение гравитационного потенциала 
Земли во внешней точке со сферическими 

координатами R = 6.678 ∙ 106 м, λ = 0, μ = 0 за 30 суток

https://octave.org/
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Одно деление по оси абсцисс соответствует двум 
суткам.

Как видно из  полученных графиков, зависи-
мость гравитационного потенциала от времени име-
ет сложный колебательный характер и существенно 
зависит от географической широты точки, над кото-
рой он измеряется.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получена формула для гравитационно-
го потенциала планеты, моделируемой вязкоупру-
гим шаром, учитывающая приливные эффекты, вы-
званные гравитационными полями ее естественного 
спутника, притягивающего центра (звезды) и другой 
планеты. На  основе построенной модели показа-
но, что основной вклад в  приливную компоненту 
гравитационного потенциала Земли вносят Луна 
и  Солнце. Выполнены оценки влияния гравитаци-
онных полей остальных планет Солнечной на грави-
тационный потенциал Земли, которая моделируется 
вязкоупругим телом. Построены графики зависимо-
сти от  времени приливной компоненты гравитаци-
онного потенциала в  трех различных точках в  свя-
занной с Землей системе координат, расположенных 
на разных широтах на высоте 300 км от поверхности 
Земли.

Вклад авторов. Все авторы в  равной степени 
внесли свой вклад в исследовательскую работу.

Authors’ contribution. All authors equally 
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Рис. 3. Изменение гравитационного потенциала 
Земли во внешней точке со сферическими 

координатами R = 6.678 ∙ 106 м, λ = 0, 
μ = π/6 за 30 суток
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Рис. 4. Изменение гравитационного потенциала 
Земли во внешней точке со сферическими 

координатами R = 6.678 ∙ 106 м, λ = 0, 
μ = π/3 за 30 суток
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