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В рассматривается задача Коши для линейного параболического уравнения 

второго порядка:  . Матрица коэффициентов a(x) изме-

рима, симметрична и 1-периодична по каждой переменной . Задача моделиру-
ет диффузию в неоднородной среде, имеющей периодическую структуру. Решение u(x, t) 
можно интерпретировать, например, как плотность распределения некоторой случайной 
величины в момент времени t и тогда подразумевается, что начальное распределение f(x) 
– неотрицательная функция, интеграл от которой по равен 1. Известно, что при 
большом значении времени t решение u(x,t) близко к решению задачи Коши: 

с постоянной матрицей диффузии . Иными словами, 

при больших t диффузия в периодической среде описывается эффективно через диффу-
зию в однородной среде, которой соответствует постоянная матрица диффузии , назы-
ваемая матрицей эффективной диффузии. Недавно была доказана оценка погрешности 
приближения функции u(x,t) решением  в норме лебегова -пространства по сечению 
t=const для любого . Эта оценка порядка  при  и имеет опера-
торный тип. В настоящей работе найдено приближение для решения исходной задачи 
с оценкой погрешности того же типа, но порядка  при . Это приближе-
ние оказывается суммой нулевого приближения  и некоторого корректора. Обо-
снование проведено при дополнительном условии липшицевости матрицы диффузии 
a(x). Описанный выше результат используется для построения аппроксимации решения 
уравнения диффузии с быстро осциллирующими ε-периодическими коэффициентами в 
норме – пространства на сечении t = 1. Погрешность аппроксимации имеет оценку 
порядка при ε → 0. Результаты работы можно использовать в разных областях, 
например, при расчете теплового потока в композиционной среде с мелкоячеистой пе-
риодической структурой или расчете плотности популяции бактерий в периодической 
питательной среде.  

Ключевые слова: уравнение диффузии, эффективная диффузия, усредненный опе-
ратор, фундаментальное решение, задачи на ячейке, асимптотика на больших временах, 
оценка усреднения в лебеговых нормах.
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The Cauchy problem for a linear second order parabolic equation  with 

1-periodic measurable coefficients is considered Rd, d ≥ 2. The problem models diffusion in a 
nonhomogeneous periodic medium. The appropriate diffusion operator  A is self-adjoint in L2 
(Rd). The large-time behaviour of the solution of the Cauchy problem is of main interest for 
us. To this end, we study first of all the fundamental solution, in other words, the kernel of the 
exponential exp(-tA), more exactly, its large-time asymptotics. Its approximation is found with 
integral error estimate of order O(t-1), as time t tends to +∞.

To construct this approximation and carry out its justification we use
	 (i) the known fundamental solution to the homogenized diffusion equation (having 

constant coefficients);
	 (ii) solutions of so-called auxiliary problems on a periodicity cell, which are formulated 

in a recurrent way. We substantiate this approximation under additional regularity condition on 
the diffusion matrix a(x): it should be Lipschitz continuous.

The results of asymptotic behaviour of the fundamental solution are applied to obtain an 
approximation of order O(t-1) for the exponential exp(-tA) in operator Lp-norms, on the section 
t=const as t tends to +∞.

There are also some corollaries of these results to operator estimates for a similar exponential  
exp(-tAε),  Aε being a diffusion operator with quickly oscillating ε-periodic coefficients, as  tends 

to zero. This exponential corresponds to the Cauchy problem:  
modelling diffusion in a strongly nonhomogeneous ε-periodic medium. Here ε is a 

small parameter. We construct approximations of order O(ε2) for the exponential exp(-tAε) in 
operator Lp – norm on the section t=const for arbitrary finite fixed t (say, t=1). This approximation 
is a sum of the exponential exp(-tA0) with a homogenized operator A0 and some correcting operator.

The results have a broad range of applications, e.g., for computing heat flow in a periodic 
composite medium with a small periodicity cell or for bacterial density estimation in a periodic 
culture medium.

Keywords: diffusion equation, effective diffusion, homogenized operator, fundamental 
solution, cell problems, large-time asymptotic, homogenization estimates in Lebesgue norms.

Введение

В настоящей работе изучается задача Коши для функции u = u(x,t), , t ≥ 0 ,

                                                                                                     (1)
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с измеримой вещественной симметрической матрицей a(x) такой, что

, , .                                                                                         (2) 

Задача (1) моделирует диффузию в неоднородной среде, a(x) называют матрицей 
диффузии. Решение u(x,t) можно интерпретировать, например, как плотность распреде-
ления некоторой случайной величины в момент времени t. При этом подразумевается, 
что начальное распределение , . 

На первый взгляд, рассматриваемое уравнение не содержит малого параметра. Ма-
лый параметр появляется естественным образом, если изучить поведение решения u(x,t) 
при больших значениях времени t, т.е. при t → +∞.

Задача (1) допускает операторную запись

где A – оператор в , заданный квадратичной формой

,

область определения которой есть соболевское пространство H1(Rd). Квадратичная форма 
является замкнутой, а сам оператор A – неотрицательным и самосопряженным. Решение 
задачи Коши (1) запишется через экспоненту (или полугруппу) оператора A, а именно,

.

Пусть матрица  периодична по каждому переменном с периодом 1, единич-

ный куб □ есть ячейка периодичности. Тогда известно асимптотическое пове-

дение решения u(x,t) при t → +∞, и это поведение можно сколь угодно точно описать. 
Иными словами, известно асимптотическое поведение полугруппы при большом 
значении времени. 

На больших временах за поведение полугруппы прежде всего отвечает постоянная 
усредненная матрица диффузии a0 (формулы для ее отыскания по исходной матрице  a(x)
ниже, см. (10), (11)), и надо рассматривать усредненную задачу

                                                                                                                 (3)

с оператором диффузии 

,

где матрица диффузии a0 постоянна. 
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Оператор A0 существенно более прост, чем исходный, хотя имеет ту же структуру. В 
[1] было доказано предельное соотношение

,  

означающее сходимость полугруппы по операторной норме в , т.е.

.

Позже в [2] удалось установить оценку скорости этой сходимости по времени

                                                                                             (4)

с константой, зависящей только от размерности d и постоянной эллиптичности v.
Кроме того, была доказана оценка

                                                                                                 (5)

с константой такого же типа, что в (4) [3, 4].
Наконец, недавно в работе [5] предложена оценка

                                                                                 (6)

c единой константой для всех  p. Предыдущие оценки (4) и (5) вытекают отсюда при p = ∞  и p = 2, 
для вероятностной интерпретации уравнения диффузии особенно важен случай p = 1 .

Операторные оценки можно вывести из оценок поточечного характера. Примеры 
операторных оценок приведены выше (4 –6). Примером поточечной является оценка

  , .                                              (7)

Здесь K(x,y,t) – фундаментальное решение для параболического уравнения , 

то есть решение задачи (1), если в качестве начальной функции взять дельта-функцию 
δ(x–y), сосредоточенную в точке y (иными словами, K – ядро интегрального оператора  

); K0(x,y,t)  – аналогичный объект для усредненного уравнения. 
Ввиду постоянства коэффициентов усредненного уравнения можно точно найти K0  с 

помощью преобразования Фурье, а именно,

.                                                                         (8)
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Из поточечных оценок типа (7) с помощью общих соображений (к ним относится, в 
частности, экспоненциальная оценка Нэша-Аронсона ([6], гл. II) получается интеграль-
ная оценка 

,                                                                        (9)

которая имеет ключевое значение для эффективного описания диффузии в рассматрива-
емой среде. Из нее на основе леммы Шура об оценке интегрального оператора [7] полу-
чается – оценка (6). Интегральная оценка (9) доказана в работе В.В. Жикова [2] 1989 
года (см. так же более подробное доказательство её в недавней работе [5]). Естественно 
поставить вопрос о более точных интегральных оценках, которые отвечают не нулевому, 
а следующим приближениям для фундаментального решения K.

Цель настоящей работы – построить и обосновать приближение K1(x,y,t)  для фунда-
ментального решения K(x,y,t) с погрешностью в интегральной норме порядка  при   
t → +∞ и на его основе найти приближение для полугруппы   в операторной – 
норме ( ) того же порядка точности при большом значении времени. Основные 
результаты сформулированы в теоремах 1 и 2.

Для доказательства наших результатов используем предложенную в [2] версию 
спектрального метода, в основе которой лежит блоховское разложение функций и бло-
ховское представление операторной экспоненты, точнее, ядра операторной экспоненты, 
рассматриваемой как интегральный оператор. Этот метод подробно изложен в [5].

Раздел 1

Приведём формулы для определения усредненной (или эффективной) матрицы диф-
фузии:

,                                                                                                                (10)

где I – единичная матрица;
вектор  составлен из решений задач на ячейке 

(□), , , .                                                    (11) 

где  – канонический базис в Rd; (□) - пространство Соболева 1-периоди-
ческих функций, а угловыми скобками обозначено среднее периодической функции по 
ячейке □.

В теории усреднения хорошо известно, что матрица (10) симметрична и удовлетво-
ряет оценке

 

с той же константой, что в (2) [6, 8].
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Важной особенностью задачи на ячейке (11) является ограниченность решения: 
(□) в силу обобщенного принципа максимума ([9], Приложение В к гл. II).

Раздел 2

До сих пор выписывалось только нулевое приближение для K. Спектральный метод 
позволяет дать полное асимптотическое разложение K. Ограничимся здесь лишь первым 
приближением. Используя решения задачи на ячейке (11), определим первое приближе-
ние равенством

,                                                             (12)

где по повторяющимся индексам подразумевается суммирование от 1 до d. 
Приближение (12) как функция переменной y принадлежит и  для всех  

и t > 0 ввиду ограниченности множителей Nj и экспоненциального убывания на 
бесконечности функции K0 и ее производных   по пространственным переменным.

Справедлива оценка (её доказательство дано в [5])

,   ,                                                                         (13)

показывающая, что K1(x, y, t) доставляет более точное приближение для K(x, y, t)  в по-
точечной норме, чем K0(x, y, t) (7). Дополнительное улучшение точности происходит на 
порядок t-0.5. В интегральной норме K1(x, y, t) дает такой же выигрыш в приближении по 
сравнению с K0(x, y, t).

Теорема 1. Пусть матрица a(y) липшицева, т.е. для всех 
 □. Тогда верна интегральная оценка

 (14)

с константой, зависящей только от .
Для доказательства оценки (14) используется второе приближение K2(x, y, t), в постро-

ении которого участвуют решения вспомогательных задач на ячейке, не только первого 
порядка, т.е. задачи (11), но и выше (см. эти задачи, например, в [9], где они выписывают-
ся рекуррентно). Липшицевость коэффициентов матрицы a(y) обеспечивает принадлеж-
ность решений всех вспомогательных задач на ячейке пространству L∞ .

Как следствие из оценки (14), по лемме Шура вытекает
Теорема 2. В предположениях теоремы 1 имеет место оценка для первого прибли-

жения операторной экспоненты :

                                       (15)

с единой константой , где  – градиент по пространственным перемен-
ным,  .



66 Российский технологический журнал  2017  Том 5  № 5

Асимптотика решения уравнения диффузии в периодической среде на больших временах 
и ее применение к оценкам усреднения

Раздел 3

Рассмотрим задачу Коши для функций ,

   

с малым параметром ε ˃ 0 , где

  

и a(y) – 1-периодическая измеримая симметрическая матрица, удовлетворяющая усло-
вию (2). Имеем здесь оператор диффузии с быстро осциллирующими ε-периодическими 
коэффициентами. Оператор Aε сильно неоднородный. Встает задача об его усреднении, 
то есть о его замене на оператор с постоянными коэффициентами, который в определен-
ном смысле близок к нему.

Автомодельная замена 

 

сводит задачу с ε-периодической матрицей  к задаче с 1-периодической матрицей 
a(y). Именно, функция

есть решение задачи Коши

Тогда , или в обозначениях раздела введение.

.                                                                                               (16)

Обозначим через фундаментальное решение для оператора , т.е. 
ядро интегрального оператора . Тогда

.

С другой стороны, 

,
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следовательно,

.                                                                                                       (17)

Непосредственно из формулы (8) видно, что 

.                                                                                                     (18)

Поэтому из оценки (7) выводим
  

,

откуда в силу (17) и (18),

 .

Аналогично из (9) вытекает интегральная оценка

,

из которой по лемме Шура уже можно вывести операторную оценку погрешности усреднения

                                                                                         (19)

с единой константой для всех p.
Справедливы также аналоги оценок (15) и (14) для близости экспоненты и еe 

ядра  к соответствующим аппроксимациям.

Выводы

При дополнительном предположении о липшицевости исходной матрицы диффузии 
a(x) установлены:

(i)	 интегральная оценка (14) для разности фундаментального решения K(x, y, t) ис-
ходной задачи (1) и его первого приближения K1(x, y, t), заданного в (12);

(ii)	оценка разности решения задачи (1) и его первого приближения в – нормах по 
сечениям t=const, а именно,

, ,

c единой константой для всех p.
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Полученные результаты можно использовать в различных прикладных областях, 
например, при расчете теплового потока в композите с мелкоячеистой периодической 
структурой или расчете плотности популяции бактерий в периодической питательной 
среде.
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