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Резюме 
Цели. Целью работы является изучение свойств определителя Вронского системы решений линейного одно-
родного дифференциального уравнения в случае, когда число решений меньше порядка уравнения, и сравнение 
их с известными свойствами такого же определителя, но в случае равенства числа решений порядку уравнения.
Методы. В  работе использованы методы линейной алгебры и  теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, а также математического и комплексного анализа.
Результаты. Показано, что обращение в нуль рассматриваемого определителя на сколь угодно малом ин-
тервале влечет за собой обращение его в нуль на всей области определения, а решения при этом оказы-
ваются линейно зависимыми. В трех случаях: 1) если коэффициенты уравнения являются аналитическими 
функциями, 2) если число решений равно единице и  3)  если число решений на  единицу меньше порядка 
уравнения – получен более сильный результат. Именно, если множество нулей рассматриваемого опреде-
лителя Вронского имеет предельную точку, принадлежащую области определения решений, то определи-
тель тождественно равен нулю и решения линейно зависимы. 
Выводы. Полученные результаты означают, что определитель Вронского системы решений линейного од-
нородного уравнения в ситуации, когда число решений меньше порядка уравнения, служит индикатором ли-
нейной зависимости или независимости этой системы: решения линейно зависимы тогда и только тогда, 
когда их определитель Вронского тождественно равен нулю. При этом нет необходимости проверять обра-
щение определителя в нуль на всей области определения, достаточно сделать это на произвольно выбран-
ном интервале или даже (в перечисленных выше частных случаях) на произвольно выбранном множестве, 
имеющем предельную точку.

Ключевые слова: линейное однородное дифференциальное уравнение, определитель Вронского, нули 
определителя Вронского, линейная зависимость, линейная независимость
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Abstract
Objectives. The work sets out to  study the properties of  the Wrońskian determinant of  the system of  solutions 
to a  linear homogeneous equation in cases when the number of solutions is  less than the order of  the equation, 
comparing them with the known properties of the same determinant when the number of solutions is equal to the 
order of the equation.
Methods. The work uses the methods of linear algebra according to the theory of ordinary differential equations, 
as well as mathematical and complex analysis.
Results. It is shown that the vanishing of a considered determinant on an arbitrarily small interval implies its vanishing 
on the entire domain of definition; the solutions turn out to be linearly dependent. A stronger result is obtained in three 
cases: (1) if  the coefficients of  the equation are analytic functions; (2) if  the number of solutions is equal to one; 
(3) if the number of solutions is one less than the order of the equation. Namely, if the set of zeros of the considered 
Wrońskian has a limit point belonging to the domain of definition of solutions, then the determinant is identically equal 
to zero and the solutions are linearly dependent.
Conclusions. According to the obtained results, the Wrońskian of a system of solutions of a linear homogeneous 
equation can serve as an indicator of  the linear dependence or  independence of  this system in cases where the 
number of solutions is lower than the order of the equation; here, the solutions are linearly dependent if and only 
if their Wrońskian is identically equal to zero. In this case, there is no need to check whether the determinant vanishes 
over the entire domain of definition, since it  is sufficient to do this on an arbitrarily chosen interval or even (in the 
special cases listed above) on an arbitrarily chosen set having a limit point.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из  основных инструментов математи-
ческого моделирования являются обыкновенные 
дифференциальные уравнения, которые служат 
моделями для описания самых разнообразных яв-
лений и  процессов  [1–5]. В  свою очередь, важным 

инструментом исследования дифференциальных 
уравнений, прежде всего в плане проверки линейной 
зависимости или независимости их решений, явля-
ется определитель Вронского. 

Напомним, что определителем Вронского систе-
мы функций y1(x), y2(x), …, yk(x), x ∈ (a, b), называ-
ется функция
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функции 1, x, x2, …, xn  −  3, sin  x, cos  x. Для произ-
вольного k  ≤  n  −  1  возьмем набор из  k  решений 
1, x, x2, …, xk − 2, sin x (для k = 1 берем одно решение 
sin  x), определитель Вронского которого с  точно-
стью до числового множителя совпадает либо с sin x, 
либо c cos x и, значит, имеет бесконечное множество 
нулей на числовой оси.

Определитель Вронского системы из  (n  −  1)-го 
решения линейного однородного уравнения поряд-
ка n изучался в работе  [13], где, в частности, было 
показано, что в случае линейной независимости та-
кой системы ее  определитель Вронского не  может 
иметь бесконечное число нулей ни на одном конеч-
ном отрезке.

В настоящей работе рассматривается случай 
произвольного числа решений, меньшего поряд-
ка уравнения n. Основной результат содержится 
в  теореме  1, утверждающей, что равенство нулю 
определителя Вронского такой системы решений 
на каком-нибудь интервале влечет ее линейную зави-
симость. Таким образом, в случае линейной незави-
симости решений определитель Вронского не может 
обращаться в нуль ни на одном, даже сколь угодно 
малом, интервале.

В теореме 2 показано, что в ряде частных случа-
ев, в т.ч. и в упомянутом выше случае k = n − 1, этот 
результат может быть усилен. Именно, множество 
нулей определителя Вронского линейно независи-
мой системы решений не может иметь предельных 
точек на его области определения, и, значит, не мо-
жет иметь бесконечного числа нулей ни  на одном 
конечном отрезке. Для случая k = n − 1 приводится 
доказательство, отличное от  содержащегося в  [13] 
и позволяющее ослабить условия на коэффициенты 
уравнения.

Таким образом, можно сказать, что определитель 
Вронского системы из k < n решений линейного од-
нородного уравнения порядка n по своим свойствам 
занимает промежуточное положение между опреде-
лителем Вронского произвольной системы функций 
и определителем Вронского системы из n решений, 
причем эти свойства позволяют использовать такой 
определитель для выяснения линейной зависимости 
или независимости рассматриваемой системы реше-
ний. 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Рассмотрим линейное однородное уравнение 
n-го порядка:

	 y(n) + an − 1(x)y(n − 1) + … + a0(x)y = 0,� (2)

коэффициенты которого an − 1(x), …, a0(x) ∈ C(a, b), 
−∞ ≤ a < b ≤ +∞. Как известно, любое решение такого 
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Теория определителей Вронского излагается 
практически в  каждом учебнике по  обыкновенным 
дифференциальным уравнениям  [6–12], при этом 
речь в них идет, за малым исключением, об опреде-
лителях, составленных по n решениям линейного од-
нородного уравнения порядка n. Такие определители 
обладают замечательными свойствами, позволяю-
щими использовать их как индикаторы линейной за-
висимости или независимости рассматриваемой 
системы решений. Именно, система n решений ли-
нейного однородного уравнения порядка n линейно 
зависима тогда и  только тогда, когда определитель 
Вронского этой системы тождественно равен нулю, 
и  линейно независима тогда и  только тогда, когда 
ее определитель Вронского не равен нулю ни в од-
ной точке области определения рассматриваемых ре-
шений. При этом хорошо известно (см. соответству-
ющие примеры в  [6, 9, 12]), что для определителя 
Вронского системы функций, не являющихся реше-
ниями линейного однородного уравнения, ситуация 
совершенно иная: определитель может обращаться 
в  нуль, причем даже тождественно, при том, что 
функции являются линейно независимыми. Т.е. если 
определитель Вронского некоторой системы функ-
ций окажется тождественно равным нулю, мы не по-
лучим с его помощью ответа на вопрос о линейной 
зависимости или независимости этой системы.

Возникает естественный вопрос: сохранятся 
ли «хорошие» свойства определителя Вронского си-
стемы решений линейного однородного уравнения 
порядка n, если вместо n мы возьмем k < n решений? 
Можно ли  определитель Вронского такой систе-
мы столь же эффективно использовать для выясне-
ния ее  линейной зависимости или независимости? 
Вопрос этот сформулирован, например, в  [9], при 
этом изучение его ограничилось приведением при-
мера, показывающего, что определитель Вронского 
линейно независимой системы из  k  <  n решений 
(в примере k = 2 и n = 3), в отличие от линейно неза-
висимой системы из n решений, может обращаться 
в нуль в каких-то точках его области определения. 

Несложно привести пример, причем для про-
извольных n и k < n, когда определитель Вронского 
линейно независимой системы решений обраща-
ется в  нуль даже в  бесконечном множестве точек. 
Рассмотрим уравнение y(n) + y(n − 2) = 0, фундамен-
тальную систему решений которого составляют 
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уравнения продолжается на  весь интервал  (a,  b). 
Далее будем рассматривать только решения, задан-
ные на (a, b).

Пусть y1(x), y2(x), …, yk(x)  – решения уравне-
ния (2), k ≤ n − 1, 

1 2, , , ( )
ky y yW x



 – их определитель 
Вронского (1). Мы будем рассматривать также опре-
делители вида

1 1 1
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где 0 ≤ α1, α2, …, αk  ≤ n. Понятно, что если среди 
чисел α1,  …,  αk есть совпадающие, то 

1 2
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ky y yW xα α … α
… ≡  Определители 1 2
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, , , ,k
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…  

у которых 0 ≤ α1 < α2 < …< αk ≤ n − 1, будем называть 
обобщенными определителями Вронского. Очевид
но, имеется ровно k

nC  различных обобщенных опреде-
лителей Вронского системы из k решений, включая сам 
определитель Вронского 

1 2 1 2

0,1, , 1
, , , , , , .

k k

k
y y y y y yW W 


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−=   
Заметим, что в  случае линейной зависимости си-
стемы решений y1, y2, …, yk на некотором интерва-
ле (α, β) ⊂ (a, b) (а значит, в силу теоремы единствен-
ности решения задачи Коши, и на всем интервале (a, b)) 
все ее обобщенные определители Вронского тожде-
ственно равны нулю на (a, b).

ЛЕММА 1. Пусть y1, y2, …, yk, k ≤ n − 1 – реше-
ния уравнения  (2), и  пусть определитель 

1 2, , , ( )
ky y yW x



 тождественно равен нулю на некото-
ром интервале (α, β) ⊂ (a, b). Тогда для произвольно-
го решения yk  +  1  все обобщенные определители 
Вронского системы решений y1, y2, …, yk + 1 тожде-
ственно равны нулю на (a, b).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией 
по  k. Для k  =  1  утверждение справедливо в  силу 
теоремы единственности решения задачи Коши. 
Предположим, что оно верно для некоторого 
k ≤ n − 2, и докажем справедливость его для k + 1. 

Пусть y1, y2, …, yk + 1 – решения (2) и 
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Возьмем определитель на единицу меньшего по-
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вольное решение yk  +  2  и рассмотрим обобщенный 
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и тем самым утверждение леммы доказано.
2. Пусть теперь 

1, , 0( ) 0
ky yW x



≠  в точке x0 ∈ (α, β). 
Тогда в силу непрерывности 

1, , ( ) 0
ky yW x



≠  на неко-
тором содержащем точку x0  интервале  (α1,  β1). Пока
жем, что на  этом интервале функции y1, y2, …, yk  +  1  
линейно зависимы.

В силу  (3) в  каждой точке x  ∈  (α,  β) столбцы 
определителя 

1 1, , ( )
ky yW x

 +
 линейно зависимы, т.е. 

существует набор не равных одновременно нулю чи-
сел λ1(x), λ2(x), …, λk + 1(x) (вообще говоря, свой для 
каждой точки x), такой что

	
1 1 1 1

( ) ( )
1 11 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
...

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

k k

k k
k k

x y x x y x

x y x x y x

+ +

+ +

λ +…+ λ =



λ +…+ λ = �

(4)

Заметим, что при x  ∈  (α1, β1) λk  +  1(x)  ≠  0. 
Действительно, в противном случае из первых k ра-
венств (4) получим 

	
1 1

( 1) ( 1)
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
...

( ) ( ) ( ) ( ) 0,

k k

k k
k k

x y x x y x

x y x x y x− −

λ +…+ λ =



λ +…+ λ =

� (5)

откуда λ1(x) = λ2(x) = … = λk (x) = 0, поскольку опре-
делителем системы  (5) является не  равный нулю 
на интервале (α1, β1) определитель 

1, , ( ).
ky yW x



Для каждого x ∈ (α1, β1) разрешим уравнения си-
стемы (4) относительно функции yk + 1 и ее произво-
дных: 
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1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
1 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

...

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

k k k

k k k

k k k
kk k

y x x y x x y x
y x x y x x y x

y x x y x x y x

+

+

+

= µ +…+ µ
 ′ ′ ′= µ +…+ µ


 = µ +…+ µ

� (6)

где 1( ) ( ) ( ), 1, .i i kx x x i k+µ = −λ λ =  Рассматривая 
первые k равенств в (6) как систему линейных алге-
браических уравнений относительно неизвестных 
μ1(x), …, μk(x), причем все с тем же ненулевым опре-
делителем 

1, , ( ),
ky yW x



 получим 

1 1 1 1

1

, , , , , ,

, ,

( )
( ) , 1, ,

( )
i k i k

k

y y y y y
i

y y

W x
x i k

W x
− + +… …

…
µ = =

откуда, в частности, следует, что 1
1 1( ) ( , ).i x Cµ ∈ α b

Далее поступим следующим образом. Продиф
ференцируем обе части первого уравнения из (6) и из 
полученного равенства вычтем второе уравнение: 

1 10 ( ) ( ) ( ) ( ),k kx y x x y x′ ′= µ +…+ µ  x ∈  (α1,  β1). То  же 
самое сделаем со  вторым и  третьим уравнением, 
третьим и четвертым и  т.д. В итоге получим одно-
родную систему уравнений относительно произво-
дных 1( ), , ( ) :kx x′ ′µ … µ

1 1

1 1

( 1) ( 1)
1 1

0 ( ) ( ) ( ) ( ),
0 ( ) ( ) ( ) ( ),
...

0 ( ) ( ) ( ) ( ),

k k

k k

k k
k k

x y x x y x
x y x x y x

x y x x y x− −

′ ′= µ +…+ µ
 ′ ′ ′ ′= µ +…+ µ


 ′ ′= µ +…+ µ

определителем которой снова является 

1, , ( ) 0.
ky yW x



≠  Отсюда заключаем, что 1( )′µ =…=x  
( ) 0′= µ =k x  1 1( , ),x∀ ∈ α b  а  значит μ1(x),  …,  μk(x) 

суть константы. Поэтому в  силу первого равенства 
из (6) решения y1, y2, …, yk + 1 оказываются линейно 
зависимыми на интервале (α1, β1) и, следовательно, 
на  (a, b). Если теперь взять произвольное решение 
yk  +  2, то  все обобщенные определители Вронского 
линейно зависимой системы y1, …, yk + 1, yk + 2 будут 
тождественно равняться нулю на (a, b). Лемма дока-
зана.

Теперь несложно установить основной результат 
работы.

ТЕОРЕМА 1. Пусть y1(x), y2(x), …, yk(x), 
k  ≤  n  −  1  – решения уравнения  (2), и  пусть

1, , ( ) 0 ( , ) ( , ).
ky yW x x a b… = ∀ ∈ α b ⊂  Тогда функции 

y1, y2, …, yk линейно зависимы на интервале (a, b).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим, что реше-

ния y1, y2, …, yk линейно независимы. Дополним си-
стему y1, y2, …, yk до фундаментальной системы ре-
шений y1, y2, …, yk, yk  +  1, …, yn  уравнения  (2). 

Применяя последовательно лемму 1, заключаем, что 

1 1, , ( ) 0,
ky yW x

 +
≡  

1 2, , ( ) 0,
ky yW x

 +
≡  …, 

1, , ( ) 0
ny yW x



≡  
на (a, b). Но равенство нулю определителя Вронского 
системы n  решений даже в  одной точке означает 
их  линейную зависимость. Полученное противоре-
чие доказывает теорему.

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

Следующий результат показывает, что в  ряде 
случаев для линейной зависимости решений 
y1, y2, …, yk достаточно обращения в нуль определи-
теля Вронского 

1, , ( )
ky yW x



 на  множестве, имею-
щем предельную точку.

ТЕОРЕМА 2. Пусть множество нулей определи-
теля Вронского 

1, , ( )
ky yW x



 решений y1(x), y2(x),  
…, yk(x), k ≤ n − 1, уравнения (2) имеет предельную 
точку x0  ∊  (a,  b). Пусть, далее, выполнено одно 
из  следующих условий: (а) коэффициенты уравне-
ния (2) – аналитические функции (в частности, коэф-
фициенты постоянны) на интервале (a, b); (б) k = 1; 
(в) k = n − 1, а коэффициенты уравнения (2) удовлет-
воряют следующим условиям гладкости: 

0 ( ) ( , ),a x C a b∈  1( ) ( , ),l
la x C a b−∈  

1,2, , 2,l n= −  3
1( ) ( , ).n

na x C a b−
− ∈

Тогда решения y1, y2, …, yk  линейно зависимы 
на (a, b).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В  случае выполнения усло-
вия (а) все решения уравнения (2) являются аналитиче-
скими на интервале (a, b) функциями ([14], гл. 1, § 6), 
а потому и определитель Вронского 

1, , ( )
ky yW x



 ана-
литичен на (a, b). По теореме единственности для анали-
тических функций ([15], гл. I, § 5, п. 20) 

1, , ( ) 0
ky yW x



≡  
на интервале (a, b), и остается сослаться на теорему 1.

Пусть выполнено условие  (б), т.е. k  =  1. Опре
делитель Вронского одного решения суть само это 
решение, поэтому наше утверждение является оче-
видным следствием теоремы единственности реше-
ния задачи Коши.

Рассмотрим, наконец, случай  (в). Заметим, что 
результатом дифференцирования любого обобщен-

ного определителя Вронского 1
1

, ,
, ,

k
ky yW α … α

…  является 
линейная комбинация некоторого набора обобщен-
ных определителей Вронского тех же  решений 
y1, y2, …, yk. Действительно, если в нашем определи-
теле αk < n − 1, то

	
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

, , , 1, , ,
, , , , , ,

, 1, , , , , 1
, , , , , , ,

k k
k k

k k
k k

y y y y y y

y y y y y y

d W W
dx

W W

α α … α α + α … α
… …

α α + … α α α … α +
… …

= +

+ +…+
� (7)
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причем какие-то из полученных определителей мо-
гут оказаться равными нулю ввиду наличия в них со-
впадающих строк. Если же αk = n − 1, то в последней 
строке последнего определителя в  (7) будут стоять 
уже n-е производные функций y1, y2, …, yk. Заменяя 
n-ю производную каждого решения линейной ком-
бинацией производных меньшего порядка в  силу 
уравнения (2), получим 

	
1 1 1 1

1 2 1 2

1 1 1 1
1 2 1 2

, , , , , , 1
1, , , , , ,

, , , 2 , , ,0
2 0, , , , , , .

k k
k k

k k
k k

n n
ny y y y y y

n
n y y y y y y

W a W

a W a W

− −

− −

α … α α … α −
−… …

α … α − α … α
− … …

= − −

− −…−
� (8)

Каждый из стоящих в правой части  (8) опреде-
лителей либо равен нулю, либо с точностью до знака 
совпадает с  одним из  обобщенных определителей 
Вронского решений y1, …, yk.

Применим сделанные наблюдения к  случаю 
k = n − 1. Заметим, что существует ровно n различ-
ных обобщенных определителей Вронского реше-
ний y1, …, yn  −  1  уравнения  (2): сам определитель 
Вронского 

1 1 1 1

0,1, , 2
, , , , ,

n n

n
y y y yW W 



− −

−=  определители 

вида 
1 1

0,1, , 1, 1, , 1
, , ,

n

l l n
y yW  

 −

− + −  1, 2,l n= −  и, наконец, 

1 1

1,2, , 1
, , .

n

n
y yW 

 −

−  Упростим обозначения, положив 

1 1, , ,
ny yW W

 −
=  

1 1

0,1, , 1, 1, , 1
, , n

l l n
ly yW W 

 −

− + − =  и 

1 1

1,2, , 1
0, , .

n

n
y yW W

 −

− =  Дифференцируя определители 
W и Wl согласно формулам (7) и (8) и отбрасывая воз-
никающие при этом равные нулю определители, по-
лучим:

	 2 ,nW W −′ = � (9)

	 1 1 ( 1) ,

2,1.

n l
l l n l lW W a W a W

l n

−
− −′ = − − −

= −
� (10)

Покажем теперь, что производные определителя 
Вронского W порядка от 2 до n − 1 выражаются через 
обобщенные определители Вронского с  помощью 
формул:

	

2
( )

1 ( ) ( ) ,

2, 1,

n
j

n j jl l j
l n j

W W x W x W

j n

−

− −
= −

= + α + b

= −

∑

�

(11)

где функции 1( ), ( ) ( , )n j
jl jx x C a b− −α b ∈  (выражение 

для первой производной у  нас уже есть  – форму-
ла (9)). 

Действительно, формулу для W ′′  получим, диф-
ференцируя  (9) и  заменяя 2nW −′  согласно  (10): 

3 1 2 2 ,n n n nW W a W a W− − − −′′ = − −  что соответству-
ет  (11), причем коэффициенты при определителях 
в  правой части являются функциями класса 

3( , )nC a b−  в  силу условия теоремы. Далее, если 
предположить, что формула (11) верна для некоторо-
го j, 2 ≤  j ≤ n − 2, то, дифференцируя обе ее части 
и пользуясь (10), получим: 

( 1) 1
2 1 1 1

2

1 1

2

2 2 1, 1
1

( 1)

[ ( ( 1) )]

,

j j
n j n n j n j

n
n l

jl l jl l n l l
l n j

n

j j n n j j l l j
l n j

W W a W a W

W W a W a W

W W W W W

+ +
− − − − − − −

−
−

− −
= −

−

− − − + +
= − −

= − − − +

′+ α + α − − − +

′+b + b = + α + b

∑

∑

где 1, 1 1 , 1, 1,+ − − − − + −′α = − + α α = α − α +j n j n j n j j l jl jl na a  

, 1,j l++ α  , 1, , 3l n j n j n= − − + −  ( 3),≥jäëÿ

1, 2 , 2 , 2 1 ,j n j n j n n ja+ − − − −′α = α − α +b  
2

1 1( 1) ( 1) .
n

j n l
j n j jl l j

l n j
a a

−
−

+ − −
= −

′b = − − − α + b∑
Легко видеть, что в силу индуктивного предпо-

ложения и условий теоремы относительно гладкости 
коэффициентов уравнения 2

1, 1, ( , ),n j
j l j C a b− −
+ +α b ∈  

и тем самым (11) доказано.
Положим теперь в (9) и (11) x = x0. Точка x0, явля-

ясь предельной для нулей функции W(x), является 
таковой, в силу теоремы Ролля, и для нулей ее произ-
водных ( 1)( ), , ( ).nW x W x

−′  Отсюда в  силу непре-
рывности ( 1)

0 0 0( ) ( ) ( ) 0.nW x W x W x

−′= = = =  
Получаем линейную однородную систему алгебраи-
ческих уравнений относительно неизвестных 

2 0 3 0 0 0( ), ( ), , ( )n nW x W x W x− −  с  отличным от  нуля 
треугольным определителем:

2 0
2

1 0 0 0

0 ( ),

0 ( ) ( ) ( ),

2, 1,

n
n

n j jl l
l n j

W x

W x x W x

j n

−
−

− −
= −

=

= + α

= −

∑

откуда 2 0 3 0 0 0( ) ( ) ( ) 0.n nW x W x W x− −= = = =
Далее пользуемся уже знакомым нам приемом: 

предположив, что решения y1, …, yn  −  1  линейно 
независимы, добавляем к  ним еще одно решение 
для получения фундаментальной системы реше-
ний y1, …, yn  −  1, yn  и, разлагая определитель 

1, , ny yW


 по  последнему столбцу, получаем 

1, , 0( ) 0,
ny yW x



=  что означает линейную зависи-
мость y1, …, yn. Полученное противоречие 
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доказывает линейную зависимость решений 
y1, …, yn − 1. Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть y1(x), y2(x), …, yk(x), 
x ∊ (a, b) – линейно независимые решения уравне-
ния  (2). Тогда их  определитель Вронского 

1 2, , ,( ) ( )
ky y yW x W x



=  не  может тождественно об-
ращаться в нуль ни на одном интервале (α, β) ⊂ (a, b). 
Если же выполнено одно из условий (а), (б) или (в) 
теоремы 2, то множество нулей определителя W(x) 
не  может иметь предельных точек на  интерва-
ле  (a, b), или, что эквивалентно, W(x) не  может 
иметь бесконечного числа нулей ни на одном отрез-
ке [α, β] ⊂ (a, b).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из изложенных выше результатов следует, что 
определитель Вронского системы решений линейно-
го однородного уравнения в  ситуации, когда число 
решений меньше порядка уравнения, может исполь-
зоваться для проверки линейной зависимости или 
независимости этой системы: решения линейно за-
висимы тогда и только тогда, когда их определитель 
Вронского тождественно равен нулю, и независимы, 
если определитель отличен от нуля хотя бы в одной 
точке. При этом, как показывают теоремы 1 и 2, про-
верка тождественного равенства нулю определителя 
Вронского на всей области определения может быть 
заменена проверкой равенства его нулю на  суще-
ственно меньшем множестве, что облегчает практи-
ческое применение полученных результатов.
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