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Резюме 
Цели. Задача идентификации систем с несколькими нелинейностями является актуальной. Решение этой 
задачи зависит от наличия обратных связей, способов соединения нелинейных звеньев, свойств сигналов. 
Специфика нелинейных систем накладывает отпечаток на методы синтеза систем управления. В условиях 
полной априорной определенности обычно применяют линеаризацию систем. Если существует априорная 
неопределенность, то задача синтеза системы идентификации обеспечения усложняется. Целью настоящей 
работы является разработка подхода к идентификации нелинейных динамических систем с несколькими не-
линейностями. Для решения проблемы применяется подход, основанный на декомпозиции системы на ряд 
подсистем и разработке метода адаптивной идентификации, использующего только доступную информа-
цию о системе и измерениях. Необходимо оценить частотные свойства сигналов, которые должны гаранти-
ровать оценку параметров системы и обеспечивать структурную идентифицируемость нелинейностей в си-
стеме; оценить работоспособность синтезированной адаптивной системы.
Методы. Применяются метод адаптивной идентификации системы, неявное идентификационное представ-
ление, S-синхронизация нелинейной системы, метод векторных функций Ляпунова. 
Результаты. Введено условие постоянства возбуждения переменных состояния с учетом S-синхронизи-
руемости нелинейной части системы. Дано обобщение условия постоянства возбуждения. Предложен спо-
соб декомпозиции системы в выходном пространстве. Получены адаптивные алгоритмы на основе второго 
метода Ляпунова. Доказана ограниченность траекторий адаптивной системы в параметрическом и коорди-
натном пространствах на основе векторных функций Ляпунова. Получены условия, гарантирующие экспо-
ненциальную устойчивость траекторий системы. Рассмотрены системы генерации автоколебаний и нели-
нейной коррекции нелинейной системы.
Выводы. Результаты моделирования подтвердили возможность применения предлагаемого подхо-
да для решения задач адаптивной идентификации с учетом оценки структурной идентифицируемости 
(S-синхронизируемости) нелинейной части системы. Исследовано влияние структуры и связей системы 
на качество получаемых параметрических оценок. Предлагаемые методы могут использоваться при разра-
ботке систем идентификации и управления сложными динамическими системами.

Ключевые слова: адаптивная идентификация, идентифицируемость, устойчивость, постоянство возбужде-
ния, векторная функция Ляпунова, автоколебания
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Abstract
Objectives. The solution to the relevant problem of identifying systems with multiple nonlinearities depends on such 
factors as feedback, ways of connecting nonlinear links, and signal properties. The specifics of nonlinear systems 
affect control systems design methods. As a rule, the basis for the development of a mathematical model involves the 
linearization of a system. Under conditions of uncertainty, the identification problem becomes even more relevant. 
Therefore, the present work sets out to develop an approach to the identification of nonlinear dynamical systems 
under conditions of uncertainty. In order to obtain a solution to the problem, an adaptive identification method is 
developed by decomposing the system into subsystems. 
Methods. Methods applied include the adaptive identification method, implicit identified representation, 
S-synchronization of a nonlinear system, and the Lyapunov vector function method.
Results. A generalization of the excitation constancy condition based on fulfilling the S-synchronizability for 
a nonlinear system is proposed along with a method for decomposing the system in the output space. Adaptive 
algorithms are obtained on the basis of the second Lyapunov method. The boundedness of the adaptive system 
trajectories in parametric and coordinate spaces is demonstrated. Approaches for self-oscillation generation and 
nonlinear correction of a nonlinear system are considered along with obtained exponential stability conditions for the 
adaptive system
Conclusions. Simulation results confirm the possibility of applying the proposed approach to solving the problems 
of adaptive identification while taking the estimation of the structural identifiability (S-synchronization) of the system 
nonlinear part into account. The influence of the structure and relations of the system on the quality of the obtained 
parametric estimates is investigated. The proposed methods can be used in developing identification and control 
systems for complex dynamic systems.

Keywords: adaptive identification, identifiability, stability, excitation constancy, Lyapunov vector function,  
self-oscillation
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процедуры линеаризации нелинейности из заданного 
класса. Идентификации систем с несколькими нели-
нейностями уделялось меньше внимания. Это связано 
со сложностью таких систем. В этих случаях приме-
няются различные подходы и методы идентификации, 
основанные на локализации нелинейности.

Проблема идентификация СНН является слож-
ной и недостаточно изученной. Она требует решения 
ряда задач, рассмотрение которых дается ниже.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается система SF 

 1( ) ( ) ( , ) ( ),= + +t t t tX AX DF X BU  (1)

 2( ) ( ) ( , ),= +Y CX F XL t t t  (2)

где ∈X m  – вектор состояния; ×∈A m m  – ма-
трица состояния; ;×∈D m q  1( , ) : → F X m qt  – 
нелинейная вектор-функция; ∈U k  – вектор вхо-
да (управления); ;×∈B m k  ∈Y n  – вектор 
выхода; ,×∈C n m  2 ( , ) : → F X m nt  – вектор 
возмущений (ошибок измерения); L – оператор, 
определяющий способ формирования вектора Y; t – 
время. В некоторых случаях L может быть диффе-
ренциальным оператором, отражающим динамиче-
ские свойства системы измерений.

Рассмотрим множество данных

 { }o 0( ), ( ), , , . = ∈ < ∞  Y U N Nt t t t t t   (3)

Предположение 1. Элементы φ1,i(xj) ∈ F1, 
φ2,i(xj) ∈ F2 (нелинейные функции, принадлежащие F) 
являются гладкими однозначными функциями. 

В некоторых случаях может выполняться усло-
вие ( )1 1 1( ) ( ) ,ϕ = ϕ ϕi j i jkx x  i ≠ k. Для оценки параме-
тров матриц A, D, B, C применим модель

 1

2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),
ˆ ( ) ( ) ( , ),

 = + +


= +

X A X D F X B U

Y CX F X

t t t t t t t

t t t



L
   (4)

где ˆ ˆ ˆ( ), ( ), ( )A D Bt t t  – матрицы с настраиваемыми 
параметрами.

Задача: для системы (1), удовлетворяющей пред-
положению 1, на основе анализа o  построить мо-
дель (4) и найти такие законы настройки параметров 
матриц ˆ ˆ( ), ( )A Dt t  и ˆ ( ),B t  чтобы

ˆlim ( ) ( ) ,
→∞

− ≤ δY Y yt
t t

где ⋅ – евклидова норма, δy ≥ 0 – задает точность 
работы модели (4).

ВВЕДЕНИЕ

Идентификации систем с несколькими не-
линейностями (СНН) посвящен ряд исследова-
ний [1–11]. В [1] рассмотрен случай, когда система 
содержит несколько последовательно включенных 
нелинейностей и предложен способ идентификации. 
Обнаружение нелинейности выполнено с помощью 
синусоидальных тестов. Аналогичный подход, ос-
нованный на методе описания функций, применен 
в [2] для параметрической идентификации системы 
с двумя нелинейными элементами в разных местах. 
В [3] предложен подход к оценке параметров переда-
точной функции нелинейной системы второго поряд-
ка, содержащей две нелинейности. Предварительно 
выполняется гармоническая линеаризация нели-
нейностей. В [4] отмечены трудности идентифи-
кации СНН. Подход к оценке параметров основан 
на основе аппроксимации функций. Различные ме-
тоды, основанные на аппроксимации нелинейности, 
рассмотрены в [5–7]. В [7, 8] изучаются подходы 
к идентификации дискретных систем с обратной 
связью. Применен метод наименьших квадратов 
и получены условия идентифицируемости [8]. 

Работа [9] посвящена идентификации систе-
мы с нелинейными механическими колебания-
ми. Модель имеет вид «серого ящика» и основана 
на применении нелинейных базисных функций с ис-
пользованием ограниченного числа измеренных вы-
ходных переменных. Другие подходы к идентифика-
ции рассмотрены в [10–14]. Они основаны на учете 
физических законов при выборе структуры моде-
ли [11], применении частотных методов для системы 
с обратной связью [12] и теории обучения [13]. 

Обзор [15] посвящен анализу методов иденти-
фикации нелинейных процессов в динамике кон-
струкций. В основном применяются модификации 
частотного подхода. Отмечены недостатки подхо-
дов, основанных на линеаризации, гармоническом 
балансе, методе поверхности восстанавливающей 
силы. В [16] применялись регрессионный анализ 
и преобразование Гилберта. В [17] для идентифи-
кации бифуркационных процессов использовались 
методы теории хаоса.

Различные подходы, основанные на оценивании 
параметров передаточной функции системы с обрат-
ной связью (СОС), представлены в [18–21]. Часто 
идентификацию СОС сводят к идентификации ра-
зомкнутой системы. В [22, 23] отмечаются трудно-
сти идентификации СОС.

Итак, из представленного обзора следует, что 
в большинстве исследований применяются частотные 
методы идентификации нелинейной системы. В неко-
торых случаях предлагаются подходы к оценке струк-
туры нелинейности. Обычно применяются различные 
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УСЛОВИЕ ПОСТОЯНСТВА ВОЗБУЖДЕНИЯ

Условие постоянства возбуждения (ПВ) играет 
важную роль в задачах параметрического оценива-
ния. Если система является нелинейной, то выполне-
ние этого условия может оказаться недостаточным. 
Как показано в [24, 25], система должна обладать 
свойством S-синхронизируемости, чтобы можно 
было учитывать нелинейные свойства системы. 

Пусть существуют: 1) ограниченный вектор 
∈P m  и соответствующее ему множество частот 

ΩP(ω); 2) множество допустимых частот входа ΩS(ω), 
обеспечивающих S-синхронизируемость системы. 
Тогда условие ПВ для матрицы BP(t) = P(t)PT(t) име-
ет вид

  ( ) ( )S
, l P l P S: ( ) & ( ) ( )tα α α ≤ ≤ α Ω ω ⊆ Ω ωI B IPE  (5)

для α > 0 и ∀t ≥ t0 на некотором интервале T > 0, где 
0α >  – некоторое число, l

×∈I m m  – единичная 
матрица. Обычно P(t) представляет собой вектор из-
мерений и переменных состояния.

СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД 
К ИДЕНТИФИКАЦИИ

Ниже излагается процедура идентификации 
системы SF, основанная на структурно-параме-
трическом подходе (СПП) [26]. В зависимости 
от имеющейся априорной информации может при-
меняться несколько этапов, реализующих СПП. 
Система (1), (2) имеет сложный вид, и для синте-
за адаптивных алгоритмов необходима априор-
ная информация о ее структуре. Полагаем, что из-
вестен состав подсистем, входящих в систему SF. 
Следовательно, на основе размерности вектора вы-
хода системы матрицу A можно разбить на n бло-
ков (подсистем SF, n ⊆ SF, {sF, i} ∈ SF, n, j < n). 
Выполним анализ подсистем (блоков) и выделим те, 
которые содержат нелинейности, т.е. SF, nonlin ⊆ SF, n. 
Далее к каждому элементу SF, nonlin, k ∈ SF, nonlin при-
меним СПП. Если подсистема {sF, i} ∈ SF, n \ SF, nonlin 
не содержит нелинейностей, то к ней применяем 
процедуру адаптивной идентификации.

Замечание 1. Структурно-параметрический 
подход основан на S-синхронизируемости системы 
и выполнении условия (5).

В условиях неопределенности СПП можно раз-
бить на две процедуры: 1) структурный анализ SF, 
2) параметрическое оценивание (адаптивная иденти-
фикация). Эти этапы подробно описаны в [26] и по-
этому на них останавливаться не будем. 

Замечание 2. На структурную идентифицируе-
мость (S-синхронизируемость) системы большое 
влияние оказывает способ соединения подсистем 

и взаимовлияние переменных. В этом случае для 
оценки идентифицируемости нелинейных элемен-
тов системы необходимо строить диаграмму взаи-
мовлияния в системе [27]. Анализ взаимосвязей по-
зволяет исключить эффект от влияющих переменных 
и принять решение о структурной идентифицируе-
мости системы (нелинейности). Построение диа-
граммы взаимовлияния возможно только при выпол-
нении условия S

, .α αPE
Замечание 3. Оценка S-синхронизируемости 

системы основана на анализе специального класса 
динамических структур Sey, отражающих структу-
ру нелинейностей соответствующей подсистемы 
SF, nonlin, k. Метод их построения описан в [24, 25].

Замечание 4. Полученные оценки структуры не-
линейностей в (1), (2) являются основой для реали-
зации адаптивной параметрической идентификации 
системы SF.

Замечание 5. Если априорная информация о не-
линейных свойствах известна, то этап структурного 
анализа SF-системы можно пропустить. 

АДАПТИВНАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ  
СИСТЕМЫ SF

Рассмотрим подсистему sF, i ∈ SF, dim sF, i = ni, 
L – линейный оператор в (2). Пусть для sF, i известно 
множество o o .⊂ ,i  Подсистема sF, i описывается 
уравнениями:

, , , , , , ,

, ,

1, 1,

1

( ) ,

.

 = + +



=
y x

F F F F F F F

F F

s s s s s s s

s s

X A X D F X B U

i i i i i i i

i i

 (6)

Представим (6) в виде дифференциального урав-
нения ni-го порядка

 
, , , , , ,

, ,,
1,

1 1
( ) ,

= =

 υ =  
 ∑∑

i in n
h j k j jk h

k j
W y d f b u

F F F F F Fs s s s s s+
i i i i i i

 (7)

где 
,
∈ in

FsX
i

 – вектор состояния подсистемы sF, i, 

,
1
Fsx

i
 – первый элемент X; 

, ,1, 1,,
F Fs sD F

i i
 и 

,FsB
i

 – 
матрицы соответствующих размерностей; 

,,
,

1,1, ,∈k hd
FF ss D

ii , , ,, , ,
,

1, , , ;∈ ∈ ∈j k j jf b u
F F FF F Fs s ss s sF B U

i i ii i i
 

υ = d/dt, 
,

( )υW
Fs i

 – полином степени ni. Матрица 

,
×∈ i in n

FsA
i

 является гурвицевой. Разделим левую 
и правую части (7) на полином степени ni − 1

 ( )
,

1

1
( ) ,

−

=
υ = υ + µ∏

in

k
k

H
Fs i

 (8)
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и получим

 
, , ,

,, ,
, ,

1 1
,,

1 1
,

− −

= =

= −η +

 
 + +
 
 

∑ ∑



 

i i

h j j

n n
k jk h

f uk j

y y

d p b p

F F F

F Fs sF F

s s s

s s

i i i

i i
i i

 (9)

где υ, μk – положительные числа, 
,

0,η >
Fs i

 
,

,k hd
Fs


i
 и 

,
,k jb

Fs


i
 зависят от параметров подсистемы sF, i и μk, пе-

ременные 
,

jz
p

sF i

 (z = f, u) удовлетворяют уравнению

 
,

, ,

.j j
j

jz z
p p z= −µ +

Fs sF F
s

i
i i

 (10)

Замечание 6. Структура правой части (9) опре-
деляется видом матрицы 

,FsA
i

 и полиномом 

,
( ).υH

Fs i
Адаптивная модель для оценки параме-

тров (9), (10):

( ), , , ,
ˆ ˆ= − − +y k y y

F F F Fs s s si i i i

  ,, , , ,
, ,

1 1
,,

1 1

ˆ ˆˆ ,
i i

h j j

n n
k jk h

f uk j
y d p b p

− −

= =

 
 + κ + +
 
 

∑ ∑F F F Fs sF F
s s s s

 

i i i i
i i

 (11)

где 
,

0,>k
Fs i

 
,

ˆ ,κ
Fs i

 
,

,ˆ ,k hd
Fs


i
 

,
,ˆk jb

Fs


i
 – настраиваемые па-

раметры. 
Уравнение для ошибки идентификации:

, , , , ,
= − + ∆κe k e y

F F F F Fs s s s si i i i i
 +

 ,, ,
, ,

1 1
,,

1 1
,

i i

h j j

n n
k jk h

f uk j
d p b p

− −

= =

 
 + ∆ + ∆
 
 

∑ ∑ F Fs sF F
s s
 

i i
i i

 (12)

где 
, , ,

, , ,ˆ ,∆ = −k h k h k hd d d
F F Fs s s
  

i i i
 

, , ,
, , ,ˆ ,∆ = −k j k j k jb b b

F F Fs s s
  

i i i
 

, , ,
ˆ ,= −e y y

F F Fs s si i i
 

, , ,
ˆ .∆κ = κ − η

F F Fs s si i i

Рассмотрим функцию Ляпунова ( ), ,
2

, 0.5 .=e iV e e
F Fs si i

( ), ,
2

, 0.5 .=e iV e e
F Fs si i

 Тогда для ( ),,e iV e
Fs



i
 получаем

( ), , , , , ,,


= − + ∆κ +




e iV e e k e y
F F F F F Fs s s s s si i i i i i

,, ,
, ,

1 1
,,

1 1
.

− −

= =

 
 + ∆ + ∆

  
∑ ∑  

i i

h j j

n n
k jk h

f uk j
d p b p

F Fs sF F
s si i

i i

Если переменные ,
, ,

,h j jf u
p p

s sF Fi i

 обладают свой-

ством S
, ,α αPE  то из условия ( ),

0iV e <
Fs



i
 получаем

 

, , , ,

,, ,,
,

, ,,
, ,

,

,
, ,1,

,
, ,

,

,

,

κ∆κ = −γ

∆ = −γ

∆ = −γ

h j

j j

k h
k h f

k j
k ju u

e y

d e p

b p e p

F F F F

F FF sF

F FF s sF F

s s s s

s ss

s ss











i i i i

i ii
i

i ii
i i

 (13)

где 
,, , 0γ >k j Fs i

 – коэффициент усиления.
Из (13) нетрудно получить алгоритмы для на-

стройки параметров модели (11).
Итак, адаптивная система идентификации под-

системы SF, i описывается уравнениями (12), (13). 
Обозначим ее как ASF, i.

Рассмотрим функцию Ляпунова

 

( ),

, , ,

, ,

2
1

, ,

1 T
1, , , 1,

1 T
, ,

0.5

0.5Sp

0.5Sp ,

−
∆ κ

−

−

= γ ∆κ +

 + ∆ ∆ + 
 
 + ∆ ∆ 
 

i

k h

k j

V
FF,

F F F

F, F F

ss

s s s

s s s

D D

B B

ii

i i i

i i i

Ã

Ã

 (14)

где 
, ,, , , ,diag( ),= γk h k hF Fs si i

Ã  Sp(∙) – след матрицы, 

,,
1

, ,, , diag( ),− = γk jk j FF ss ii
Ã  

,1,∆
FsD

i
 и 

,
∆

FsB
i

 содержат 

соответственно элементы 
,

,∆ k hd
Fs


i
 и 

,
, .∆ k jb

Fs


i
 Пусть 

, , ,1, , ∆ ∆ ∆  F F Fs s sK D B

i i i
 и ,( ) ( ) ( ).∆= +e iV t V t V t

F,s i
Теорема 1. Пусть: 1) функции Ve, i(t), VΔ, i(t) явля-

ются положительно определенными и допускают 
бесконечно малый высший предел при →∞e  и 

, ,
, ;∆ →∞ ∆κ →∞

F Fs sK
i i

 2) матрица 
,

×∈ i in n
FsA

i
 

является гурвицевой; 3) , ,h j jf u
p p

s sF, F,i i

 обладают 

свойством S
, .α αPE  Тогда все траектории системы 

ASF, i ограничены, лежат в области

( ) ( ){ }0G , , : ( )= ∆κ ∆ ≤t e V t V t
F, F, F, F, F,s s s s sK

i i i i i

и справедлива оценка

0

, 02 ( ) ( ) ( ).τ τ ≤ −∫
t

e i
t

k V d V t V t
F, F, F,s s si i i

Пусть для VΔ, i(t) справедлива оценка (назовем 
ее А1):
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( )
( )

2
T

,

2
T

0.5 Sp ( ) ( ) ( )

0.5 Sp ( ) ( ) ,

∆
   ϑ ∆ ∆ + ∆κ ≤ ≤   

   
   ≤ ϑ ∆ ∆ + ∆κ   

   

it t V t

t t

F, F,F,

F, F,F,

s ss

s ss

K K

K K

i ii

i ii

где , , , , ,= +k h k jF, F, F,s s s

i i i
Ã Ã Ã  +  – знак прямой сум-

мы матриц, ( ) ( )1 ,β βlF, F,s si i
Ã Ã  – минимальное 

и максимальное собственные числа матрицы ,
F,s i

Ã  

( )1 1
,min , ,− −

κ
 ϑ = β γ 
 l F, F,s si i

Ã  ( )1 1
1 ,max , .− −

κ
 ϑ = β γ 
 F, F,s si i

Ã

Теорема 2. Пусть выполняются условия: 1) по-
ложительно определенные функции Ляпунова 

, ( ) 0.5 ( ),=e iV t e t
F,s i

 

( )21
, ,( ) 0.5 −

∆ κ= γ ∆κ +iV t
F,F, ss ii

 

1 T
1, , , 1,

1 T
, ,

0.5Sp

0.5Sp

k h

k j

−

−

 ∆ ∆ + 
 
 + ∆ ∆ 

+

 

F, F, F,

F, F, F,

s s s

s s s

D D

B B

i i i

i i i

Ã

Ã
 

допускают бесконечно малый высший предел при 

( ) 0, 0, 0;→ ∆κ → ∆ →e t
F, F, F,s s sK

i i i
 2) матрица 

,,
T

,,
( ) ( ) ( )= h j jh j j f uf u
t t t

F, s ss s F, F,F, F,
sW P P

i
i ii i

 и y
F,s i

 являют-

ся кусочно-непрерывными ограниченными и 
S S

, ,( ) , ( ) ;α α α α∈ ∈
y yi i

t y t
F, F,s sW

i i
PE PE  3) справедливо 

равенство

( )

,
s s

,,
s ss s

1 1
,,

s s s
1 1

T T
s s,,

2
2

s s s

Sp ( ) ( )

ê

i i

h j j

h j jh j j

n n
k jk h

f uk j

f uf u

e d p b p

t P P t

y e

− −

= =

 
 ∆ + ∆ =
 
 

    = π ∆ ∆ +    
+ ∆ + 


∑ ∑F, F, F,
F, F,

F, F,
F, F,F, F,

F, F, F,

K K

 

i i i
i i

i i
i ii i

i i i

в области Ov(O), где π > 0, {0, 0 }i in nO ×= ⊂  

0, ,i in n×
∞⊂ × ×    0 × ×∈Ri i i in n n n  – нулевая матри-

ца, Ov – некоторая окрестность точки O, 
0,[0, ] ∞∈ ∞ = t  – интервал времени; 4) справедлива 

оценка А1 для функции VΔ, i(t); 5) выполняется си-
стема неравенств 

,,

,,

2

8 3
3 8

e ie i

ii
i

k VV k
VV ∆∆

 αϑ
−       ≤          π − πα
  

F,
F,

V

s
s

A







i
i

для , ,, ;∆e i iV V   6) верхнее решение для 
T

, , ,( ) ( ) ( )∆ ∆ =  i ie e i it V t V tV
T

, , ,( ) ( ) ( )∆ ∆ =  i ie e i it V t V tV  удовлетворяет уравнению ,= VS A S  
если справедливо неравенство

Vρ(t) ≤ sρ(t) ∀(t ≥ t0) & (Vρ(t0) ≤ sρ(t0)),

ρ = e, i; Δ, i для элементов Ve, i(t), VΔ, i(t). Тогда 
адаптивная система ASF, i является экспоненциально 
устойчивой с оценкой

( )0
, 0( ) ( ),−
∆ ≤

i i
t t

e t e tVAV S

если 

 
4 20, .
3

αϑ
> ≥

αi
k k

F, F,s si i
 (15)

Доказательство теорем основано на подходе, из-
ложенном в [26].

Теорема 2 показывает: если информационная ма-
трица

,,
T

,,
( ) ( ) ( )= h j jh j j f uf u
t t t

F, s ss s F, F,F, F,
sW P P

i
i ii i

является постоянно возбуждаемой, то адаптивная 
система ASF, i позволяет получить истинные оценки 
параметров системы SF, i. При этом параметры си-
стемы должны удовлетворять условию (15).

ПРИМЕРЫ

Рассмотрим систему с нелинейной коррекцией 
системы. Она содержит усилитель с электродвига-
телем и релейное управление, описываемое функ-
цией f1(u). В качестве корректирующего устройства 
используется нелинейная обратная связь (feedback, 
индекс fb в обозначениях) по скорости с параболи-
ческой характеристикой f2(x2) 

 
( )

1 2

2 3

3 1 2 2 3 1

1

,
,

,
,

=
 =


= − − +
 =

x x
x x

x a x a x bf u
y x







 (16)

1

, ,
( ) 0, ,

, ,

≥
= − ≤ ≤
− < −

c u d
f u d u d

c u d

åñëè

åñëè

åñëè

где u = g – x1 − f2(x2) – управление; ( )2
2 2 fb 2 2( ) sign ;=f x k x x  

g – вход системы; c > 0, d > 0; kfb > 0; xi – переменная 
состояния; ai, b – параметры системы.
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Уравнение (13) и полиномы в (7), (8) имеют вид

1 2 1 2
1

1 2 1 2
( ).

   
υ + η− − = +      υ + µ υ + µ υ + µ υ + µ   

v v b b
y f u  (17)

Формула (17) получается следующим образом. 
Сначала система (16) записывается в простран-
стве (y(t), f1(u)). Получаем представление (7). Так как 
система имеет третий порядок, то для нахождения 
уравнения для ( ),y t  согласно результатам раздела 
«Адаптивная идентификация системы SF», обе части 
полученного уравнения (7) делим на полином 
H(υ) = (υ + μ1)( υ + μ2). Далее раскладываем левую 
и правую части (7) на простые дроби и приходим 
к уравнению (17). 

Полагаем υ = d/dt. Из (17) получаем аналог урав-
нений (8), (9) для системы (16):

 
1 2 1 1 1 21 , 2 , 1 , 2 , ,y y f fy y v p v p b p b pµ µ µ µ= −η + + + +  (18)

 1 1 2 2

1 1 1 1 1 2 1 2

, 1 , , 2 ,

, 1 , 1 , 2 , 1

, ,

, ,
µ µ µ µ

µ µ µ µ

= −µ + = −µ +

= −µ + = −µ +

 

 

y y y y

f f f f

p p y p p y

p p f p p f
 (19)

где b1 = 1.4, b2 = −0.4, η = 0.35, v1 = −1, v2 = 1.35, 
μ1 = 2.05, μ2 = 2.25. Параметры нелинейности f1: 
c1 = 2, d = 0.5. Вход g(t) = sin(0.2t).

Адаптивная модель и алгоритмы:

11 ,ˆˆ ˆ µ= − − η + +

y yy k e y v p

 
2 1 1 1 22 , 1 , 2 ,

ˆ ˆˆ ,y f fv p b p b pµ µ µ+ + +  
(20)

 

1 1

2 2 1 1 1

2 1 2

1 ,

2 , 1 ,

2 ,

ˆ ˆ, ,

ˆˆ , ,

ˆ ,

η µ

µ µ

µ

η = −γ = −γ

= −γ = −γ

= −γ

 







v y

v y b f

b f

ey v ep

v ep b p

b p

 (21)

где ˆ .= −e y y
Уравнение для ошибки e(t) 

11 ,µ= − − ∆η + ∆ + ye ke y v p

 
2 1 1 1 22 , 1 , 2 , ,y f fv p b p b pµ µ µ+ ∆ + ∆ + ∆  (22)

где k > 0, 1 2 2 2ˆ , , , , , .v v b b∆σ = σ − σ σ = η  Коэффи-
циен ты γi в (21) изменялись в диапазоне (0.002; 0.009).

Пусть 
T

1 2 1 2, , , , .∆ ∆η ∆ ∆ ∆ ∆   v v b bK  Закон на-
стройки ΔK следует из (21):

 K ,∆ = − yeK P Ã  (23)

где ( )1 2 1 2K ,diag , , , ,η= γ γ γ γ γv v b bÃ

 
1 2 1 1 1 2

T
, , , ,, , , , .µ µ µ µ

 =  y y y f fy p p p pP
Ограниченность траекторий системы (22), (23) 

следует из теоремы 1. Результаты работы адаптив-
ной системы представлены на рис. 1–4. Настройка 
параметров модели (20) показана на рис. 1, 2. 
Рис. 3 отражает изменение ошибки оценивания e(t). 
Такое изменение ошибки связано с изменением вы-
хода системы. 

1.5
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0.5

0.0

–0.5
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–1.5

0 100 200 300 400
t

η̂

η̂1υ̂

1υ̂2υ̂

2υ̂

Рис. 1. Настройка параметров модели (20)
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t

1̂b

1̂b

2̂b

2̂b

Рис. 2. Настройка параметров îb  модели (20)

В [28] отмечено, что по функции f2(x2) система 
является неидентифицируемой на множестве изме-
рений. В этом случае можно воспользоваться кос-
венной информацией о зависимости u1 = ω – x1 от x2. 
Это справедливо, т.к. существует взаимосвязь меж-
ду u1 и u.

2. Рассмотрим систему генерации автоколеба-
ний, состоящую из объекта (переменные y1, y2), 
нелинейного (переменная y3) и линейного (пере-
менная y4) преобразователей и линейного усили-
теля-преобразователя с нелинейным исполнитель-
ным устройством (переменная y5). fi(x) (i = 1, 3) 
является функцией насыщения с зоной нечувстви-
тельности
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2,

1, 1, 2,

1, 1,

1, 1,

2,

, ,

2( ), ,

( ) 0, ,

2( ), ,

, ,

i

i i i

i i i

i i

i

c x d

x d d x d

f x d x d

x d d x

c x d

 ≥


− < <


= − ≤ ≤


+ − <
 − < −

åñëè

åñëè

åñëè

åñëè

åñëè

где c > 0, d1,i > 0, d2,i > 0 – некоторые числа, 

 

0
1

2
1

3
2

4
2 2

5

3

1 1
1

3 3 4

3

( )
0 1 0 0 0
0 0 0

10 0 0 0

, ,
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0 0
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1 0 ( )

, ( ) ,
( )

0 0
10

= +

 
 −      −     = =     −       
 −
  

 
 
 
 

  
= =    +  
 
 − 
 



g k
y
y T
y

k
y

T T
y

T

f y
T

f y y

T

Y AY DF Y

Y A

D F Y

 (24)

где Ti > 0 – постоянная времени, g ≥ 0. В качестве 
входа используется переменная y5. 

Фазовый портрет объекта представлен на рис. 4. 
Он показывает, что в системе возникают автоколе-
бания. Для идентификации параметров системы (24) 
воспользуемся идеями адаптивного наблюдателя для 
объекта, изложенными выше. Необходимо преобра-
зовать только два первых уравнения в (24). Для этого 
представляем их в виде (38) и полученное уравнение 
делим на υ + μ. Далее преобразуем переменные y1, y5 

 1 1

5 5

, , 1

, , 5

,

,
µ µ

µ µ

= −µ +

= −µ +





y y

y y

p p y

p p y
 (25)

и получаем идентификационное представление
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







 (26)

Адаптивная система для оценки параметров си-
стемы (26) имеет вид: 

 ( )( )

( )( )
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1 5

1 1 1 11 1 12 15

2 11 1 12 15

3 3 3 31 1 1 3

4 4 4 41 4 42 2
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







 (27)

где ˆ , 1, 3, 4, 5.i i ie y y i= − =
Если ввести функции Ляпунова ( ) 20.5 ,=i i iV e e  

то из условия 0≤iV  получим адаптивные алгорит-
мы настройки параметров системы (27):
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( )( )

1

5

11 11 1 1 12 12 1

15 15 1 31 31 3 1 1 3

41 41 4 4 42 42 4 2
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a e y a e y

a e y f y y

 (28)

где γij > 0.
Системы (26), (27) моделировались с параметра-

ми: a11 = 0.55, a12 = −0.6, a15 = −1.15, k1 = 2, μ = 0.5, 
a31 = 2.21, k3 = 0.8, k4 = 1.5, a41 = 1.15, a42 = 0.56, 
k5 = 1.25, a51 = 1.1. Параметры функций f1, f3: d11 = 0.5, 
d21 = 1.5, c = 2, d13 = 0.25, d23 = 1.25. Коэффициенты 
γij изменялись в интервале (0.001; 0.05). 
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Рис. 3. Изменение ошибки оценивания
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Адаптивная система имеет вид:

   ( )( )

( )( )

1 5

1 5

1 1 1 11 1 12 15

2 11 1 12 15

3 3 3 31 1 1 3

4 4 4 41 4 42 2
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 (30)

где ˆ( ) ( ) .∆ = −ij ij ija t a t a
Результаты работы системы (29), (30) показаны 

на рис. 5–7. Рис. 5, 6 представляют процесс настрой-
ки параметров системы (27), а рис. 7 отражает из-
менение выходных невязок системы (27). Результаты 
подтверждают ограниченность траекторий адаптив-
ной системы.

Несмотря на выполнение условия S
5 ,α α∈y PE  

для входа системы (24) и S-синхронизируемость си-
стемы обеспечить условие асимптотической устой-
чивости не удается. Связано это с наличием нели-
нейностей в системе.

Рассмотрим функции Ляпунова
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Теорема 3. Пусть выполняются условия: 
1) положительно определенные функции 

Ляпунова ( )21
, ,( ) 0.5 , ( ) 0.5 ( ),−

∆ = γ ∆ =i ij ij e i iV t a V t e t  

( )1 2 1 2 1 2
,1 11 11 12 12 15 15( ) 0.5 ( ) ( ) ( )− − −

∆ = γ ∆ + γ ∆ + γ ∆V t a t a t a t  до-
пускают бесконечно малый высший предел при 
|ei(t)| → 0, |Δaij| → 0; 
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2) yi являются кусочно-непрерывными ограни-
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где ( ) ( )1
11 11 11 15 1diag , , , ,−= γ γ γ ϑ = βlÃ Ã  

( )T 1
1 11 12 15 1 1( ) ( ), ( ), ( ) , ,− ∆ = ∆ ∆ ∆ ϑ = β t a t a t a t 1G Ã  

β1(Г1), βl(Г1) – минимальное и максимальное соб-
ственные числа матрицы Г1; 

4) ( )( )1 3 1 3

2
, 3 1 1 3 , 3,α − υ ≤ − ≤ α + υf y f yf y y  

3 30, 0;υ ≥ υ ≥


5) γ4 = max(γ41, γ42); 
6) выполняется равенство 

( )22 2 ∆ ω = π + ∆ ω 
 i ij i i i ij ie a e a  

в области Ov(O), где πi > 0, 4 4
0,{0 , 0 } ,∞= ⊂ × ×  n nO  

4 4
0,{0 , 0 } ,∞= ⊂ × ×  n nO  04, 0n – нулевые вектора, n – число на-

страиваемых параметров, Ov – некоторая окрест-
ность точки O, 0,[0, ] ;∞∈ ∞ = t  

7) для Ve, Δ(t) справедлива матричная система не-
равенств , , , , ,∆ ∆ ∆ ∆≤ +e e e eV A V B  где Ae, Δ – блоч-
но-диагональная матрица
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подматрицы Ae, Δ, i имеют вид, аналогичный AV из 
теоремы 2; 

8) верхнее решение для Ve, Δ(t) удовлетворяет 
уравнению , , , , ,∆ ∆ ∆ ∆= +e e e eS A S B  если существуют 
такие функции si(t) ≥ 0, что Ve, Δ,i(t) ≤ si(t) ∀(t ≥ t0) & 
Ve, Δ,i(t0) ≤ si(t0), i = 1, 3, 4, 5, где 6

, ,∆ ∈eS  si – эле-
менты вектора Se, Δ. Тогда адаптивная система (29), 
(30) является экспоненциально диссипативной 
с оценкой
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Доказательство теоремы 3 аналогично доказа-
тельству теоремы 2.

Из теоремы 3 следует, что предельные свойства 
системы (29), (30) зависят от нелинейных свойств, 
обратной связи и соблюдения условия постоянства 
возбуждения. В частности, это относится к бло-
ку 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен подход к адаптивной идентификации 
систем с несколькими нели нейностями. Он основан 
на преобразовании системы с целью исключения не-
измеряемых переменных состояния. Выполнен син-
тез адаптивной системы идентификации. Предложен 
подход к декомпозиции системы на ряд подсистем для 
упрощения процесса адаптации. Доказана ограничен-
ность траекторий в адаптивной системе. Рассмотрена 
проблема S-синхронизируемости системы и предло-
жена модификация условия постоянства возбуждения 
информационного множества системы, учитывающе-
го специфику структурной идентифицируемости не-
линейной части системы. Применен метод векторных 
функций Ляпунова для доказательства экспоненци-
альной устойчивости системы идентификации. 

Рассмотрена система с нелинейной коррекци-
ей нелинейной системы. Получены адаптивные 
алгоритмы оценки параметров системы. Показана 
ограниченность траекторий системы. Рассмотрена 
нелинейная система генерации автоколебаний с не-
линейной обратной связью. Предложена адаптив-
ная система параметрической идентификации. 
Исследовано влияние обратной связи и нелиней-
ностей на ограниченность траекторий. Результаты 
моделирования подтверждают полученные теорети-
ческие результаты. Предлагаемые методы могут ис-
пользоваться при разработке систем идентификации 
и управления сложными динамическими системами.
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