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Для успешного решения разнообразных проблем оптики и радиофизики, связан-
ных с распространением волн в неоднородных средах, используются слоистооднород-
ные модели таких сред. Однако, даже в случае двухслойных непроводящих сред, до сих 
пор не существует детальной классификации таких систем – их «фазовых портретов».

В работе получено решение прямой задачи распространения плоской электромаг-
нитной волны в N-слойной диэлектрической среде в виде квазитригонометрических 
полиномов и даны точные выражения для коэффициентов отражения и пропускания. 
Приведён алгоритм решения обратной задачи о нахождении физических параметров 
слоистой системы по амплитудному коэффициенту отражения, установлена един-
ственность решения. Введён ряд содержательных понятий, позволяющих упростить 
задачу. Для малого количества слоёв найдены явные решения задач просветления и ан-
типросветления на заданной частоте и на заданном интервале частот. В более сложных 
случаях построены алгоритмы численного решения задач. Введена исчерпывающая 
классификация двухслойных систем на основе пространства параметров, имеющего 
структуру плоского графа с 19 собственными вершинами, 66 ребрами и 48 гранями.
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Solving numerous problems of wave propagation in inhomogeneous medium in 
optics and radio-physics involves layered media models. Unfortunately even for two-layer 
systems there is no known exhaustive classification of such systems presenting their 
“phase image”.

In the paper the solution of direct problem of flat electromagnetic wave propagation 
in N-layer dielectric media derived in the form of quasi-trigonometric polynomials. Exact 
expressions for reflectivity factor and transmission factor are given. The algorithm of 
inverse problem solution providing layered media physical parameters from amplitude 
reflectivity factor is devised. The solution is proved to be unique. New substantial notions 
allow handling the problem in an easier and more natural way. In the cases of a few layers, 
explicit solutions for translucence and anti-translucence problems at a given frequency 
and in a fixed frequency range are found. The comprehensive classification of two-layer 
systems is based on the structure of the planar graph in the parameter space having 19 
inherent graph nodes, 66 graph edges and 48 facets.
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Введение 

Многие научные и технические задачи оптики [1], [2], [3], радиофизики и геофизики 
[4], [5], связанные с распространением электромагнитных волн, используют слоистоодно-
родные модели среды1.

Во многом сходные проблемы возникают в теории анализа и синтеза электродинами-
ческих устройств [6] и общей теории фильтров [7].

Однако, несмотря на фундаментальные работы выдающихся физиков школы акаде-
мика Л.И. Мандельштама [8], [9] и математиков [10], далеко не все сделано в вопросах ма-
тематического моделирования соответствующих проблем. Многие теоретические и алго-
ритмические аспекты недостаточно разработаны2. 

Некоторые специальные аспекты рассматриваемых ниже проблем затронуты также, 
например, в [12].

Необходимость в существенном развитии аналитической составляющей теории, ори-
ентированной на приложения, указывает хотя бы то, что даже в случае двухслойных не-
проводящих сред, только относительно недавно [13] получена детальная классификация 
таких систем.

В предлагаемой работе приведены экспоненциальные представления (улучшенные фор-
мулы П.Г. Карда [3]) для решения прямой задачи о распространении плоской электромагнитной 
волны в N-слойной диэлектрической среде в виде квазитригонометрических полиномов, т.е. рав-
номерных почти-периодических функций частоты [8], [11].

C использованием алгебраической формы этих представлений установлены принци-
пиально важные, точные, неулучшаемые на классе слоистых сред оценки для коэффици-
ентов отражения и пропускания диэлектрических систем.
1 Среда – вещество, заполняющее ℝ3.
2Возможно, это следствие абстрактного уровня изложения в [10] или [11] и отсутствия в литературе других 
хороших источников математического анализа соответствующих физических проблем.
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Теория "прямой" задачи о распространении плоских электромагнитных волн в слоистых 
диэлектриках развита до такого уровня, который позволяет ставить и решать практически 
важные обратные и оптимизационные задачи для таких систем.

Введены понятия о вычислительных параметрах слоистых систем (через них оценива-
ются коэффициенты отражения и пропускания), а также порождающих и профилирующих 
функций слоистых систем, которые полезны при постановке обратных и оптимизацион-
ных задач.

Предложен алгоритм решения обратной задачи о нахождении электродинамических 
параметров слоистой системы по ее амплитудному коэффициенту отражения, из которого 
вытекает теорема единственности их определения. Описаны все возможные варианты не-
единственности определения физических параметров слоистых систем по амплитудному 
коэффициенту отражения.

Используемые понятия позволяют дать математическую постановку оптимизационных 
задач (просветления и антипросветления) оптики слоистых сред, а затем существенно упро-
стить их (эквивалентным образом), сведя дробнорациональные функционалы качества опти-
ческих систем к квадратическим по вспомогательным параметрам.

Для малого числа слоев выписаны явные решения задач просветления на заданной ча-
стоте или заданном интервале частот. Для численного решения задач отыскания локаль-
ных минимумов функционалов просветления разработаны эффективные алгоритмы [14], 
[15], [16].

Нетривиальность обсуждаемых проблем демонстрирует хотя бы такой факт, что од-
нослойные системы могут быть только двух типов (см., например, [1], стр. 90, рис. 1.18): 
просветляющие и антипросветляющие, тогда как в [13] показано, что пространство пара-
метров материалов двухслойных систем имеет структуру плоского графа, что порождает 
118  разных классов таких систем.

Используемые методы решения практически важных задач при малых N при точном 
или алгоритмическом варианте их использования универсальны и позволяют рассчиты-
вать на их обобщение для бóльших N.
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