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Резюме 
Цели. Цели работы: рассмотреть прямую и обратную задачу о колебании прямоугольного стержня с про-
дольным надрезом; исследовать закономерности поведения собственных частот и собственных форм про-
дольных колебаний при изменении места и размера надреза; разработать метод, позволяющий однозначно 
идентифицировать параметры продольного надреза с помощью собственных частот продольных колебаний 
стержня.
Методы. Стержень с продольным надрезом моделируется как два стержня, где первый не имеет надреза, 
а второй – имеет. Для соединения используются условия сопряжения, в которых приравниваются продоль-
ные колебания и деформации. Решение обратной задачи основано на построении частотного уравнения  
в предположении, что искомые параметры входят в уравнение. При подстановке собственных частот в это 
уравнение получим нелинейную систему относительно неизвестных параметров. Решение последнего есть 
искомые параметры надреза.
Результаты. Приведены таблицы собственных частот и графики собственных форм для разных параметров 
надреза. Получены и проанализированы результаты для различных краевых условий. Представлен метод 
идентификации параметров надреза по конечному числу собственных частот. Показано, что обратная зада-
ча имеет два решения, симметричных относительно центра стержня. Для однозначного решения требуются 
собственные частоты той же задачи с другими граничными условиями на правом конце. Добавление допол-
нительных условий на концах стержня позволило решить обратную задачу с новыми краевыми условиями, 
дающими возможность построить точное решение и разработать алгоритм проверки однозначности реше-
ния. 
Выводы. Разработанный метод позволяет решить задачу идентификации геометрических параметров раз-
личных деталей и конструкций, моделируемых стержнями.

Ключевые слова: продольные колебания, собственная частота, собственная форма, стержень, задача 
идентификации, прямая задача, обратная задача, задача Штурма – Лиувилля, граничные условия
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Abstract
Objectives. To study the direct and inverse problem of vibrations of a rectangular rod having a longitudinal notch, to 
analyze regularities of the behavior of natural frequencies and natural forms of longitudinal vibrations when changing 
the location and size of the notch, and to develop a method for uniquely identifying the parameters of the longitudinal 
notch using the natural frequencies of longitudinal vibrations of the rod.
Methods. The rod with a longitudinal notch is modeled as two rods, where the first one does not have a notch, 
while the second one does. For connection, conjugation conditions are used, in which longitudinal vibrations and 
deformations are equated. The solution of the inverse problem is based on the construction of a frequency equation 
under the assumption that the desired parameters are included in the equation. Substituting natural frequencies into 
this equation, the nonlinear system with respect to unknown parameters is derived. The solution of the latter is the 
desired notch parameters.
Results. Tables of eigenfrequencies and graphs of eigenforms are given for different notch parameters. The results 
for different boundary conditions are obtained and analyzed. A method for identifying notch parameters by a finite 
number of eigenfrequencies is presented. The inverse problem is shown to have two solutions, which are symmetrical 
about the center of the rod. The unambiguous solution requires eigenfrequencies of the same problem with different 
boundary conditions at the right end. By adding additional conditions at the ends of the rod, the inverse problem can 
be solved with new boundary conditions to construct the exact solution and develop an algorithm for checking the 
uniqueness of the solution. 
Conclusions. The developed method can be used to solve the problem of identification of geometric parameters of 
various parts and structures modeled by rods.

Keywords: longitudinal vibrations, natural frequency, eigenform, rod, identification problem, direct problem, inverse 
problem, Sturm–Liouville problem, boundary conditions
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при увеличении дефекта его поперечного сечения. 
Работа  [14] посвящена методу решения обратных 
задач дефектоскопии для стержней, совершающих 
продольные колебания. С помощью численного мо-
делирования показано, что для удовлетворительного 
определения свойств дефекта достаточно исполь-
зовать несколько низших частот. В  [15] проведено 
сравнение экспериментальных данных с различны-
ми теоретическими моделями для описания про-
дольных колебаний стержня. В настоящей работе 
получен результат для случая, когда продольный 
надрез проходит не по всей длине прямоугольно-
го стержня. Результаты исследования могут найти 
применение в акустической диагностике различных 
стержней, таких, как двутавровая балка, рельсы, кар-
касные мосты, и т.д.

Результаты работы показали, что с помощью 
собственных частот продольных колебаний можно 
найти место начала продольного надреза стержня, 
его глубину и ширину. Изучение графиков собствен-
ных форм колебаний позволяет изучить зависимость 
выходных данных задачи от входных.

ПРЯМАЯ ЗАДАЧА

Рассматривается однородный изотропный прямо
угольный стержень длиной L = 1, плотностью ρ 
и площадью поперечного сечения F  (см. рис. 1). 
Краевые условия: стержень заделан на левом конце 
и свободен на правом. Поперечное сечение стержня 
имеет высоту Н и ширину В. От точки xc до правого 
конца расположен прямоугольный надрез глубиной 
h и шириной b.

Требуется определить собственные частоты про-
дольных колебаний стержня, определить влияние 
размеров и места начала надреза на эти частоты. Для 
наглядности решения построим собственные формы 
колебаний.

ВВЕДЕНИЕ

Колебания являются одной из наиболее распро-
страненных форм движения. Изучение колебаний 
имеет важное практическое значение, т.к. позволяет 
использовать их положительные свойства в технике 
и технологии, избежать нежелательных последствий 
колебаний путем ограничения их уровня. Лишь на 
базе глубокого изучения различных видов колебаний 
могут быть решены важные практические проблемы 
динамики сооружений  [1]. Изучение собственных 
частот колебаний представляет большой научный и 
прикладной интерес во многих инженерных задачах.

Идентификации трещин посвящено большое 
число работ [2–14]. Поперечные раскрытые трещи-
ны, начиная с работ [3–5], как правило, моделируют-
ся условиями сопряжения пружины. В современной 
литературе предлагаются и другие условия сопряже-
ния для моделирования поперечных трещин [2, 6, 7]. 
Однако продольная трещина не может быть смоде-
лирована условиями сопряжения. В работе [2] пред-
ложено решить задачу идентификации стержня, 
основываясь на изменении в месте надреза момен-
тов инерций вокруг осей и площадей поперечного 
сечения. Работа  [8] приводит простейшую модель 
продольных колебаний стержня с зарождающимися 
поперечными трещинами, в ней определяются соб-
ственные частоты колебаний, а также координаты 
и размеры трещин по экспериментальным значе-
ниям собственных частот. В работе  [9] рассмотрен 
стержень с жестко закрепленным левым концом, 
закрепление на правом конце может быть либо сво-
бодным, либо упругим или жестким. Приведены 
первые три собственные частоты для различных 
профилей сечения. Наиболее близкая по постановке 
задача приведена в работе [10], где рассматривается 
эволюция характеристик собственных продольных 
колебаний и собственных форм круглого стержня 
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Рис. 1. Изображение стержня с надрезом
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Уравнение продольных колебаний описывается 
следующим уравнением [11, с. 189]: 

	 EF d U x t
dx

F d U x t
dt

2

2

2

2
0

( , ) ( , )
,� �� � (1)

где U = U(x, t) – продольное смещение, EF – изгиб-
ная жесткость стержня, ρ – плотность стержня, F – 
площадь поперечного сечения стержня.

Решение уравнения  (1) ищем в виде U(x,  t)  = 
=  y(x)cosωt. Тогда  (1) сводится к следующему урав-
нению:
	 �� � �y y�2 0, � (2)

где спектральный параметр �
� �2

2

�
F
E

.  Поскольку 
стержень слева и справа от точки xc имеет разную 
форму поперечного сечения, то уравнения продоль-
ных колебаний слева и справа от точки xc запишутся 
в следующей форме:

	 �� � � �� � �� � � �y y y y� �2 20 0, ,  � (3)

где y–, y+ – продольные смещения левее и правее точ-
ки xc.

Условие сопряжения в точке xc для участков 
стержня запишется так:

	 EF
dy
dx

EF
dy
dx�

�
�

�� . � (4)

Обозначим отношение площадей 
F
F
�

�
 через P:

	 F BH bh F BH P
F
F� �
�

�
� � � �, , .   � (5)

Условия сопряжения с помощью Р запишутся 
так:

	 y x y x y x y x P� � � �� � � � � � � � � � � �c c c c
   , . � (6)

Так как стержень заделан на левом конце и сво-
боден на правом, то краевые условия запишутся 
в следующей форме: 

	 y y� �� � � � � � �0 0 1 0, .    � (7)

Общее решение уравнений (3) есть: 
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Уравнения  (8) подставим в  (6),  (7) и получим 
следующие уравнение: 

	 y C C C�
� � �� � � � � �0 1 0 0
1 2 1

. � (9)

Из уравнения (9) следует C
1

0� � .
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Система уравнений  (10)–(12) для нахождения 
констант C1

+ , C
2
+ , C2

−  имеет ненулевое решение тог-
да и только тогда, когда равен нулю определитель 
системы 

	 D
x

x
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x P x P x

�

�

� �
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В результате получаем следующее уравнение 
для нахождения собственных значений  (собствен-
ных частот):

	
D x x P x

x x x

� � � �

� �

� � � � � �

� � � �

sin cos sin cos sin

sin cos sin cos

c c c

c c

2

2
cc

cos .� � 0
�(14)

На основе этого уравнения можно решать два 
вида задач – прямую и обратную.

Решение прямой задачи с различными начальны-
ми данными позволяет сделать анализ зависимости 
собственных частот колебаний от параметров стерж-
ня, а также сделать основные выводы по решению 
поставленной задачи. Поэтому следующим этапом 
работы является анализ результатов прямой задачи.

Величины измерения обезразмерены для удоб-
ного выполнения расчетов.

Начальные данные: H = B = 0.1; h = b = 0.01. 
Необходимо найти собственные частоты про-

дольных колебаний.
Рассмотрим зависимость первых пяти собствен-

ных частот от положения начала надреза стержня.
В значениях xc, равноудаленных от середи-

ны (1, 2, 5, 7 в табл. 1), можно увидеть одинаковые 
значения частот продольных колебаний. Отсюда 
следует, что решение обратной задачи двойственно, 
т.е. существуют два решения симметрично середине 
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стержня. Наглядно посмотреть двойственность ре-
шения можно, построив первые три собственные 
формы функции (рис. 2–4).

Таблица 1. Значения собственных частот 
продольных колебаний при изменении места надреза 

№ Положе
ние xc

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

1 0.1 1.57389 4.72052 7.86408 11.00378 14.14031
2 0.25 1.57791 4.71956 7.84681 10.98846 14.14428
3 0.3 1.57895 4.71552 7.84388 10.99868 14.14536
4 0.5 1.58090 4.70229 7.86408 10.98547 14.14727
5 0.75 1.57791 4.71956 7.84681 10.98846 14.14428
6 0.8 1.57670 4.72201 7.85398 10.98595 14.13126
7 0.9 1.57389 4.72052 7.86408 11.00378 14.14031

Примечание: λn – собственные частоты продольных колеба-
ний стержня, которые найдены численно в программе Maple1.
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Рис. 2. Первая собственная форма
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Рис. 3. Вторая собственная форма
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Рис. 4. Третья собственная форма

1  https://www.maplesoft.com/. Дата обращения: 12.01.2023. / 
Accessed January 01, 2023.

Из графиков собственных форм (рис. 2–4) видно, 
что задача идентификации точки начала надреза не-
устойчива, сильно зависит от погрешности входных 
данных.

Рассмотрим изменения собственной частоты от 
высоты h и ширины b надреза стержня. 

Из таблиц 2 и 3 видно, что изменение размеров 
надреза ведет к более существенному изменению 
собственных частот колебаний, чем изменение ме-
ста надреза.

Таблица 2. Изменение значения чистоты собственных 
колебаний от увеличения высоты надреза

№ Высота h λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

1 0.01 1.57582 4.70736 7.85901 10.9905 14.14219
2 0.02 1.58090 4.70229 7.86408 10.9854 14.14727
3 0.04 1.59120 4.69198 7.87439 10.9752 14.15758
4 0.05 1.59644 4.68675 7.87963 10.9699 14.16281
5 0.06 1.60173 4.68146 7.88491 10.9646 14.16810
6 0.08 1.61247 4.67071 7.89566 10.9539 14.17884
7 0.09 1.61793 4.66525 7.90112 10.9484 14.18430

Таблица 3. Изменение частоты продольных 
колебаний от положения и высоты надреза стержня

№ Положе
ние xc

Высо
та h λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

1 0.9 0.09 1.58485 4.74968 7.90108 11.03455 14.15227
2 0.1 0.01 1.57234 4.71644 7.85901 10.99965 14.13873
3 0.5 0.05 1.59644 4.68675 7.87963 10.96993 14.16281

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

Рассмотрим обратную задачу, когда по конечному 
числу собственных частот необходимо найти начало 
надреза, расположенного не в середине стержня. 

Пусть известны собственные значения λ1 = 1.57952, 
λ2 = 4.71238, λ3 = 7.84524, длина стержня L = 1, ширина 
и высота H = 0.1, B = 0.1, ширина и глубина надреза 
b = 0.01, h = 0.01 соответственно. Необходимо найти 
точку начала надреза xc. 

Подставив отношение площадей (5) и известные 
значения в частотное уравнение (14), получим

	

D x x P

x x
n n n n

n n n n n
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� �

� � � �

� � � � �

sin cos sin
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2 xx

xn n

c

c
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� �cos cos .2 0� �
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Уравнение  (15) дает два действительных реше-
ния (рис. 5), симметричных относительно середины 
отрезка L:

xc1 = 0.25, xc2 = 0.75.

https://www.maplesoft.com/
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Рис. 5. Решение обратной задачи

Из решения обратной задачи следует, что иден-
тификация стержня только с помощью продольных 
колебаний не дает однозначного решения. Для полу-
чения точного решения необходимо добавить допол-
нительные условия. Например, поменять краевое 
условие на одном из его концов.

Добавим упругий элемент на правый конец 
стержня. Соответственно, появится условие Робена.

Граничные условия (условия Робена) для стерж-
ня единичной длины (L = 1) имеют вид: 

	 � � � � � � �y Kyx 1 1 0, � (16)

где K – жесткость пружины на конце.
Поставив общее решение (8) в (16), получим 
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Находим определитель 
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Решение (17) дает собственные значения λn.

Решим обратную задачу и построим графиче-
ские решения уравнения.

Пусть известны первые три собственные часто-
ты λ1 = 2.2972263, λ2 = 5.0846367, λ3 = 8.0885773, от-
ношение площадей поперечного сечения P = 0.98 и 
коэффициент жесткости пружины K = 2. Необходимо 
найти место надреза xc. Подставим по порядку соб-
ственные частоты продольных колебаний в  (17). 
Решение уравнения представлено на рис. 6.

0.1
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–0.2

y

0.2	 0.4	 0.6	 0.8	 1.0 xxc
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Рис. 6. Решение задачи с упругим закреплением

Из рис. 6  видно, что при условии упругого за-
крепления задача имеет точное решение в точке 
xc = 0.25. Из этого следует, что для однозначного ре-
шения обратной задачи требуется применить упру-
гое закрепление на одном из концов стержня.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С граничными условиями  (7) решение обратной 
задачи идентификации продольного надреза по соб-
ственным частотам продольных колебаний неустой-
чиво, т.к. собственные формы близки друг к другу  
в точках, симметричных от середины надреза, и, чтобы 
решить задачу однозначно, необходимо заменить усло-
вие закрепления одного из концов стержня на упругое. 
Построенные графики и приведенные таблицы реше-
ния прямой задачи показали зависимость собственных 
частот от начальных данных. Приведен пример реше-
ния обратной задачи, из которого видно, что для одно-
значного определения начала надреза достаточно двух 
собственных частот, полученных для различных гра-
ничных условий. Данный метод возможно применять 
при решении задач по идентификации геометрических 
параметров деталей, смоделированных стержнем.
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