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Резюме 
Цели. Рассмотрена задача оценки альтернатив на основе результатов экспертных парных сравнений. Важ-
ность и актуальность этой задачи обусловлены ее многочисленными применениями в самых разных об-
ластях – как в технических и естественных, так и в гуманитарных, от строительства до политики. Ставится 
задача вычисления вектора объективных рейтингов на основе экспертных оценок. В математической фор-
мулировке задача нахождения вектора объективных рейтингов сводится к аппроксимации матриц парных 
сравнений согласованными матрицами.
Методы. Используются аналитические методы анализа и высшей алгебры. Для некоторых частных случаев 
приведены результаты численных расчетов.
Результаты. В работе доказана теорема, утверждающая, что согласованная матрица, наилучшим образом 
аппроксимирующая заданную обратно-симметрическую матрицу в лог-евклидовой метрике, всегда суще-
ствует и единственна. Кроме того, выведены формулы для вычисления такой согласованной матрицы. Для 
малых размерностей рассматриваются примеры, позволяющие сравнить результаты, полученные по выве-
денной формуле, с результатами для других известных способов нахождения согласованной матрицы – для 
вычисления собственного вектора и для минимизации невязки в лог-чебышевской метрике. Доказано, что 
в размерности 3 все эти способы приводят к одному и тому же результату, а уже в размерности 4 все резуль-
таты различны.
Выводы. Полученные в статье результаты позволяют вычислять вектор объективных рейтингов по данным 
экспертной оценки. Этот метод может быть использован в стратегическом планировании в тех случаях, когда 
выводы и рекомендации возможны только на основании экспертных суждений.

Ключевые слова: экспертные оценки, парные сравнения, обратно-симметрическая матрица, согласован-
ная матрица, метрика, минимизация невязки
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Abstract
Objectives. An analysis of the problem of evaluating alternatives based on the results of expert paired comparisons 
is presented. The importance and relevance of this task is due to its numerous applications in a variety of fields, 
whether in the technical and natural sciences or in the humanities, ranging from construction to politics. In such 
contexts, the problem frequently arises concerning how to calculate an objective ratings vector based on expert 
evaluations. In terms of a mathematical formulation, the problem of finding the vector of objective ratings can be 
reduced to approximating the matrices of paired comparisons by consistent matrices.
Methods. Analytical analysis and higher algebra methods are used. For some special cases, the results of numerical 
calculations are given.
Results. The theorem stating that there is always a unique and consistent matrix that optimally approximates a given 
inversely symmetric matrix in a log-Euclidean metric is proven. In addition, derived formulas for calculating such 
a consistent matrix are presented. For small dimensions, examples are considered that allow the results obtained 
according to the derived formula to be compared with results for other known methods of finding a consistent matrix, 
i.e., for calculating the eigenvector and minimizing the discrepancy in the log-Chebyshev metric. It is proven that all 
these methods lead to the same result in dimension 3, while in dimension 4 all results are already different.
Conclusions. The results obtained in the paper allow us to calculate the vector of objective ratings based on expert 
evaluation data. This method can be used in strategic planning in cases where conclusions and recommendations 
are possible only on the basis of expert evaluations.
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ВВЕДЕНИЕ 

При принятии решений человек не всегда обла-
дает полной информацией, поэтому решения могут 
приниматься на основании некоторых, не всегда 
объективных, критериев. В ситуациях, когда необхо-
димо учесть огромное количество факторов, ошибка 
может привести к катастрофическим последствиям. 
К таким ситуациям относятся, например, вопросы 
стратегического планирования, в частности, в стро-
ительстве, медицине, политике, экономике и во мно-
гих других областях человеческой деятельности. 

Науку, занимающуюся вопросами выбора стра-
тегии при неполной информации, а также вопросами 

обоснования такого выбора, принято называть тео
рией принятия решений. Такие исследования при-
влекают пристальное внимание специалистов 
в различных областях [1, 2]. Многие аспекты обсуж-
даются в книгах Т. Саати [3, 4] – одного из основопо-
ложников этой теории.

Есть и еще как минимум одна серьезная при-
чина, позволяющая уверенно спрогнозировать рост 
числа исследований в этом направлении. Это воз-
можность применения методов теории принятия ре-
шений в машинном обучении. По сути экспертные 
оценки  – противоречивые и неточные, но при ис-
пользовании в большом количестве они позволяют 
получить нужную информацию и построить верный 
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а экспертные оценки представляют собой эти же 
рейтинги, искаженные случайными ошибками. 
Возникает задача: по данным экспертным оценкам 
восстановить эти рейтинги.

Если найдены рейтинги wi, то элементы матрицы 
сравнений равны

x
w
wij
i

j
= .

Обозначим эту матрицу W0. Ее ранг равен 1. 
Такая матрица называется согласованной.

Таким образом, задача обработки экспертных 
суждений сведена к задаче поиска согласованной ма-
трицы W0, наилучшим образом аппроксимирующей 
обратно-симметрическую матрицу W. И здесь выяс-
няется, что ответ существенно меняется в зависимо-
сти от того, в какой метрике вычисляется различие 
между этими матрицами.

В статье Н.К. Кривулина и его учеников [12] пред-
лагается вычислять это различие в лог-чебышевской 
метрике. Здесь, в частности, отмечается, что это при-
водит к тому, что задача обработки экспертных оце-
нок становится задачей из области так называемой 
идемпотентной или тропической математики [13] – 
нового бурно развивающегося направления в совре-
менной математике. Однако там же отмечается, что 
эта метрика в высоких размерностях приводит к не-
единственности решения.

В работах Т. Саати  [3,  4] предлагается считать 
искомым вектором рейтингов соответствующим об-
разом нормированный собственный вектор матри-
цы А, отвечающий ее максимальному собственному 
значению. Существует известная теорема Перрона – 
Фробениуса  [14], утверждающая, что у любой по-
ложительной (состоящей только из положительных 
чисел) матрицы существует единственное макси-
мальное по модулю собственное значение, оно стро-
го положительно и кратность его равна 1. В этих 
работах, впрочем, не указывается, в какой метрике 
полученное решение оптимально.

Настоящая работа посвящена нахождению опти-
мального решения в лог-евклидовой метрике.

ВЫВОД ОПТИМАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ

Рассмотрим матрицу сравнения произвольной 
размерности (n  ×  n). Невязка исходной матрицы 
сравнения W  =  (aij) и ее согласованного аналога 
W0  =  (xij) в лог-евклидовой метрике, которую мы 
в данный момент рассматриваем, вычисляется как:

� �
�

�
�
�

�

�
�
�

�
� log .

,

2

1

x

a
ij

iji j

n

прогноз  – ничем не отличаются от ситуаций, воз-
никающих, например, в обучении нейронных сетей 
или в построении ансамбля решающих деревьев  – 
случайного леса (random forest) [5].

В последнее время появились многочисленные 
исследования, в которых техника сравнения разно-
родных активов применяется к различным задачам 
из области информационных технологий, в частно-
сти, для выбора форматов хранения больших данных 
(big data) для различных вычислительных комплек-
сов, как локальных, так и распределенных. Этой те-
матике посвящены, например, работы [6–11].

Достаточно распространена ситуация, когда для 
построения прогноза и принятия решения не извест-
ны ни априорные распределения, ни предшествую-
щая статистика, а известны только прогнозы и ре-
комендации экспертов. Поэтому задаче обработки 
экспертных суждений следует придать математиче-
скую формулировку.

Пусть мы имеем дело с экспертными суждения-
ми. Например, эксперт сравнивает яблоко (Я), апель-
син (А) и банан (Б). При этом он сравнивает фрукты 
попарно. Допустим, высказаны такие мнения:

•	 банан в три раза лучше яблока;
•	 апельсин в пять раз лучше яблока;
•	 апельсин в два раза лучше банана.

По этим суждениям можно построить матрицу 
сравнений, в которой первый столбец и первая стро-
ка соответствуют яблоку, вторые – банану, а третьи – 
апельсину:

W �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1 3 5

1 3 1 2

1 5 1 2 1

.

На пересечении i-го столбца и j-й строки сто-
ит число, равное отношению ценностей i-го и j-го 
фрукта. Такая матрица называется положительной 
обратно-симметрической матрицей: все ее элементы 
строго положительны и выполнено соотношение:

a aij ji� �1.

Эта матрица, однако, не согласована. Если А 
лучше Я в 5 раз и А лучше Б в 3 раза, то уместно 
было бы предположить, что Б должен быть лучше Я 
в 5/3 раза, а не в 2 раза.

Такая ситуация для экспертных оценок – не ред-
кость. Более того, существуют и нетранзитивные оцен-
ки: когда А лучше Б, Б лучше В, но В лучше А. Такая 
ситуация встречается, например, в турнирах, когда А 
выигрывает у Б, Б выигрывает у В и В выигрывает у А.

Для того, чтобы построить объективную оцен-
ку, мы предположим, что для оцениваемых предме-
тов существуют объективные рейтинги w1, w2,  w3, 
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Если учесть, что элементы согласованной ма-
трицы выражаются через компоненты собственного 
вектора матрицы в виде xij = wi/wj, то функция Φ за-
висит от n переменных:

�( , ..., ) log .

,

w w
w
w an

i

j iji j

n

1
2

1

�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�

Условия равенства нулю производной функции 
невязки по k-й компоненте собственного вектора wk 
дадут систему уравнений:

n w w ak

n

k

n
log log log .� �

� �
� ��
�

�
�1 1

Решением этой системы уравнений будет:

w N ak k

n
n�

�
� ( ) ./

�
� 1

1

Здесь N  – произвольный нормировочный коэф-
фициент и учтено, что произведение всех элементов 
исходной обратно-симметрической матрицы сравне-
ний равно единице

a
n

��
� �

�
�
� 1

1,

.

Таким образом, доказано следующее утверж
дение.

Теорема. Пусть задана обратно-симметрическая 
матрица (aij). Тогда компоненты согласованной ма-
трицы (xij), минимизирующей функцию невязки для 
лог-евклидовой метрики, имеют вид:

x
w
w

a aij
i

j
i j

n
n� � �

�
� ( ) ./

� �
� 1

1

Иными словами, элемент согласованной матри-
цы xij равен произведению среднего геометрическо-
го элементов i-й строки и j-го столбца исходной ма-
трицы.

Для примера рассмотрим обратно-симметриче-
ские матрицы малых размерностей.

Пусть W =  (aij)  – трехмерная матрица эксперт-
ных сравнений:

W �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

1 1

1 1 1

a b
a c
b c

.

Элементы матрицы положительны aij  >  0 и  
обратно-симметричны a aij ji� �1.  Отметим, что ма-
трица называется согласованной, если для ее эле-
ментов a, b, c > 0 выполняется условие c = b/a или 
ac/b = 1. Для аналогичного параметра в работе [12] 
было использовано название «тропический радиус» 
и использовалось обозначение R=(ac/b)1/3, которое 
мы будем также использовать и в этой работе.

В работе [15] установлено, что собственные зна-
чения матрицы сравнений для n = 3: 

�

� �

1

2 3

1
1

1
1

2

1 3

2

1

� � ��
�
�

�
�
�

� � � ��
�
�

�
�
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�
�

�
�
�

R
R

R
R

i R
R

;

.

Один из корней характеристического уравне-
ния действительный, пара других  – комплексно-
сопряженные. Действительный корень имеет наи-
большее по абсолютной величине значение. Для 
согласованной матрицы R = 1 и собственные значе-
ния равны λ1 = 3; λ2 = λ3 = 0. Наибольшее ненуле-
вое собственное значение совпадает в общем случае 
с размерностью матрицы сравнения.

Нетрудно найти и собственный вектор исходной 
матрицы сравнений для первого собственного значе-
ния. Он будет иметь вид (в нормировке w1 = 1): 

w
w
w

R a
bR

1

2

3

1

1

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
.

Элементы согласованной матрицы в этом случае 
находятся следующим образом: W0 = (xij) = wi/wj и, 
следовательно:

W
0

1

1

1 1

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

a R bR
R a c R
bR R c

.

Найденный собственный вектор исходной ма-
трицы будет собственным и для согласованной ма-
трицы. Он соответствует собственному значению 
этой матрицы, равному размерности λ = 3.

Для трехмерной матрицы сравнений и соответ-
ствующей ей согласованной матрицы:

W W� �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �
�

�

�
�
�

( ) ; ( )a
a b

a c
b c

x
x y

x y x
y x y

ij ij

1

1 1

1 1 1

1

1 1

1 1

0

��

�

�
�
�

в лог-евклидовой метрике задача сводится к нахо-
ждению минимума функции невязки Φ(x, y) двух пе-
ременных, входящих в согласованную матрицу:
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�( , ) (log log ) ,

,

x y a xij
i j

ij� �
�
�

1

3
2

которая с учетом явного вида матриц может быть за-
писана в виде:

�( , ) log log log .x y x
a

y
b

y
cx
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�
�2 2 22 2 2

Экстремум функции (минимум) достигается 
в точке x = a/R, y = bR. Минимальное значение функ-
ции min Φ = 6log2R зависит от рассогласованности 
исходной матрицы экспертных суждений.

Результаты для трехмерного случая можно полу-
чить и другим способом.

Как и ранее, обратно-симметрическая матрица 
в трехмерном случае равна

W �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

1 1

1 1 1

a b
a c
b c

.

При логарифмировании она становится косо-
симметрической

H � �
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0

0

0

u v
u w
v w

.

Здесь обозначено u = log a, v = log b, w = log c.
Согласованная матрица имеет вид

W
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1 3 2 3 3 3
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После логарифмирования она примет вид:

L � �
� �

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

0

0

0

1 2

1 3

2 3

y y
y y
y y

.

Здесь обозначено:

y1 = log w2 – log w1,        y2 = log w3 – log w1,

y3 = log w3 – log w2.

При этом выполнено условие y1  – y2  +  y3  =  0. 
Таким образом, задача свелась к нахождению точ-
ки  Q на плоскости y1  – y2  +  y3  =  0, ближайшей 

к заданной точке P(u, v, w) ∈ R3. Решение этой задачи 
зависит от метрики.

Для евклидовой метрики следует провести через 
точку P прямую, перпендикулярную плоскости, и 
найти точку пересечения:

(u + t) – (v – t) + (w + t) = 0.

Получим:

t u v w� � � �
1

3
( ).

Следовательно:

y u t u v w y v t u v w

y w t u v w

1 2

3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

3

1

3

1

3

1

3

2

3

� � � � � � � � � �

� � � � � �

, ,

.

Положим без ограничения общности w1  =  1. 
Тогда

w a b c

w a b c

y

y
2

2 3 1 3 1 3

3
1 3 2 3 1 3

1

2

� �

� �

�e

e

,

.

Это элементы первой строки согласованной ма-
трицы. В первом столбце стоят обратные им элемен-
ты. Первый столбец равен

V �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� �

� � �

1

2 3 1 3 1 3

1 3 2 3 1 3

a b c
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,

что совпадает с результатом, полученным ранее

V �
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

1

1

R a
bR

.

Этот столбец (как и два других) является соб-
ственным вектором исходной матрицы A. Это не-
трудно проверить прямой выкладкой. К сожалению, 
такой способ расчета не обобщается на более высо-
кие размерности.

Рассмотрим также другие метрики. Наиболее 
естественным представляется рассмотреть са-
мые употребительные: лог-манхеттенскую и лог-
чебышевскую метрики.

Нетрудно проиллюстрировать, что в лог-манхет-
тенской метрике решение не является единственным 
даже в размерности 3. Действительно, геометриче-
ски решение задачи о минимальном расстоянии от 
точки до плоскости сводится к построению шара 
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с  центром в этой точке, касающегося этой плоско-
сти. Однако в манхеттенской метрике «шаром» явля-
ется октаэдр, одна из граней которого лежит как раз 
на плоскости y1 – y2 + y3 = 0. Все точки этой грани 
и будут решениями. К этому можно добавить, что 
решение в евклидовой метрике будет принадлежать 
этой же грани, т.е. будет одним из решений в ман-
хеттенской.

В чебышевской метрике в размерности 3 ре-
шение единственно и совпадает с решением в ев-
клидовой. Действительно, «шаром» в этой метрике 
является куб. Вектор PQ имеет координаты (t, −t, t) 
и является половиной диагонали куба, поэтому куб 
также касается плоскости в единственной точке  – 
точке Q.

В работе [12] также было получено другим спо-
собом, что в размерности 3 собственный вектор ми-
нимизирует невязку в лог-чебышевской метрике.

Таким образом, в размерности 3 все описанные 
способы вычисления согласованной матрицы – вы-
числение собственного вектора и вычисление векто-
ра, минимизирующего невязку – приводят к одному 
и тому же результату (хотя в лог-манхеттенской ме-
трике это решение не будет единственным).

В размерности 4 эти решения уже отличаются.
В работе [12] для размерности 4 рассматривает-

ся численный пример с такой матрицей:
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1 2 4 1

1 2 1 1 2 1 3

1 4 2 1 2

1 3 1 2 1

.

В указанной работе доказывается, что оптималь-
ным в лог-чебышевской метрике будет любой век-
тор, принадлежащий отрезку AB, где
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.

Таким образом, в лог-чебышевской метрике 
в размерности 4 решение, вообще говоря, не един-
ственно.

Другой способ – вычисление собственного векто-
ра – приводит к такому результату: собственное значе-
ние равно λmax = 4.5056, а собственный вектор в той 
нормировке, когда его первая координата равна 1, равен
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�

�
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�
�
�

1 0000
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.

.

.

.

.

Вычисление решения, дающего минимальную 
невязку в лог-евклидовой метрике, в соответствии 
с доказанной выше теоремой, приводит к такому ре-
зультату:
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�

�

�
�
�
�

1 0000
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.

.

.

.

.

Таким образом, уже в размерности 4 описанные 
выше способы вычисления вектора рейтингов при-
водят к различным результатам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для обработки экспертных мнений и приведения 
их к виду рейтингового списка можно использовать 
доказанную в статье теорему. Установлено, что она 
дает наилучшую оценку в лог-евклидовой метрике. 
На примерах показано, что эта оценка в высоких раз-
мерностях может не совпадать с оценками, получен-
ными другими способами. Выбор нужного способа, 
по-видимому, должен быть связан со спецификой 
рассматриваемой задачи.

Вклад авторов. Все авторы в равной степени 
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