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Резюме 
Цели. Информационная поддержка процессов планирования и управления проектами использует в каче-
стве модели сетевые графики, помогающие в формировании структуры планируемых работ и расчете ха-
рактеристик эффективности проекта. С целью оптимизации и выравнивания ресурсов, используемых в про-
ектах, возникает необходимость нахождения на этих моделях не только критического пути максимальной 
взвешенной длины, но и ближайших к нему подкритических путей с меньшей по отношению к нему длиной. 
Цель работы – синтез и анализ алгоритма поиска k-кратчайших путей между вершинами входа и выхода сети, 
позволяющего идентифицировать вышеназванные подкритические пути. 
Методы. Использованы положения теории графов и теории групп, а также метод динамического програм-
мирования.
Результаты. Разработан алгоритм поиска k-кратчайших путей на ориентированных графах без контуров с от-
ношением строгого порядка. С использованием теории групп на графах были определены абстрактные элемен-
ты – p-контуры, между которыми была установлена многоуровневая структура отношений, позволившая реализо-
вывать необходимый поиск путей. В рамках обоснования работоспособности построенного алгоритма доказана 
справедливость основных положений: во-первых, многоуровневая система отношений является исчерпывающей; 
во-вторых, не происходит потерь в окончательном решении в процессе работы алгоритма; в-третьих, пути, най-
денные в результате работы алгоритма, удовлетворяют основному требуемому соотношению между ними. Чис-
ленно алгоритм реализован методом динамического программирования, который был расширен за счет исполь-
зования дополнительного функционального соотношения, предполагающего наличие подоптимальных политик.
Выводы. Проведенная серия вычислительных экспериментов подтвердила работоспособность и эффек-
тивность программно реализованного алгоритма. Выполненный анализ показал хорошие характеристики 
сходимости предложенного алгоритма в сравнении с алгоритмами данного класса, применяемыми к сете-
вым графикам. Это позволяет рекомендовать его к практическому использованию в информационных систе-
мах управления проектами. 

Ключевые слова: управление проектами, сетевой график, критический путь, алгоритм, вычислительный 
эксперимент
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Abstract
Objectives. Network diagrams are used as an information support element in planning and project management 
processes for structuring planned work and calculating project efficiency characteristics. In order to optimize and 
balance resources used in projects, it becomes necessary to locate in these models not only the critical path of the 
maximum weighted length, but also the subcritical paths closest to it having a shorter length in relation to it. The 
aim of the work is to synthesize and analyze an algorithm for finding k-shortest paths between the input and output 
network vertices, on which basis the above-mentioned subcritical paths can be identified.
Methods. The provisions of graph theory and group theory, as well as the method of dynamic programming, were 
used.
Results. An algorithm for finding k-shortest paths in contourless directed graphs having a strict order relation 
was developed. Abstract elements were defined according to group theory in graphs as p-contours, between 
which a multilevel structure of relations for implementing the necessary search of paths was then established. For 
substantiating the efficiency of the constructed algorithm, the validity of the main provisions was demonstrated 
as follows: firstly, the multilevel system of relations is exhaustive; secondly, there is no loss in the final solution during 
the operation of the algorithm; thirdly, the paths obtained as a result of the work of the algorithm satisfy the main 
required relation between them. Numerically, the algorithm was implemented by the dynamic programming method 
extended by means of an additional functional relationship, implying the presence of suboptimal policies.
Conclusions. The conducted runs of computational experiments confirmed the operability and efficiency of the 
software-implemented algorithm. The performed analysis demonstrated the good convergence characteristics 
of the proposed algorithm as compared with other algorithms of this class applied to network diagrams. On this 
basis, it can be recommended for practical use in project management information systems.

Keywords: project management, network diagram, critical path, algorithm, computational experiment

ВВЕДЕНИЕ

Как известно, проектный менеджмент в качестве 
основной модели, отображающей структуру взаим-
ной зависимости работ проекта и используемой для 
расчета временных характеристик этих работ и всего 
проекта в целом, использует сетевой ориентирован-
ный граф без контуров [1–3]. Данная модель в техно-
логии сетевого планирования и управления получила 
название сетевого графика, построенного по одному 
из двух принципов. В первом случае работы в моде-
ли отображаются дугами графа (принцип «события- 
работы»), что характерно для методологии PERT 

(Project Evaluation and Review Technique), во втором – 
вершинами графа (принцип «работы-связи»). Однако 
любой из этих подходов предполагает определение 
на сетевом графике критического пути, имеющего 
максимальную взвешенную длину и соединяющего 
висячую вершину с тупиковой, которые соответству-
ют началу и окончанию проекта. При этом длина рас-
считывается, исходя из значения времени выполнения 
критических работ, отображаемых активными элемен-
тами пути (дугами или вершинами). Использование 
критического пути является неотъемлемой частью 
технологии сетевого планирования и управления 
проектами, что отражено в исследованиях на этапе 
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ориентированные графы G(X, U) (X – множество вер-
шин, U – множество дуг) без контуров с отношением 
строгого порядка с разбивкой на слои [33] (рис. 1).
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Рис. 1. Сетевой график

Построим свободную абелеву группу P(U) над 
порождающим множеством U всех дуг графа 
G = (X, U) следующим образом. В качестве элемен-
тов P(U) будем рассматривать множество формаль-
ных линейных комбинаций элементов из U с целы- 
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Аналогично построим группу H(X) над множе-

ством X всех вершин графа, определив ее элементы 

как h xj i i
i

m
� �

�
� ( ),�

1

hj ∈H X( );  xi i� � �X; , , ... ,� 0 1  

где m – количество вершин. В дальнейшем при запи-
си элементов групп P(U) и H(X) будем опускать со-
ставляющие их элементы, имеющие нулевые коэф-
фициенты.

Определение 1. Дифференциалом d группы P(U) 
называется гомоморфизм d: P(U) → H(X), опреде-
ленный следующим образом: 

1) если ut = (xi, xj), то dut = xj – xi;
2) если pq = ∑gt ut, то dpq = ∑gt dut

при pq ∈ P(U); ut ∈ U; xi, xj ∈ X.
Определение 2. Элемент r ∈ P(U) называется 

p-контуром, если dr = 0. Подгруппа R = Ker d ⊂ P(U) 
называется подгруппой p-контуров.

Лемма 1. Сумма нескольких p-контуров есть 
p-контур.

Доказательство. Во-первых, сумма Σri есть эле-
мент группы P(U) как результат аддитивного сло-
жения ее элементов. Во-вторых, дистрибутивность 
отображения d согласно определению 1 позволяет за-
писать dΣri = Σdri = 0. Утверждение леммы доказано.

Используя общепринятое понятие пути на графе 
как связанной конечной последовательности дуг, бу-
дем обозначать его 

 Ω = {u1, u2, …, uw}. (3)

ее теоретического становления (обширная библиогра-
фия данного периода представлена в [4]) и последую-
щего развития [5–8].

Что касается реальных проектов в различных 
предметных областях, то они реализуются в условиях 
ограничения материальных, трудовых и финансовых 
ресурсов. Это предполагает развитие теории про-
ектного менеджмента в направлении оптимизации 
структуры проекта по критерию минимальной его 
стоимости при определенных ресурсных ограниче-
ниях [7–12]. В этом случае встает вопрос о необходи-
мости поиска на сетевом графике не только критиче-
ского, но и подкритических путей для осуществления 
вышеназванной оптимизации и выравнивания ресур-
сов. Если критический путь Ω0 можно определить как 

 
0 0: ( ) max { ( )},L L

j
jΩ

 (1)

где L(Ω0) – длина критического пути, а Ω – мно-
жество всех полных путей на сетевом графике, 
то подкритические пути составят упорядоченное 
множество полных путей графа {Ω1, Ω2, ...}, харак-
теризуемое следующим образом:

 L(Ω0) ≥ L(Ω1); L(Ωj) ≥ L(Ωj+1). (2)

Для нахождения критического пути достаточ-
но использовать любой из алгоритмов для поиска 
кратчайшего взвешенного пути между вершинами, 
отображающими начало и окончание проекта на се-
тевом графике, предварительно поменяв значения 
весов его активных элементов (времени выполнения 
работ) на отрицательные. Это могут быть алгорит-
мы, традиционно использующие динамическое про-
граммирование [13, 14], либо эвристические мето-
ды [15]. Что касается нахождения подкритических 
путей, то для этого используются так называемые ал-
горитмы поиска k-кратчайших путей между верши-
нами графа. Это могут быть алгоритмы, опять-таки 
использующие динамическое программирование не-
посредственно [16–22] либо с многократным приме-
нением алгоритма поиска кратчайшего пути [23–25], 
или использующие другие современные подходы 
[26–28], а также подходы, ориентированные на бо-
лее сложные конструкции сетей [29–32].

В данной работе описывается алгоритм поиска 
k-кратчайших путей на сетевых графиках, основан-
ный на выделении в них элементов более высокого 
порядка и структуризации отношений между ними.

СТРУКТУРИЗАЦИЯ ОТНОШЕНИЙ НА ГРАФАХ

Выполненные исследования ориентированы 
на применение сетевых графиков типа «работы- 
связи», использующих в качестве модели сетевые 



63

Russian Technological Journal. 2023;11(1):60–69

М.А. АнфёровАлгоритм поиска подкритических путей  
на сетевых графиках

При этом, если u = (x1, x2), то x1 = u−, x2 = u+. 
Длину этого пути будем определять через выше-
упомянутые численные весовые оценки вершин e(x) 
выражением 

 L u u
i

w
( ) ( ) ( ).� � �� �

�
�� �1 1

1

  (4)

Если путь соединяет вершину входа x' с верши-
ной выхода x'' сети, то будем называть такой путь 
полным.

Зададим отображение j следующим образом:

 � � � � � �({ , , ..., }) , ,1 1 2 2
1

0u u u un n i i
i

n

i� �
�
�  (5)

а также обратное ему

 �
�

�
��

�

�
�� �

�
�� � � � �i i
i

n

n nu u u u
1

1 1 2 2{ , , ... , }.  (6)

Определение 3. Образом пути W ⊂ U на графе 
G = (X, U) называется отображение j(W).

Лемма 2. Дифференциал образа любого пол-
ного пути на сетевом графе определится как 
dφ(W) = x'' − x'.

Доказательство. Поскольку полный путь W 
на рассматриваемых графах является простым путем, 
не имеющим кратных дуг, то его образ, с учетом (3), 
можно записать как φ(W) = u1 + u2 + … + uw. В соот-
ветствии с определением 1 получим dφ(W) = du1 + 
+ du2 + … + duw или d u u u u u uw w�( ) ( ) ( ) ... ( )� � � � � � � �� � � � � �

1 1 2 2  
d u u u u u uw w�( ) ( ) ( ) ... ( )� � � � � � � �� � � � � �

1 1 2 2  или 

 d u u u u u uw w w�( ) ( ) ... ( ) .� � � � � � � � �� � �
�

� � �
1 1 2 1  (7)

Свойство инцидентности дуг пути предполагает 
u u i wi i
�

�
�� � �1 1 1, [ , ].  Следовательно, выражение (7) 

запишется в виде d u uw�( )� � �� �
1  или dφ(W) = 

= x'' − x'.
Лемма 3. Разность образов двух полных путей 

на сетевом графе есть p-контур. 
Доказательство. Разность образов полных путей 

j(Wi) и j(Wj), являясь результатом аддитивной функ-
ции сложения двух элементов группы P(U), также при-
надлежит этой группе. С другой стороны, дифферен-
циал этой разности определится как d[j(Wi) − j(Wj)] = 
= dj(Wi) − dj(Wj). Однако в силу утверждения леммы 2 
dj(Wi) = dj(Wj). Следовательно, d[j(Wi) − j(Wj)] = 0, 
что доказывает утверждение леммы.

Зададим отображение a следующим образом:

 � � �( ) ( ).p ui i
u p

n

i

� � �

�
�  (8)

Определение 4. Значением p-контура r называет-
ся величина a(r).

Лемма 4. Разность длин двух полных путей 
на сетевом графе равна значению p-контура, образо-
ванного разностью их образов. 

Доказательство. Пусть Wi = {ui1, ui2, …, uiw} 
и Wj = {uj1, uj2, …, ujs} – два любых полных пути гра-
фа. Тогда их длины, в соответствии с (4), можно за-

писать как L x ui it
t

w
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�
�� �

1

 L x uj jt
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L x uj jt
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 а разность длин как

 L L u ui j it
t

w

jt
t

s
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�

�
� �� �

1 1

  (9)

С другой стороны, в соответствии с леммой 3, 
p-контур, определяемый образами этих полных 
путей, запишется с учетом выражения (5) в виде 
r = j(Wi) – j(Wj) = ui1 + ui2 + ... + uiw – uj1 – uj2 – 
– ...– ujs, а значение этого p-контура, с учетом (8), как

 � � �( ) ( )r u uit
t

w

jt
t

s
� ��

�

�

�
� �

1 1

( ) .   (10)

Сравнивая выражения (9) и (10), приходим 
к утверждению леммы.

Определение 5. Элементарным p-контуром g(ab) 
относительно дуги графа u = (a, b) ∈ U назовем 
элемент группы P(U), определяемый в виде суммы 
этой дуги с разностью между образами кратчайших 
взвешенных путей, соединяющих вершины x' и a, 
а также вершины x' и b (см. рис. 2). При этом элемен-
тарные p-контуры ориентированы на кратчайшие 
пути ввиду того, что основной целью является поиск 
k-кратчайших путей графа.

Определение 6. Дуга ui называется инцидентной 
пути W0 в вершине b, если выполняются следующие 
условия:

1)  ui ∉ W0;
2)  � � � �� �u u u bi i j�0 , .

Вершина b называется при этом вершиной сече-
ния пути W0  (рис. 2).

Определение 7. Элементарный p-контур относи-
тельно дуги, инцидентной пути W в вершине сече-
ния b ∈ X, называется базирующимся по этому пути 
и обозначается как1 rb (рис. 2).

В привязке к рассмотрению полных путей гра-
фа в рамках задачи сетевого планирования бази-
рующийся по пути W0 p-контур, позволяющий 

1  Следует иметь ввиду, что по вершине b может ба-
зироваться несколько элементарных контуров при наличии 
нескольких инцидентных дуг. [Several elementary contours 
can be based on the vertex b in the presence of several incident 
arcs.]
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определить другой полный путь Ws назовем произ-
водящим. На основании лемм 3 и 4 запишем соот-
ношения

 φ(Ω') = φ(Ω0) + rb, L(Ω') = L(Ω0) + α(rb), (11)

которые в дальнейшем используются в алгоритме 
поиска k-кратчайших путей графа.

Введенные математические объекты позволяют 
строить упорядоченную структуру отношений между 
полными путями сетевого графа. Это позволяет эффек-
тивно решать численные задачи на данных моделях.

Применительно к разработке описываемого ал-
горитма рассматривается задача поиска упорядочен-
ного множества полных путей

 {Ω0, Ω1, …, Ωk}, L(Ωi) ≤ L(Ωi+1), i ∈ [0, k−1]. (12)

Система отношений между путями строится отно-
сительно полного пути W0, имеющего минимальную 
длину 

0 0: ( ) min { ( )},L L
j

jΩ
 который может 

быть легко найден одним из известных алгоритмов, на-
пример [13, 14]. Данная система описывается иерархи-
ческой многоуровневой структурой производящих 
p-контуров кратчайшего пути W0 в виде графа 
G = (R0, V), V = R0 × R0. Здесь R0 – полное множество 
производящих p-контуров, а V – множество отношений 
между ними, связывающих производящие p-контуры 
смежных уровней. Так для верхнего 0-го уровня связь 
p-контуров2 R00 0= { }rb  с p-контурами следующего 
1-го уровня R01 представлена соотношением

 r r r r r rbe b e be b e
1 0 1 0� � � �; ( ) ( ) ( ),� � �  (13)

где b – вершина сечения пути W0; e – вершина сече-
ния пути, образованного p-контуром rb0  (11),  

2  Дополнительный нижний индекс введен для обозна-
чения номера уровня в системе производящих p-контуров. 
[An additional subscript is introduced to denote the level number 
in the system of generating p-contours.]

расположенная на этом пути левее вершины b (т.е. 
e < b)3. Объединение по уровням определяет все 
множество производящих p-контуров R R0 0= Z

Z


.

ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМА

Ниже приведен алгоритм в менее компактном 
виде, исключающем циклы, с целью наглядного по-
каза конечности числа выполняемых шагов.

Шаг 1. Найти полный путь W0, имеющий мини-
мальную длину.

Шаг 2. Упорядочить множество R00 = {r1, r2, r3, ...} 
производящих p-контуров 0-го уровня в порядке воз-
растания их значений4 и исключить из дальнейшего 
рассмотрения p-контуры, стоящие в полученной по-
следовательности ниже k-го места; R R= 00.  Най- 
ти полный путь W1 через соотношения (11), ис- 
пользуя p-контур r1, стоящий в последовательности  
первым.

Шаг 3. Включить в множество R  p-контуры сле-
дующего уровня, определяемые p-контуром r1 через 
соотношения (13) по всем вершинам сечения, ис-
ключив сам p-контур r1. Упорядочить множество R  
согласно соотношению α(ri) ≤ α(ri+1) и исключить 
из дальнейшего рассмотрения p-контуры, стоящие 
в полученной последовательности ниже (k – 1)  
места. 

Найти полный путь W2 через соотношения (11), 
используя p-контур r1. 

. . . . . . . . . .
Шаг (s). Включить в множество R  p-контуры 

следующего уровня, определяемые p-контуром r1 че-
рез соотношения (13) по всем вершинам сечения, ис-
ключив сам p-контур r1. Упорядочить множество R  
согласно соотношению α(ri) ≤ α(ri+1) и исключить 
из дальнейшего рассмотрения p-контуры, стоящие 
в полученной последовательности ниже [k – (s – 2)] 
места5. 

3  Это условие связано с ориентацией на вершину входа x' 
при построении элементарных p-контуров (см. определение 5). 
[This condition is related to the orientation to the input vertex x' 
when constructing elementary p-contours (see Definition 5).]

4  Упрощенное обозначение производящих контуров вве-
дено с целью лучшего понимания работы алгоритма. Нижний 
индекс показывает место контура в упорядоченном множестве. 
[A simplified designation of generating contours was introduced 
in order to better understand the operation of the algorithm. The 
subscript shows the place of the contour in the ordered set.]

5  Случай, когда количество элементов множества R0 мень-
ше [k − (i − 2)] является частным. В этом случае не происхо-
дит исключения контуров из множества, что не влияет на ход 
всех рассуждений и на конечный результат. [The particular case 
is when the number of elements of the set R0 is less than [k − (i − 2)]. 
In this case, contours are not excluded from the set, which does not 
affect the course of all reasoning and the final result.]

x' u1 u2 u3 u4

u5

u6 u7 u8

u9

a ∈ X

b ∈ X

u10
u11

u12

Рис. 2. Графическое пояснение к определениям.  
{u1, u5, u6, u7, u8} – кратчайший путь между 

вершинами x’ и a; 
{u1, u2, u3, u4} – кратчайший путь между  

вершинами x’ и b; 
{u5 + u6 + u7 + u8 + u9 – u2 – u3 – u4} – элементарный 

p-контур (g(ab)), базирующийся  
по пути {u1, u2, u3, u4, ...} по инцидентной дуге 

u9 в вершине сечения b: g(ab) ≡ rbi
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Найти полный путь Ws–1 через соотношения (11), 
используя p-контур r1.

. . . . . . . . . .
Шаг (k + 1). Включить в множество R  p-конту-

ры следующего уровня, определяемые p-контуром r1 
через соотношения (13) по всем вершинам сечения, 
исключив сам p-контур r1. Упорядочить множе-
ство R  согласно соотношению α(ri) ≤ α(ri+1) и ис-
ключить из дальнейшего рассмотрения p-контуры, 
стоящие в полученной последовательности ниже 
[k – (k – 1)] = 1 места.

Найти полный путь Wk через соотношения (11), 
используя p-контур r1.

Реализация алгоритма опирается на поиск про-
изводящих p-контуров и полного пути W0, имеющего 
минимальную длину. Данная задача эффективно ре-
шается методом динамического программирования. 
Основное рекуррентное функциональное соотноше-
ние Беллмана для задачи поиска кратчайшего пути6 
Wmin

1t , соединяющего вершину входа (x1) с любой 
вершиной xt, запишется в виде

 L x L it

i
t

i
t( ) min { ( ) ( )}, ,min min� �1 1� � �� I  (14)

где It – подмножество номеров вершин графа, опреде-
ляемое условием ∀xi (i ∈ It) ∃uy такая, что 
x u x ui y t y� �� �, .  Элемент из It, являющийся оптималь-
ной политикой, определяемой (14), обозначим как io.

Для поиска производящих p-контуров, базирую-
щихся по вершине сечения t необходимо задать еще 
одно функциональное соотношение в виде

 L x L j ij
t

t
j

t t t( ) ( ) ( ), , ,min� �1 1� � � �� J J I / o  (15)

где W j
t1  – путь, соединяющий вершины x1 и xt и про-

ходящий через вершину xj (рис. 3).

x1

xj

xt

путь Ω1t
min ≡ Ω0

путь Ω1j
min

производящий p-контур  
φ(Ω1t

j  ) – φ(Ω1t
min)

Рис. 3. Графическое пояснение к приведенным 
выкладкам

6  Верхние индексы показывают номера соединяемых вер-
шин. [The superscripts show the numbers of connected vertices.]

Соотношение (15) предполагает наличие в мето-
де динамического программирования подоптималь-
ных политик, наличие которых было показано в свое 
время Р. Беллманом [34]. Данное соотношение опре-
деляет множество инцидентных дуг {(xj, xt)}, 
j ∈ Jt в вершине сечения xt и соответствующих 
им производящих p-контуров через знание путей 
Wmin

1 j  (см. определение 5).
В результате была выполнена программная реа-

лизация алгоритма на языке программирования 
Delphi. Выполненное тестирование программы под-
твердило работоспособность и эффективность пред-
ставленного алгоритма.

ОБОСНОВАНИЕ АЛГОРИТМА

Для доказательства работоспособности постро-
енного алгоритма необходимо убедиться в справед-
ливости следующих положений:

• во-первых, любой производящий p-контур пол-
ного пути W0 описывается системой G = (R0, V);

• во-вторых, не происходит потерь в окончатель-
ном решении в процессе работы алгоритма;

• в-третьих, пути, найденные в результате работы 
алгоритма, удовлетворяют условию (12).
Справедливость первого положения подтвержда-

ется следующей теоремой.
Теорема 1. Любой производящий p-контур пол-

ного пути W0 описывается системой G = (R0, V).
Доказательство. Пусть rx – произвольно вы-

бранный производящий p-контур пути W0. Покажем, 
что этот p-контур описывается одним из уровней си-
стемы G = (R0, V).

Обязательно существует такая дуга u0, инци-
дентная пути W0 с вершиной сечения b0, что  
u0 ∈ j'(rx). Этой дуге соответствует базирующийся 
по W0 элементарный p-контур g ru b0 0= .

Если r rb
x0 = ,  то p-контур rx описывается систе-

мой G = (R0, V) на 0-м уровне. Если равенство не вы-
держивается, тогда � �( ) ( ),r rb

x0 �  что следует из опре-
деления 5, а следовательно справедливо неравенство 
L(W1) ≤ L(Wx), где W1 и Wx – полные пути, определяе-
мые p-контурами rb0  и rx через соотношения (11), т.е.

 � � �( ) ( ) , ( ) ( ) ( ),� � � �1 0 1 0
0 0� � � �r L L rb b  (16)

 � � �( ) ( ) , ( ) ( ) ( ).� � � �x x x xr L L r� � � �0 0  (17)

Вычитая почленно равенства (16) и (17) и преоб-
разовав, получим � �( ) ( ) ( ),� �x x

br r� � �1
0  где 

( )r rx
b− 0  – производящий p-контур пути W1. Причем 

его значение (получается тем же вычитанием ра-
венств (16) и (17)) равно � �( ) ( ) .r rx

b� �0 0
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Так как u0 ∈ W1, то вершина сечения b1 p-контура 
( )r rx

b− 0  находится левее b0.
Переходим к следующему аналогичному шагу 

рассуждений. Существует такая дуга u1, инцидент-
ная пути W1 с вершиной сечения b1, что 
u r rx

b
1

0� � �� ( ).  Этой дуге соответствует базирую-
щийся по W0 элементарный p-контур g ru b1 1= .

Если r r rb
x

b1 0� � ,  тогда p-контур r r rx
b b� �0 1 ,  

т.е. описывается системой G = (R0, V) на 1-м уровне. 
Если равенство не выдерживается, тогда 
� �( ) ( )r r rb

x
b1 0� �  или � � �( ) ( ) ( ),r r rx

b b� �0 1  а, 
следовательно, L(W2) ≤ L(Wx), где W2 – полный путь, 
определяемый p-контуром rb1  через соотноше-
ния (11) как � �( ) ( )� �2 1

1� � rb  или с учетом (16)

� � �( ) ( ) , ( ) ( ) ( ).� � � �2 0 2 0
0 1 0 1� � � � � �r r L L r rb b b b

 � � �( ) ( ) , ( ) ( ) ( ).� � � �2 0 2 0
0 1 0 1� � � � � �r r L L r rb b b b  (18)

Вследствие этого по аналогии существует произ-
водящий p-контур пути W2 в виде ( ), ( ) ( ) .r r r r r rx

b b
x

b b� � � � �0 1 0 1 0� � 
( ), ( ) ( ) .r r r r r rx

b b
x

b b� � � � �0 1 0 1 0� �
Таким образом, на любом N-м шаге рассуждений 

невыполнение условия равенства

 r r r r rb
x

b b bN N� � � � � �0 1 1...  (19)

влечет переход к следующему шагу. Но, поскольку 
количество шагов ограничено, то на определенном 
шаге равенство (19) будет выдержано (т.е. rbN  будет 
элементарным p-контуром). Это означает, что p-кон-
тур rx пути W0 опишется системой G = (R0, V) 
на (N – 1) уровне.

Ограниченность числа шагов подтверждается 
следующими соображениями. Во-первых, выбирае-
мая на любом шаге инцидентная дуга принадлежит 
пути Wx, а, во-вторых, вершина сечения, как было 
отмечено выше, находится левее выбранной на пре-
дыдущем шаге. Поскольку количество дуг пути Wx 
ограничено, то и ограничено количество шагов ос-
новного рассуждения.

Поскольку p-контур rx был выбран произволь-
ным, то условие теоремы можно считать доказан-
ным.

Для проверки второго положения введем в рас-
смотрение вектор Qj = [α(r1j), α(r2j), …, α(r(k+1−j)j)], 
элементами которого являются значения p-контуров, 
составляющих множество R  при работе алгоритма 
на этапе определения пути Wj (номер пути определя-
ет второй нижний индекс в обозначении этих p-кон-
туров). Напомним, что элементы вектора Qj образу-
ют неубывающую последовательность.

Введем также вектор W = [α(rk1), α(r(k−1)2), …, α(r1k)] 
(смысловое значение индексов соответствует векто-
ру Qj), элементы которого α(r(k+1−j)j) – значения 
p-контуров, стоящих на последнем месте во множе-
стве R  на этапе определения пути Wj.

Теорема 2. Элементы вектора W образуют невоз-
растающую последовательность. 

Доказательство. Рассмотрим произвольно вы-
бранный j-й элемент вектора W, т.е. α(r(k+1−j)j), ко-
торый одновременно является последним элементом 
вектора Qj. Нас интересует процесс перехода при ра-
боте алгоритма от вектора Qj к вектору Qj+1 с точки 
зрения появления нового элемента α(r(k−j)(j+1)) векто-
ра W. Он состоит из следующих этапов:

• исключается первый элемент вектора Qj;
• к оставшимся элементам добавляются новые, 

соответствующие включаемым в рассмотрение 
p-контурам нижнего уровня;

• упорядочение полученного множества;
• исключение из дальнейшего рассмотрения лиш-

них p-контуров.
Исключение первого элемента вектора Qj не мо-

жет повлиять на выбор элемента α(r(k−j)(j+1)).
Результат работы последующих процедур не из-

менится, если их производить несколько в ином по-
рядке. К оставшимся элементам вектора Qj (их коли-
чество теперь соответствует необходимому 
количеству элементов вектора Qj+1) будем добавлять 
по одному элементу нового множества значений 
p-контуров. После каждого такого добавления будем 
осуществлять упорядочение множества R  и исклю-
чение лишнего элемента.

Элементы вектора Qj+1 перед добавлением но-
вых элементов определятся следующим образом: 
α(r1(j+1)) = α(r2j), α(r2(j+1)) = α(r3j), ..., α(r(k−j)(j+1)) =  
= α(r(k+1−j)j). Для добавляемого элемента a(ry) су-
ществуют две альтернативы: либо α(ry) ≥ α(r(k+1−j)j), 
либо α(r(t+1)j) ≥ α(ry) ≥ α(rtj), t ∈ [2, k−j]. В первом 
случае исключается из дальнейшего рассмотрения 
именно элемент a(ry), что не изменит упорядочен-
ного положения оставшихся элементов вектора Qj. 
Во втором случае после упорядочения элемент 
a(ry) займет место α(r(t+1)j), элемент α(r(t+1)j) – место 
α(r(t+2)j) и т.д.

В конечном счете, элемент α(r(k−j)j) займет место 
элемента α(r(k+1−j)j), который будет удален. Но, по-
скольку α(r(k−j)j) ≤ α(r(k+1−j)j) (в силу определения век-
тора Qj), то и в этом случае не произойдет увеличения 
значения последнего элемента, т.е. элемент α(r(k−j)(j+1)) 
не может быть больше элемента α(r(k+1−j)j).

Так как в качестве j-го был выбран произволь-
ный элемент вектора W, то утверждение теоремы 
можно считать доказанным.

С помощью теоремы 2 нетрудно доказать, что 
не происходит потерь в окончательном решении при 
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работе алгоритма. В самом деле, потери могут прои-
зойти только в процедуре исключения из дальнейше-
го рассмотрения p-контуров после их упорядочения 
на каждом шаге7. Однако на любом шаге работы алго-
ритма значения исключаемых p-контуров не меньше 
элемента α(r(k+1−j)j) вектора Qj. На основании теоре-
мы 2 можно заключить, что эти значения также заве-
домо не меньше последующих элементов вектора W: 
α(r(k−j)(j+1)), α(r(k−j−1)(j+2)), …, α(r1k), т.е. они не должны 
подлежать рассмотрению на оставшихся шагах работы 
алгоритма и не могут входить в окончательное решение.

Для проверки последнего положения введем 
в рассмотрение вектор, состоящий из первых элемен-
тов векторов Qj, j ∈ [1, k]: W � [ ( ), ( ), ... , ( )],� � �r r r k11 12 1   
участвующих в формировании окончательного ре-
шения через соотношения (11). Тогда справедли-
вость выполнения условия (12) подтверждает следу-
ющая теорема.

Теорема 3. Элементы вектора W  образуют не-
убывающую последовательность. 

Доказательство. Рассмотрим произвольно вы-
бранный j-й элемент вектора W  – α(r1j). Этот эле-
мент одновременно является первым элементом век-
тора Qj. В процессе перехода от вектора Qj к вектору 
Qj+1 добавляемое новое множество p-контуров ха-
рактеризуется тем, что их значения заведомо 
не меньше α(r1j), т.к. они находятся на следующем 
уровне после p-контура r1j и определяются этим 
p-контуром через соотношения (13).

После упорядочения множества R  элементом 
α(r1(j+1)) станет либо элемент α(r2j), либо наимень-
ший из добавляемого множества αmin(radd), т.е. 
α(r1(j+1)) = min{α(r2j), αmin(radd)}. Но, так как 
α(r2j) ≥ α(r1j), αmin(radd) ≥ α(r1j), то α(r1(j+1)) ≥ α(r1j).

Так как в качестве j-го был выбран любой эле-
мент вектора W, то последнее неравенство доказы-
вает справедливость утверждения теоремы.

Оценка производительности алгоритма прово-
дилась в сравнении с алгоритмом двойного поиска 
(«double sweep»), по которому автором данного алго-
ритма были проведены серьезные вычислительные 
эксперименты [35]. Причем аналитическая оценка 
производительности по алгоритмам данной категории 
далека от реальных результатов, т.к. время вычисле-
ний сильно зависит от конфигурации используемых 
сетей, а выполняемые обобщенные операции при 

7  Исключение контура, стоящего первым, не при-
водит к потерям, поскольку с одной стороны он ис-
пользуется для получения решения, а с другой – в рас-
смотрение попадают все порождаемые им контуры 
нижнего уровня. [The exclusion of the contour that is the 
first does not lead to losses, since on the one hand it is used 
to obtain a solution, and on the other hand, all lower-level 
contours generated by it fall into consideration.]

выполнении алгоритма не совсем однозначно отобра-
жаются в элементарные операции сложения и срав-
нения. Так для упомянутого алгоритма, который 
относится к классу наиболее производительных ал-
горитмов данной категории, при аналитической оцен-
ке время вычислений имеет порядок O(kN3) [19, 20], 
в то время как вычислительные эксперименты пока-
зывают другие результаты [35] – вместо линейной 
наблюдается полиноминальная зависимость времени 
вычислений t от количества кратчайших путей k:

t = 0.8457 + 0.1616 k + 0.0260 k2.

При этом следует заметить, что исследова-
ния [35] проводились не на сетевых графиках, 
а на ориентированных графах, вершины которых 
образовывали решетчатую структуру с наличием 
контуров. Размерность графов учитывалась через 
размеры и конфигурацию решетки, образованной 
вершинами. Веса дуг генерировались случайными 
целыми числами в диапазоне до 100. Кроме того, 
значительно было ограничено значение k. 

Поэтому применительно к поиску подкритиче-
ских путей на сетевых графиках для сравнения по-
лученного в работе алгоритма с алгоритмом двой-
ного поиска была проведена серия вычислительных 
экспериментов на микропроцессоре Intel с тактовой 
частотой 1.7 ГГц. Результаты зависимости времени 
вычислений (t) от количества подкритических пу-
тей (k) и размерной характеристики сетевых графи-
ков (z) показаны на рис. 4. Размерная характеристика 
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(а)

1

0

–1

–2
1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5

lg(τ), c
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Рис. 4. Сравнительный анализ алгоритмов:  
(а) z = 1600; (б) k = 40.  

1 – описываемый алгоритм; 2 – алгоритм двойного поиска
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представляет собой произведение общего количе-
ства дуг графа на количество дуг в пути максималь-
ной длины, соединяющем вершины входа и выхода 
сети.

Более высокая производительность представлен-
ного в работе алгоритма объясняется его специаль-
ной ориентацией на рассматриваемый класс сете-
вых графов, в то время как другие алгоритмы, в т.ч. 
и двойного поиска, являются более универсальными 
в отношении просчитываемых графов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлен алгоритм, реализующий 
поиск k-кратчайших путей на ориентированных гра-
фах без контуров с отношением строгого порядка, 
используемых в качестве моделей (так называемых 
сетевых графиков) в задачах сетевого планирования 
и управления проектами. Это позволяет находить 
подкритические пути на данных моделях с целью 
выравнивания и оптимизации используемых в про-
екте ресурсов.

Вышеназванные особенности используемых 
графов позволили выстроить многоуровневую 
структуру отношений между специально введен-
ными абстракциями (p-контурами), отображающи-
ми структурные элементы графов. Это послужило 
основой для разработки алгоритма, который был 
численно реализован методом динамического про-
граммирования, расширенного за счет использова-
ния дополнительного функционального соотноше-
ния.

Узкая направленность алгоритма на графы, 
используемые в управлении проектами, опреде-
лила его высокую производительность, подтверж-
денную серией сравнительных вычислитель-
ных экспериментов. Эффективность алгоритма 
устойчива к размерам просчитываемых графов 
и количеству подкритических путей. Это позво-
ляет рекомендовать его к практическому исполь-
зованию в информационных системах управления  
проектами.
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