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Резюме
Цели. В настоящее время наблюдается бурное развитие теории и методов сплайн-аппроксимации плоских 
кривых, заданных последовательностью точек. Проведенные исследования, первые результаты которых 
были опубликованы ранее, показали возможность применения сплайн-аппроксимации в проектировании 
трасс линейных сооружений, несмотря на принципиальные отличия используемых сплайнов от рассма-
триваемых в теории и ее приложениях. Главное отличие состоит в том, что в проектировании трасс нельзя 
заранее считать известным число элементов сплайна. Кроме того, в отличие от получивших широкое рас-
пространение полиномиальных сплайнов, повторяющимся элементом является связка «отрезок прямой +  
+ дуга окружности» или «отрезок прямой + дуга клотоиды + дуга окружности + дуга клотоиды». Ранее была 
предложена двухэтапная схема: определение числа элементов искомого сплайна, затем – оптимизация его 
параметров. Алгоритм решения задачи применительно к проектированию продольного профиля реализован 
и опубликован. Но этот алгоритм непригоден для проектирования плана трассы, т.к. план трассы, в отличие 
от профиля, в общем случае является многозначной функцией. Цель работы – обобщить алгоритм на случай 
сплайн-аппроксимации многозначных функций с учетом особенностей проектирования трасс линейных со-
оружений.
Методы. На первом этапе используется новая математическая модель, позволяющая применить метод ди-
намического программирования с учетом ограничений на параметры искомого сплайна. На втором этапе 
используется нелинейное программирование. При этом удается вычислять аналитически производные це-
левой функции по параметрам сплайна при отсутствии ее аналитического выражения через эти параметры.
Результаты. Разработаны алгоритм аппроксимации многозначных функций, заданных дискретным рядом 
точек, сплайном, состоящим из дуг окружностей, сопрягаемых отрезками прямых, для решения задачи на 
первом этапе и алгоритм нелинейного программирования для оптимизации параметров полученного сплай-
на как начального приближения. В настоящей статье рассматривается только первый этап, т.к. сложный ал-
горитм второго этапа и его обоснование требуют отдельного рассмотрения.
Выводы. Двухэтапная схема сплайн-аппроксимации при неизвестном числе элементов сплайна пригодна и 
для аппроксимации многозначных функций, заданных последовательностью точек на плоскости, в частности 
для проектирования плана трасс линейных сооружений.

Ключевые слова: трасса, план, продольный профиль, сплайн, динамическое программирование, целевая 
функция, ограничения
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Abstract
Objectives. The theory and methods of spline approximation of plane curves given by a sequence of points are 
currently undergoing rapid development. Despite fundamental differences between used splines and those 
considered in the theory and its applications, results published earlier demonstrate the possibility of using spline 
approximation when designing routes of linear structures. The main difference here consists in the impossibility of 
assuming in advance the number of spline elements when designing the routes. Here, in contrast to widely use 
polynomial splines, the repeating element is the link “segment of a straight line + arc of a circle” or “segment of a 
straight line + arc of a clothoid + arc of a circle + arc of a clothoid.” Previously, a two-stage scheme consisting of 
a determination of the number of elements of the desired spline and subsequent optimization of its parameters 
was proposed. Although an algorithm for solving the problem in relation to the design of a longitudinal profile has 
been implemented and published, this is not suitable for designing a route plan, since, unlike a profile, a route 
plan is generally a multivalued function. The present paper aims to generalize the algorithm for the case of spline 
approximation of multivalued functions making allowance for the design features of the routes of linear structures.
Methods. At the first stage, a novel mathematical model is developed to apply the dynamic programming method 
taking into account the constraints on the desired spline parameters. At the second stage, nonlinear programming 
is used. In this case, it is possible to analytically calculate the derivatives of the objective function with respect to the 
spline parameters in the absence of its analytical expression through these parameters.
Results. An algorithm developed for approximating multivalued functions given by a discrete series of points using a 
spline consisting of arcs of circles conjugated by line segments for solving the first stage of the problem is presented. 
An additional nonlinear programming algorithm was also used to optimize the parameters of the resulting spline 
as an initial approximation. However, in the present paper, the first stage is considered only, since the complex 
algorithm of the second stage and its justification require separate consideration.
Conclusions. The presented two-stage spline approximation scheme with an unknown number of spline elements 
is also suitable for approximating multivalued functions given by a sequence of points on a plane, in particular, for 
designing a route plan for linear structures.

Keywords: route, plan, longitudinal profile, spline, dynamic programming, objective function, constraints
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением [1], 
где рассматривалась задача аппроксимации функ-
ций, заданных последовательностью точек на пло-
скости, сплайном специального вида. Элементами 
сплайна являлись дуги окружностей, сопрягаемых 
отрезками прямых. Задача рассматривалась приме-
нительно к проектированию продольного профиля 
трасс линейных сооружений (железные и автомо-
бильные дороги, трубопроводы различного назна-
чения и др.) Поскольку трасса – это пространствен-
ная кривая, ее план – это ее проекция на плоскость 
XOY, а продольный профиль  – функция Z(s), где 
s – длина дуги в плане от заданного начала, то про-
дольный профиль – это плоская кривая, являющая-
ся графиком однозначной функции. Данное обстоя-
тельство использовалось при разработке алгоритма 
сплайн-аппроксимации, о котором шла речь в [1]. 
План трассы может как быть, так и не быть графиком 
однозначной функции. В общем случае алгоритмы, 
реализованные ранее, для многозначных функций 
оказываются непригодны. Нужны другие математи-
ческие модели и методы.

Первоначально в теории сплайнов, возникшей 
в конце 1960-х гг. [2], рассматривалась задача интер-
поляции заданных точек (узлов) некоторой кривой, 
состоящей из элементов одного и того же заданного 
вида, которые в узлах сплайна имели бы общую ор-
динату и, как правило, общую касательную. 

В дальнейшем фиксировались только абсциссы 
узлов и вместо интерполяции перешли к решению 
задач сплайн-аппроксимации. Потом стали решать 
задачи сплайн-аппроксимации при варьировании 
не только ординатами, но и абсциссами узлов. При 
этом число элементов сплайна считалось известным. 
Наибольшее применение получили полиномиаль-
ные, в частности, кубические сплайны [3].

Задачи сплайн-аппроксимации, которые возни-
кают при проектировании трасс железных и авто-
мобильных дорог и других линейных сооружений, 
отличаются тем, что повторяющимися элементами 
сплайна являются связки элементов: при проек-
тировании плана трассы это «прямая + клотоида +  

+ окружность + клотоида и т.д.». Поиск числа эле-
ментов сплайна представляет собой отдельную, до-
статочно сложную задачу, как и оптимизация пара-
метров сплайна, определяющих его положение на 
плоскости. 

Как отмечает в статье [4] профессор Хао Пу, 
в Китае функционирует более 120 000 км железных 
дорог, и около 20 000 км существующих железных 
дорог должны быть реконструированы до 2025 г. Он 
утверждает, что проектировщики в Китае очень за-
интересованы в появлении автоматического и точно-
го метода проектирования плана трассы.

В СССР в 1970-х гг. при проектировании 
Байкало-Амурской магистрали (БАМ) использова-
лись только что созданные первые программы про-
ектирования продольного профиля на всех трех ЭВМ 
БЭСМ-4, имевшихся в распоряжении проектных 
институтов Минтрансстроя в Москве, Ленинграде и 
Новосибирске [5]. Из-за крайне ограниченных тех-
нических возможностей этой лучшей из доступных 
в то время ЭВМ (оперативная память 4 096  ячеек, 
быстродействие 40 000 операций в секунду), отсут-
ствия средств визуализации, сложностей ввода ис-
ходных данных (перфокарты) не было достигнуто 
существенного снижения затрат в проектировании. 
Но на различных участках БАМ были получены ре-
зультаты, доказавшие эффективность применения 
математически корректных методов оптимизации 
прежде всего за счет повышения качества проектных 
решений [5]. В 1980-х гг. на ЭВМ ЕС была создана 
отечественная система автоматизированного проек-
тирования (САПР) новых железных дорог, в которой 
использовались проектирующие программы, но не 
было визуализации исходных данных и результатов. 
Поэтому при переходе на персональные компьютеры 
широкое распространение получили импортные си-
стемы, в которых такие средства и программы были 
и есть, но методы оптимизации не используются. 
С  тех пор утвердился миф о том, что оптимизация 
и не нужна, т.к. проектировщик в интерактивном 
режиме получает оптимальные решения. Однако по-
степенно, в т.ч. и под влиянием работ таких авторов, 
как Хао Пу и других, приходит понимание, что это 
далеко не так.
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В настоящее время в действующих САПР1, 2, 3, 4, 5,  
как и в прошлом веке, задача оптимизации параме-
тров сплайна решается в интерактивном режиме: 
проектировщик задает информацию, однозначно 
определяющую искомый проектный сплайн. По 
существу, это метод подбора элементов в графиче-
ском режиме с визуальным контролем. Компьютер 
используется вместо лекала и линейки, матема-
тические методы оптимизации не применяются. 
Качество полученных результатов зависит от опыта, 
интуиции и мотивации проектировщика. Это «пол-
зание по экрану» представляет собой достаточно 
трудоемкий процесс, что оправдывает исследования 
по формализации задачи в математических моде-
лях и применение математически корректных ал-
горитмов оптимизации. Вместо этого в России и за 
рубежом предлагались разного рода эвристические 
алгоритмы. Заданные точки соединялись отрезками 
прямых, получалась ломаная линия (сплайн первого 
порядка), которую требовалось заменить сплайном 
с окружностями, сопрягаемыми прямыми или кло-
тоидами и прямыми, при наименьшем (в определен-
ном смысле) отклонении от исходного сплайна (ло-
маной). При этом на параметры искомого сплайна 
накладывались технические ограничения для обе-
спечения нормальной эксплуатации проектируемого 
нового или реконструируемого сооружения.

В первых работах по проектированию плана 
трассы рассматривались графики кривизны [6–8], на 
основе которых пытались определить прямые встав-
ки. Эта идея не получила дальнейшего развития, т.к. 
в сложных случаях при обычной съемке точек через 
20 м крайне затруднительно на сбитой трассе, даже 
визуально, найти прямую вставку длиной 30–35 м, 
особенно при сопряжении кривых одного знака.

Далее разработчики программ перешли к построе-
нию угловых диаграмм [9], т.е. графиков зависимости 
угла текущего элемента ломаной с осью ОХ от рассто-
яния (длины ломаной) от начальной точки. На таких  
 

1  Bentley Rail Track. URL: https://www.bentley.com/-med
ia/1EA2B937CB5B42BEA5EAE802620C0BA3.ashx, дата об-
ращения 15.01.2022. [Bentley Rail Track. URL: https://www.
bentley.com/-media/1EA2B937CB5B42BEA5EAE802620C0
BA3.ashx. Accessed January 15, 2022.]

2  CARD/1. URL: http://card-1.ru/, дата обращения 
15.01.2022. [CARD/1. URL: http://card-1.ru/. Accessed 
January 15, 2022 (in Russ.).]

3  Autodesk. URL: https://www.architect-design.ru/autodesk/
autocad/, дата обращения 15.01.2022. [Autodesk. URL: https://
www.architect-design.ru/autodesk/autocad/. Accessed January 15, 
2022 (in Russ.).]

4  Тоpomatic Robur. URL: http://www.topomatic.ru/, дата 
обращения 15.01.2022. [Тоpomatic Robur. URL: http://www.
topomatic.ru/. Accessed January 15, 2022 (in Russ.).]

5  Credo-Dialog. URL: https://credo-dialogue.ru/, дата обра-
щения 15.01.2022. [Credo-Dialog. URL: https://credo-dialogue.
ru/. Accessed January 15, 2022 (in Russ.).]

графиках прямой в плане трассы соответствует гори-
зонтальная прямая, окружности – наклонная прямая, 
а клотоиде  – парабола второй степени. Ставилась 
задача определить границы элементов и выполнить 
расчет сплайна.

Следует отметить одну из последних работ по ав-
томатизации проектирования плана трасс реконстру-
ируемых железных дорог, выполненную китайским 
профессором Хао Пу и его соавторами [4]. В статье 
представлен анализ работ в этой области и сделан 
вывод о том, что существующие методы не позво-
ляют решать задачу автоматически и могут генери-
ровать только локально оптимизированное решение 
с учетом нескольких ограничений. Кроме того, в [4] 
отмечено, что автоматическое определение числа 
кривых, длин окружностей, клотоид и прямых вста-
вок представляет собой сложную задачу. Поэтому 
предложено на первом этапе осуществлять поиск 
числа элементов сплайна (круговых кривых, без 
учета наличия клотоид) с помощью эвристического 
алгоритма с дальнейшей оптимизацией результата 
с применением генетических алгоритмов [10–19]. 
В соответствии с [4] предварительно по угловой 
диаграмме определяются приближенно границы 
прямых и предлагается эвристический алгоритм, 
называемый swing iteration, для переклассифика-
ции размещения точек и определения более точно 
положения прямых, а затем  – круговых и переход-
ных кривых. В итерации качания граница сегмента 
геометрического элемента многократно изменяется 
слева направо, затем справа налево и, наконец, ста-
билизируется. Как следует из [4], на реальной задаче 
именно генетические алгоритмы позволили суще-
ственно улучшить результат первого этапа.

Представляется более надежной такая же двух-
этапная схема решения задачи, но с применением 
математически корректных алгоритмов: на первом 
этапе  – алгоритмов динамического программиро-
вания для определения числа элементов и прибли-
женных значений их параметров, а на втором эта-
пе  – алгоритмов нелинейного программирования 
для оптимизации полученных параметров сплайна. 
Такая схема была успешно использована при про-
ектировании продольного профиля железных и ав-
томобильных дорог. При проектировании железных 
дорог первоначально использовался сплайн в виде 
ломаной линии [20], а при переходе к проектиро-
ванию высокоскоростных дорог пришлось перейти 
к сплайну, состоящему из вертикальных круговых 
кривых, сопрягаемых прямыми [1]. При проекти-
ровании продольного профиля автодорог использо-
вался сплайн, элементами которого были параболы 
второй степени [21].

Для компьютерного проектирования пла-
на трассы актуальной является задача сплайн-
аппроксимации многозначных функций, т.к. в общем 
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случае план трассы является графиком именно такой  
функции.

Сплайн становится многозначной функцией не 
только при наличии кривых с углами поворота каса-
тельной с осью ОХ большими 90°, но и при наличии 
нескольких кривых одного знака с малыми величи-
нами углов поворота, но при большом суммарном 
угле поворота. В общем случае приходится рассма-
тривать и кривые с углами поворота большими 180°. 

Цель настоящей статьи состоит в изложении 
особенностей применения динамического про-
граммирования для решения этой задачи. Сначала 
рассматривается сплайн, состоящий из дуг окруж-
ностей, сопрягаемых прямыми, который является 
многозначной функцией. Эта задача имеет самосто-
ятельное значение, т.к. при проектировании плана 
трассы некоторых линейных сооружений, например, 
траншей для прокладки трубопроводов различно-
го назначения, кривые переменной кривизны, в т.ч. 
клотоиды, не используются. Эта задача существенно 
проще и требует значительно меньшего объема вы-
числений на первом этапе, чем при использовании 
сплайна с клотоидами. Кроме того, при использо-
вании клотоид малой длины и больших радиусов 
круговых кривых вставка клотоид приводит к незна-
чительным сдвижкам полученного сплайна с окруж-
ностями, т.к. отклонение p окружности радиуса R от 
стороны угла, в который она вписывается с клото-
идой длиной l, вычисляется по известной формуле: 
p = l2/(24R). Так при l = 30 м и R = 500 м выполняется 
p < 0.08 м.

Поэтому сплайн с окружностями, как правило, 
можно рассматривать как начальное приближение 
для второго этапа. В любом случае число кривых 
в дальнейшем не изменится и можно повторить пер-
вый этап при известном числе элементов для поиска 
сплайна с клотоидами.

При этом резко сокращается объем вычислений 
с использованием динамического программирования, 
т.к. при известном числе элементов не нужно рассма-
тривать возможность замены двух кривых одной.

Оптимизация параметров сплайна как много
значной функции с применением нелинейного про-
граммирования представляет собой сложную зада-
чу, решению которой будет посвящена отдельная 
статья.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  
И ЕЕ ФОРМАЛИЗАЦИЯ

Для заданной последовательности точек на пло-
скости (рис.  1) найти такой сплайн, состоящий из 
дуг окружностей, сопрягаемых отрезками прямых, 
параметры которого удовлетворяют системе огра-
ничений, а сумма квадратов отклонений заданных 
точек от сплайна минимальна. Если есть участки, 

на которых наиболее важно получить небольшие от-
клонения, то вместо простой суммы квадратов мо-
жет использоваться взвешенная. Более того, можно 
задать и ограничения в виде неравенств на откло-
нения в отдельных точках. К сожалению, на данном 
этапе нельзя зафиксировать точку в пределах дис-
крета поиска.

A

hi

B

Рис. 1. Исходные точки и аппроксимирующий сплайн

Начальная А и конечная В точки и направле-
ния в них заданы и не меняются в процессе поиска 
сплайна. Они могут как совпадать, так и не совпа-
дать с исходными точками.

Отклонения вычисляются по нормали к сплайну. 
Если число точек равно n, а отклонения их от сплай-

на – hi (i = 1, 2,…, n), то сумма hi
i

n
2

1=
∑  должна быть 

минимальна при выполнении следующих ограниче-
ний на параметры сплайна: длины отрезков прямых 
и дуг окружностей не должны быть меньше задан-
ных величин, радиусы круговых кривых должны 
быть в заданных пределах. 

На первом этапе элементы удобно рассматривать 
в следующем порядке: «кривая + прямая» и т.д. Если 
число таких связок равно k, длины прямых Lj

пр , дли-
ны кривых Ljк , а радиусы Rj, то ограничения на пара-
метры сплайна формализуются системой нера-
венств:

	 L Lj
пр пр≥ min , � (1)

	 L Lj
к к≥ min ,� (2)

	 Rmin ≤ |Rj| ≤ Rmax (j = 1, 2, … k).� (3)

Радиусы кривых положительны при движении 
против часовой стрелки и отрицательны в против-
ном случае. Все предельные значения L Lmin min, ,пр к

Rmin и Rmax заданы.
Очевидно, что для определения положения 

сплайна на плоскости достаточно найти координа-
ты точки начала каждой кривой и направления ка-
сательной в ней. Начало первой кривой считается 
заданным. Это может быть точка А (рис. 1) или дру-
гая точка на касательной, проведенной из точки А. 
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Если же на данном этапе считать неизвестной дли-
ну начальной прямой, то, как станет ясно из даль-
нейшего, задача существенно усложняется. Однако 
можно избежать существенных усложнений, задавая 
несколько возможных точек начала первой кривой и 
тем самым – длины начальной прямой. Аналогично 
можно поступить и с конечной точкой. Более того, 
можно задать и несколько начальных и конечных на-
правлений.

Основное понятие в динамическом программи-
ровании – «состояние системы» – определим как со-
вокупность точки начала очередной кривой и на-
правления касательной к кривой в этой точке. Для 
этого в исходных точках построим нормали к задан-
ной ломаной. Нормаль  – это прямая, соединяющая 
данную точку с центром окружности, проведенной 
через три смежные точки, если они не лежат на од-
ной прямой, или нормаль к этой прямой в противном 
случае (рис. 2). Нет необходимости строить нормали 
в начале и конце трассы на участках длиной 
L L Lmin min min= +пр к  от начальной и конечной точек со-
ответственно, т.к. на этих участках не могут распо-
лагаться искомые точки начала кривых из-за ограни-
чений (1)–(3).

Поскольку начальное направление задано, то, 
двигаясь от начала к концу в каждой точке, можно 
определить направление внешней нормали и соответ-
ственно касательной, так чтобы они составляли пра-
вую тройку. Углы внешних нормалей с осью ОХ (γj на 
рис. 2) вычисляются предварительно. Направление 
касательной определяется углом (γj − π/2) с осью ОХ. 
Координаты исходной точки и направление касатель-
ной определяют на каждой нормали одно «состояние 
системы». Поскольку начало кривой не обязано со-
впадать с исходной точкой, то на каждой из нормалей 
зададим несколько точек с шагом Δ (рис. 2) и в ка-
ждой точке на каждой нормали несколько возможных 
направлений касательной (стороны угла, в который 
будет вписываться окружность).

Y

XO

C

D
∆

γj

ВУi+1

ВУi

Рис. 2. Задание нормалей  
и множества «состояний системы»

Таким образом строится множество возмож-
ных состояний. Поиск сплайна сводится к задаче 

динамического программирования: построить тра-
екторию (последовательность состояний) для пере-
вода «системы» из начального состояния в конечное 
с минимальными затратами (при минимуме целевой 
функции). Последовательные состояния должны вы-
бираться с соблюдением ограничений (1)–(3) и огра-
ничений на смещения в отдельных точках, если они 
заданы.

ПОСТРОЕНИЕ СПЛАЙНА ПО МЕТОДУ 
ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

При построении траектории из начальной точки 
в конечную в соответствии с принципом оптималь-
ности Р. Беллмана [22] рассматриваются и сравни-
ваются варианты достижения одного и того же со-
стояния разными допустимыми по ограничениям 
путями, и в каждом состоянии в итоге остается один 
вариант с меньшим значением целевой функции.

Для реализации этого правила нам требуется за-
дать еще несколько параметров: уже упоминавшиеся 
дискреты по нормалям Δ и углам φ и их количества 
на нормали, maxrix – максимальное допустимое от-
клонение сплайна от точек съемки и Lmax  – макси-
мальную длину связки «окружность + прямая», т.е. 
максимальное расстояние (по исходной ломаной) 
между двумя последовательными состояниями (на-
чалами кривых). Обычно Lmax  =  (3–4)Lmin, но при 
наличии длинных кривых может быть и больше. 
В силу простоты алгоритма (малого объема вычис-
лений) целесообразно задавать Lmax «с запасом» и 
ограничивать длину связки, если на Lmax уже постро-
ены две кривых разного знака, т.к. такие кривые не 
могут быть заменены одной связкой с допустимыми 
отклонениями. Величина maxrix задает область по-
иска на плоскости относительно исходной ломаной. 
Эта величина также должна задаваться осмысленно 
при анализе конкретных данных. Если задать малые 
значения, то из-за ограничений решение в соответ-
ствующей области может отсутствовать. Задание 
больших величин maxrix не влияет на точность поис-
ка, но приводит к увеличению объема вычислений, 
что в данном случае не очень существенно.

Первый шаг алгоритма

Для начальной точки А, а если начальных точек 
задано несколько, то последовательно для каждой из 
них, рассматриваем нормали в интервале от Lmin до 
Lmax (точки C и D на рис. 3). Для каждой точки на 
каждой нормали и каждого направления касательной 
в этой точке определяем соответствующую вершину 
угла поворота (далее  – ВУ) при пересечении с на-
чальным направлением. На рис. 3 это точки V1 и V2. 
Некоторые другие направления показаны пункти-
ром. 
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A

V1

V2

C1

C

D

Рис. 3. Построение вариантов  
на первом шаге алгоритма

Для каждой ВУ определяем расстояния от нее до 
начальной точки и до точки на нормали. 
Применительно к первой вершине это расстояния 
AV1  и V1С соответственно. Если выполняется 
AV V пр

1 1 1> С − Lmin , то этот вариант выбора началь-
ных точек отбраковывается. В противном случае на 
стороне угла V1С находим точку С1  такую, что 
AV V C1 1 1= .  

Расстояние СС1  – это длина прямой в искомой 
связке «окружность + прямая».

AV tg1 2= ( )R α ,

где α – угол поворота, т.е. разность углов сторон 
угла с осью ОХ. Отсюда находим R, а затем и центр 
окружности, используя точку А и нормаль к на-
чальному направлению. Никакого перебора значе-
ний радиуса не требуется. Именно для этого мы 
фиксировали точку начала кривой и вместо ее по-
иска предпочли рассмотреть несколько заданных 
вариантов. Если не выполняется ограничение (3) 
(по радиусу) или ограничение (2) (по длине кри-
вой), то переходим к рассмотрению следующего 
состояния. Отметим, что при нарушении ограни-
чений многие состояния исключаются из рассмо-
трения. 

Если ограничения (1)–(3) выполнены, то для 
исходных точек на рассматриваемом интервале 
(АС на рис. 3) находим последовательно рассто-
яния hi до дуги окружности (до выхода за преде-
лы дуги), а затем расстояния до прямой вставки 
для оставшихся точек. Если hi  >  maxrix, или на-
рушены ограничения на смещение некоторых то-
чек, то остальные расстояния не вычисляются, и 
этот вариант расположения точек начала кривых 
отбраковывается. В противном случае вычисля-
ется и запоминается значение целевой функции и 
вся информация, необходимая для восстановления 
сплайна в дальнейшем (радиус, координаты конца 
дуги С1 и др.).

C

V

A O

C1

α

Рис. 4. Расчет при углах поворота больше π

Если угол поворота α > π (рис. 4), то особых 
сложностей не возникает. В этом случае 
AV tg tg= −( ) = ( )R Rπ α α2 2 ,  прямая вставка  – 
СС1, а длина дуги L = Rα. Следовательно, проверка 
ограничений (1)–(3) выполняется так же, как и при 
малых углах поворота. В теоретически возможном 
случае α = π (рис. 5) вершины угла нет, радиус равен 
половине расстояния между параллельными прямы-
ми, длина дуги L = πR. Прямая вставка СС1, величи-
ны R и L могут оказаться недопустимыми. 
Вычисление отклонений от точек съемки выполня-
ется также, как и ранее.

C C1

O

A

Рис. 5. Расчет при параллельных прямых

Отметим, что сравнения вариантов и их отбра-
ковки по значению целевой функции на первом шаге 
нет. 

Общий шаг алгоритма

На последующих шагах рассматриваются все 
нормали в интервале от 2Lmin до S  – Lmin, где S  – 
длина исходной ломаной. Для каждой такой норма-
ли анализируются возможности построения связки 
«окружность + прямая», точка начала которой при-
надлежит предшествующей нормали, отстоящей от 
рассматриваемой не менее чем на Lmin и не более 
чем на Lmax. Отличие от первого шага алгоритма 
в  том, что теперь для каждой точки и направления 
на рассматриваемой нормали есть много вариантов 
левой стороны угла вместо одного. Все допустимые 
варианты перехода в рассматриваемое состояние из 
предшествующих состояний сравниваются по це-
левой функции, и наилучший из них запоминается. 
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При этом запоминается и соответствующее состоя-
ние начала построенной связки. Другими словами, 
происходит отбраковка не только недопустимых 
по ограничениям, но и неэффективных переходов. 
Может оказаться, что в одно и то же состояние при-
водят два допустимых пути, состоящих из разного 
числа связок. Это означает, что в процессе динами-
ческого программирования рассматриваются тра-
ектории с различным числом элементов, и в итоге 
определяется число элементов аппроксимирующего 
сплайна, которое было неизвестно.

На последнем шаге выполняются те же действия 
для конечного состояния или нескольких таких со-
стояний, если они заданы. В итоге сравнения полу-
чается значение целевой функции для лучшего ва-
рианта траектории. Траектория, т.е. искомый сплайн, 
определяется обычным для динамического програм-
мирования обратным разворотом из найденного ко-
нечного наилучшего состояния по цепочке связей, 
так как для каждого состояния запоминали соответ-
ствующее ему начало кривой [20, 21].

СОКРАЩЕНИЕ ПЕРЕБОРА ВАРИАНТОВ

Для рассматриваемой задачи и алгоритма динами-
ческого программирования характерно, что наличие 
ограничений не только не усложняет задачу, но и дает 
возможность резкого сокращения перебора вариантов. 
При неудачной попытке построить связку «дуга окруж-
ности + отрезок прямой» из-за нарушения ограничений 
многие переходы в другое состояние (смещение по пра-
вой нормали или повороты касательной, рис. 3) оказы-
ваются заведомо нецелесообразны, т.к. при таком пере-
ходе ограничения останутся нарушенными. Например, 
при вписывании в угол нарушено ограничение по мини-
мальному радиусу. Очевидно, что при неизменном угле 
поворота α нельзя уменьшать тангенту Т (расстояние от 
точки касания до ВУ), т.к. R = T/tg(α/2). Соответственно 
оказываются недопустимыми смещения по правой нор-
мали, например, влево от точки C, уменьшающие T. 

A

V

α

φ

C1

C

∆

Рис. 6. Отбраковка переходов  
при нарушении ограничений

На рис. 6 T = AV. Ненужные при R < Rmin перехо-
ды в новое состояние из точки С (смещения по нор-
мали и повороты касательной) показаны пунктиром. 
Если  же прямая вставка С1С меньше допустимой, 
ограничения по радиусам и длине кривой выполнены, 
то, наоборот, только отмеченные пунктиром смеще-
ния и повороты дают ее увеличение. Однако при этом 
уменьшаются тангента AV и длина кривой, поэтому 
«запаса» по этим параметрам может не хватить. 

При любом расположении нормалей и различ-
ных углах поворота каждое нарушенное ограничение 
дает информацию о том, в какие состояния на данной 
нормали переход нецелесообразен. Такой анализ не-
сколько усложняет алгоритм построения сплайна, что 
вполне окупается сокращением перебора вариантов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изложенный способ аппроксимации последова-
тельности точек на плоскости сплайном с окружно-
стями и прямыми может использоваться не только 
в  проектировании трасс линейных сооружений, но 
и вообще при обработке данных любого типа при по-
строении траекторий. Что касается его практического 
применения в проектировании трасс линейных соору-
жений, то как и в случае с другими проектирующими 
программами, вопрос остается открытым и упирается 
в отсутствие заинтересованных потребителей. 

В будущем в России возможно увеличение объе-
мов проектных работ в рамках нового строительства 
и реконструкции трасс железных и автомобильных 
дорог. Следствием этого будет повышение заинтере-
сованности соответствующих инстанций в сниже-
нии затрат в строительстве за счет оптимизации про-
ектных решений, что делает актуальным разработку 
новых проектирующих алгоритмов и программ.

Для их создания нужны теоретические и экспери-
ментальные исследования специализированными науч
ными подразделениями, как это было до 1990-х  гг. 
Первые российские разработки в области оптимизации 
проектных решений существенно опережали зарубеж-
ные. Однако и в настоящее время зарубежные авторы 
предлагают в основном разного рода эвристические 
алгоритмы, не используя достижения современной 
математики. Представленная статья и ее продолже-
ние  – оптимизация сплайнов с дугами окружностей 
и прямыми при аппроксимации многозначных функ-
ций с использованием нелинейного программиро-
вания – открывает путь к решению более сложной и 
более важной с теоретической и практической точек 
зрения задачи аппроксимации многозначных функций 
составными сплайнами с клотоидами. Это актуальная 
задача дальнейших исследований в данной области.

Вклад авторов. Все авторы в равной степени 
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