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Резюме
Цели. Одна из важнейших задач развития угломерных систем – улучшение разрешающей способности по угло-
вым координатам. Этого можно добиться двумя способами: во-первых, увеличением апертуры такой системы, 
что весьма дорого и часто технически трудновыполнимо; во-вторых, с помощью методов цифровой обработ-
ки сигналов. Если регистрируемые источники сигнала расположены близко друг к другу и не разрешаются по 
критерию Рэлея, то невозможно определить их количество, расположение и характеристики отражения. Цель 
работы – разработка алгоритма цифровой обработки сигналов для получения углового сверхразрешения.
Методы. Использованы математические методы решения обратных задач. Эти методы позволяют преодолеть 
критерий Рэлея, т.е. дают возможность получить угловое сверхразрешение. Данные задачи обладают неустой-
чивостью. Существует бесконечное количество приближенных решений, возможно возникновение ложных це-
лей. Поиск оптимального решения проводится путем минимизации среднеквадратического отклонения.
Результаты. В статье приведено описание математической модели работы угломерной системы. На основе 
существующих методов разработан алгоритм обработки сигнала, использующий принцип параметризации 
пользовательских функций. Представлены результаты численных экспериментов по достижению сверх
разрешения алгебраическими методами. Проведена оценка устойчивости решения. Измерены точность и 
соответствие амплитуды полученных объектов начальным параметрам. Проведена оценка степени превы-
шения критерия Рэлея полученным решением.
Выводы. Показано, что алгебраические методы позволяют получать устойчивые решения с угловым 
сверхразрешением. Получаемые результаты правильно отражают расположение объектов с незначитель-
ной ошибкой. Ошибки в распределении амплитуды сигнала невелики, появляющиеся ложные цели имеют 
пренебрежимо малую амплитуду.
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Abstract
Objectives. One of the most important tasks in the development of goniometric systems is improving resolution 
in terms of angular coordinates. This can be achieved in two ways: firstly, by increasing the aperture, which is very 
expensive and often technically challenging to implement; secondly, with the help of digital signal processing 
methods. If the recorded signal sources are located close to each other and not resolved by the Rayleigh criterion, it 
can be impossible to determine their number, location and reflection characteristics. The aim of the present work is 
to develop a digital signal processing algorithm for obtaining angular superresolution.
Methods. Mathematical methods for solving inverse problems are used to overcome the Rayleigh criterion, i.e., 
obtain angular superresolution. These problems are unstable, since there is an infinite number of approximate 
solutions and false targets may occur. The search for the optimal solution is carried out by minimizing the standard 
deviation.
Results. A description of a mathematical model for a goniometric system is presented. A signal processing algorithm 
is developed based on existing methods according to the principle of parameterization of user functions. Results of 
numerical experiments for achieving superresolution by algebraic methods are given along with an estimation of 
solution stability. The accuracy and correspondence of the amplitude of the obtained objects to the initial parameters 
are measured. The degree of excess of the Rayleigh criterion by the obtained solution is estimated.
Conclusions. Algebraic methods can be used to obtain stable solutions with angular superresolution. The results 
obtained correctly reflect the location of objects with a minor error. Errors in the distribution of the signal amplitude 
are small, appearing false targets have negligible amplitude.

Keywords: computer simulation, super resolution, object search, simulation model

ВВЕДЕНИЕ

Угломерные системы имеют множество обла-
стей применения. Определяющими критериями 
при реализации такой системы являются точность 
и быстродействие. Существуют различные спосо-
бы получения углового сверхразрешения  – метод 
Кейпона, метод теплового шума, MUSIC (MUltiple 
SIgnal Classification), ESPRIT (Estimation of Signal 
Parameters via Rotational Invariant Techniques) и  др. 
Такие методы, как MUSIC и ESPRIT, использу-
ют узкополосные сигналы и неэффективны при 

использовании широкополосных и сверхшироко
полосных сигналов (СШП, UWB – Ultra-Wide Band). 
Многие из этих методов не являются достаточно эф-
фективными и универсальными, т.к. при отношении 
сигнал/шум менее 20 дБ возникают ошибки в реше-
нии [1–8]. Кроме того, далеко не все перечисленные 
методы позволяют решать двумерные задачи [9–11].

В данном исследовании разработан алгоритм 
приближенного определения углового расположе-
ния близкорасположенных целей. Рассматриваемые 
в статье алгебраические методы дают возможность 
получить решение с низкими вычислительными 
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затратами. Представленный алгоритм имеет высо-
кое быстродействие, что позволяет использовать его 
в режиме реального времени. Для оценки качества 
работы метода измеряется степень превышения кри-
терия Рэлея полученным решением.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Модель принимаемого системой наблюдения 
сигнала представляет собой двумерный интеграл (1):

	 U x y F x q y r I q r drdq( , ) : ( , ) ( , ) ,= − −
Ω
∫ 	 (1)

где F(x,  y)  – диаграмма направленности (ДН) си-
стемы наблюдения; Ω  – двумерная область распо-
ложения источника; I(q, r) – угловое распределение 
амплитуды источника сигнала, которое подлежит 
определению [12, 13].

Целью исследования является разработка алго-
ритма цифровой обработки сигналов для получения 
углового сверхразрешения.

Задача исследования – восстановить угловые рас-
пределения амплитуды отраженного сигнала по изме-
ренному сигналу U(x, y) и известным характеристикам 
угломерной системы. Для этого необходимо получить 
приближенное решение линейного интегрального 
уравнения Фредгольма первого рода типа свертки (1). 

Получение углового сверхразрешения с помо-
щью цифровой обработки сигнала U(x, y) представ-
ляет собой решение обратной задачи.

МЕТОД РЕШЕНИЯ

Поиск решения обратной задачи проводится на 
основе параметризации [14, 15], когда вместо неиз-
вестной функции I(q,  r) используется разложение 
искомого распределения амплитуд по задаваемой 
системе ортогональных функций. Тогда решение мо-
жет быть представлено в виде:

	 I q r a g q r a g q ri i
i

i i
i

N
( , ) ( , ) ( , ),= ≈

=

∞

=
∑ ∑
1 1

� (2)

где ai – неизвестные коэффициенты; gi(q, r) – функ-
ции, задаваемые пользователем. Коэффициенты ai 
могут быть найдены путем минимизации средне
квадратичного отклонения решения в области θ > Ω 
от исходного сигнала:

δ

θ

2

1

2

=

= − − −




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



Ω=

∞

∫∑∫ U x y a F x q y r g q r drdq dydxi i
i

( , ) ( , ) ( , ) ,  � (3)

где θ – двумерная область сканирования.

Для этого приравниваются нулю частные произ-
водные δ2 по ai. В итоге получается система линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ) из N урав-
нений:
	 a = GV, � (4)
где 

	

G x y x y dydx

F x q y r g q r drdq

j i j i

i i

, : ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

=

= − −

∫

∫
Ω

ψ ψ

ψ
θ

� (5)

	 V U x y x y dydxj j: ( , ) ( , ) .= ∫
θ

ψ � (6)

Угловое сверхразрешение увеличивается при ис-
пользовании большего количества функций gi(q,  r), 
однако с увеличением их количества также возрастает 
размерность СЛАУ и, следовательно, неустойчивость 
решения. Она проявляется в виде ложных источников 
сигнала и искажений в полученном решении. Это свя-
зано с особенностью обратных задач, которая состоит 
в том, что незначительные изменения исходных дан-
ных, например, случайные величины (шумы) могут 
привести к значительным ошибкам, т.е. к неустойчи-
вости. Если в корректно поставленных задачах не-
большие шумы приводят к небольшим ошибкам в ре-
шении, то в обратных задачах полученное решение 
может отличаться от истинного на несколько порядков.

РЕЗУЛЬТАТЫ  
ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Получаемые решения обратных задач исследова-
лись в ходе численных экспериментов на математи-
ческих моделях. Исходные объекты и принимаемый 
сигнал представлены на рис.  1, где θ0.5  – полу
ширина  ДН. Были заданы три точечных объекта.  
Все объекты расположены достаточно близко друг 
к другу и не разрешаются по критерию Рэлея.

I, U

2

–θ0.5

θ0.5

1

y

x

Рис. 1. Модель принимаемого сигнала  
и исходные объекты: 1 – исходные объекты;  

2 – принимаемый сигнал



41

Russian Technological Journal. 2022;10(4):38–43

А.А. Щукин,  
А.Е. Павлов

Параметризация пользовательских функций в цифровой обработке сигналов  
для получения углового сверхразрешения

Вид сигнала U(x, y) не позволяет раздельно на-
блюдать объекты, в частности, три исходных объек-
та сливаются в один (сетчатая поверхность 2).

Для поиска решения задаются девять функций 
gi(q, r), покрывающих всю исследуемую область Ω, 
три из которых представлены на рис. 2.

–θ0.5

θ0.5

y

g

x

Рис. 2. Вид трех пользовательских функций

Результат решения системы СЛАУ (4)–(6) и ис-
ходные объекты представлены на рис. 3.

В результате эксперимента было получено 
устойчивое решение с угловым сверхразрешением. 
Угловые координаты всех трех объектов опреде-
лены с хорошей точностью, найденные амплитуды 
центрального и правого объекта близки к исходной 
(около 80% от исходной), амплитуда левого объекта 
несколько ниже исходной (около 60% от исходной). 
Полученное угловое сверхразрешение существен-
но превышает критерий Рэлея (угловое расстояние 
между объектами составляет 0.3θ).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что алгебраические методы 
позволяют получать устойчивые решения обратных 
задач с угловым сверхразрешением, которые отра-
жают расположение исходных объектов с незна-
чительной ошибкой (координаты исходных объек
тов и полученного решения совпадают). Ошибки 
в  распределении амплитуды сигнала невелики (ам-
плитуда полученного решения составляет от 60% 
до 80% от амплитуды исходных объектов). Между 

центральным и правым объектом появляется лож-
ная цель, но с пренебрежимо малой амплитудой, ме-
нее 10% от амплитуды истинных объектов (рис. 3б, 
в центре области).
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Рис. 3. Исходные объекты (а) и полученный результат (б)
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