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Резюме
Цели. В последние годы усилился интерес к изучению локально-неравновесных процессов в связи с разви-
тием лазерных технологий, возможностью получения сверхвысоких температур и давлений, а также ввиду не-
обходимости математического описания различных физических процессов в экстремальных условиях. При 
моделировании локально-неравновесных процессов возникает необходимость учета внутренней структуры 
исследуемых объектов, что приводит к существенному усложнению классических моделей переноса. Важ-
ным этапом в развитии указанной области является построение математических моделей разнообразных 
физических полей с учетом их пространственно-временной нелокальности. Для этих целей используются 
уравнения гиперболического типа для широкого класса явлений и, прежде всего, для процессов нестацио-
нарной теплопроводности на основе обобщенной феноменологии Максвелла – Каттанео – Лыкова – Вер-
нотта. Математические модели в виде краевых задач для уравнений гиперболического типа носят название 
краевых задач обобщенного типа. Эти задачи значительно отличаются от классических на основе феномено-
логии Фурье по сложности их решения. Их специфика заключается в относительной простоте исходных мате-
матических моделей и трудности решения в аналитически замкнутом виде. Отсюда весьма незначительные 
успехи в нахождении точных аналитических решений такого рода задач. Наиболее приемлемый метод их ре-
шения – операционный, но он приводит к аналитическим решениям в пространстве изображений по Лапласу 
в виде сложных функциональных конструкций, оригиналы которых не содержатся в известных справочниках 
по операционному исчислению. На этом пути возникают серьезные трудности вычислительного характера. 
Цель работы – рассмотреть серию нестандартных изображений, возникающих при операционном решении 
математических моделей локально-неравновесного теплообмена и получить их оригиналы. 
Методы. Использованы методы и теоремы операционного исчисления, методы контурного интегрирования 
сложных изображений, теория специальных функций.
Результаты. Представлено развитие операционного исчисления для математических моделей локаль-
но-неравновесного теплопереноса в терминах теории нестационарной теплопроводности для уравнений 
гиперболического типа (волновых уравнений). Рассмотрены нестандартные операционные изображения, 
оригиналы которых ранее были неизвестны. Показано, что приведенные изображения являются характер-
ными для операционных решений широкого класса обобщенных краевых задач для уравнений гиперболиче-
ского типа в теории теплопроводности, диффузии, гидродинамики, колебаний, распространения электри-
чества, термомеханики и других направлений науки и техники. Изучены частично ограниченные и конечные 
области. Приведены иллюстративные примеры в качестве численных экспериментов локально-неравно-
весного процесса теплообмена с учетом конечной скорости распространения теплоты, имеющей волно-
вой характер. Последнее выражается наличием ступенчатой функции Хевисайда в аналитическом решении 
задачи. Обоснован физический смысл конечной скорости распространения теплоты; построена изохрона  
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Abstract
Objectives. Recently, interest in studying local nonequilibrium processes has increased in the context of the 
development of laser technologies, the possibility of reaching ultrahigh temperatures and pressures, and the need for a 
mathematical description of various physical processes under extreme conditions. In simulating local nonequilibrium 
processes, it becomes necessary to take into account the internal structure of investigation subjects, which 
significantly complicates the classical transport models. An important stage here is to construct mathematical models 
of various physical fields in which their spatiotemporal nonlocality should be taken into account. For these purposes, 
hyperbolic equations are used for a wide class of phenomena and, first of all, for unsteady-state heat conduction 
processes based on the generalized Maxwell–Cattaneo–Luikov–Vernotte phenomenology. Mathematical models 
in the form of boundary value problems for hyperbolic equations are called generalized boundary value problems. 
These problems differ significantly in solving difficulty from the classical ones based on Fourier phenomenology. The 
specificity of these problems is the relative simplicity of the initial mathematical models, together with the difficulty of 
solving them in an analytically closed form. Hence, very little success has been achieved in finding exact analytical 
solutions to problems of this kind. The most acceptable approach to solving them is operational calculus. However, it 
gives analytical solutions in the Laplace transform space as complex functional structures, the inverse transforms of 

для температурной функции в частично ограниченной области и показано, что на поверхности фронта иду-
щей волны температурный профиль имеет разрыв. Это приводит к задержанию оттока теплоты за границу 
разрыва – характерная особенность аналитических решений волновых уравнений, к которой следует доба-
вить возможность описания аналитического решения задачи в виде эквивалентных интегральных соотноше-
ний, существенно упрощающих числовые расчеты.
Выводы. Представлены оригиналы нестандартных операционных изображений (по Лапласу), входящие в 
операционные решения широкого класса задач локально-неравновесных процессов переноса (теплоты, 
массы, импульса), электрических цепей, гидродинамики, теории колебаний, термомеханики и других обла-
стей. Приведены иллюстративные примеры и показана возможность перехода от одной формы аналитиче-
ского решения к другой эквивалентной форме. Представленные аналитические решения гиперболических 
моделей теплопереноса в областях канонического типа являются новыми в классической теплофизике.

Ключевые слова: нестандартные операционные изображения, оригиналы, математические модели локаль-
но-неравновесного теплопереноса, аналитические решения

• Поступила: 08.09.2021 • Доработана: 20.09.2021 • Принята к опубликованию: 27.12.2021

Для цитирования: Карташов Э.М. Новые операционные соотношения для математических моделей локально-  
неравновесного теплообмена. Russ. Technol. J. 2022;10(1):68−79. https://doi.org/10.32362/2500-316X-2022-10- 
1-68-79

Прозрачность финансовой деятельности: Автор не имеет финансовой заинтересованности в представлен-
ных материалах или методах.

Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.

mailto:kartashov@mitht.ru
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2022-10-1-68-79
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2022-10-1-68-79


70

Eduard M. KartashovNew operational relations for mathematical models  
of local nonequilibrium heat transfer

Russian Technological Journal. 2022;10(1):68–79

• Submitted: 08.09.2021 • Revised: 20.09.2021 • Accepted: 27.12.2021

For citation: Kartashov E.M. New operational relations for mathematical models of local nonequilibrium heat transfer. 
Russ. Technol. J. 2022;10(1):68−79. https://doi.org/10.32362/2500-316X-2022-10-1-68-79

Financial disclosure: The author has no a financial or property interest in any material or method mentioned.

The author declares no conflicts of interest.

ВВЕДЕНИЕ

Классические модели аналитической теории пе-
реноса теплоты обязаны своим появлением линейно-
му градиентному соотношению Фурье

q M t T M t( , ) ( , ),= −λgrad

с которым он выступил в докладе «О распространении 
тепла в твердом теле» в Париже в 1807 году. В закончен-
ном виде Фурье представил свою теорию в 1822 году в 
работе «Аналитическая теория тепла», которую Кельвин 
назвал «великой математической моделью» [1]. Вместе с 
уравнением энергии для изотропных твердых тел

c T M t
t

q M t F M tρ ∂
∂

= − +( , ) ( , ) ( , )div

закон Фурье приводит к уравнению параболического 
типа для нестационарного теплопереноса вида

∂
∂

= + ∈ >T M t
t

a T M t
c
F M t M D t( , ) ( , ) ( , ), , ,∆ 1 0

ρ
 (1)

и соответствующим для (1) краевым задачам с на-
чальным и граничными условиями:

 T M t M M Dt( , ) ( ), ,= = ∈0 0Φ    (2)

β β β ϕ1 2 3 0∂
∂

+ = ∈ >T M t
n

T M t M t M S t( , ) ( , ) ( , ), , .  (3)

Здесь D – конечная или частично ограниченная 
выпуклая область изменения M(x, y, z); S – кусочно- 
гладкая поверхность, ограничивающая область D; 
n  – внешняя нормаль к S (вектор, непрерывный в 
точках S). Входящие в (1)−(3) параметры – теплофи-
зические характеристики среды, постоянные вели-
чины в интервале температур, не выходящих за точ-
ки перехода [2]. В литературе неоднократно 
отмечались некоторые парадоксы при использова-
нии модельных представлений (1)−(3): отсутствие 
инерционности процесса теплопровод ности в законе 
Фурье ввиду неучета механизма переноса теплоты 
элементарными частицами вещества (электронами, 
молекулами, ионными решетками) и времени релак-
сации, связанного со временем свободного пробега 
микрочастиц и, как следствие, вытекающий из ана-
литических решений моделей (1)−(3) вывод о беско-
нечной скорости распространения теплоты; 

which are not available in well-known reference books on operational calculus. On this path, serious computational 
difficulties arise. The study aimed to analyze a set of nonstandard transforms arising from the operational solution of 
mathematical models of local nonequilibrium heat transfer and to obtain their inverse transforms.
Methods. Methods and theorems of operational calculus, methods of contour integration of complex transforms, 
and the theory of special functions were used.
Results. Operational calculus was developed for mathematical models of local nonequilibrium heat transfer in terms 
of the theory of unsteady-state heat conduction for hyperbolic equations (wave equations). Nonstandard operational 
transforms, the inverse transforms of which are unavailable in the literature, were considered. It was shown that the 
presented transforms are common to operational solutions of a wide class of generalized boundary value problems for 
hyperbolic equations in the theory of heat conduction, diffusion, hydrodynamics, vibrations, propagation of electricity, 
thermomechanics, and other areas of science and technology. Partially bounded and finite domains were explored. 
Illustrative examples were given, namely, the results of numerical experimental studies of a local nonequilibrium heat 
transfer process that took into account the finiteness of the heat transfer rate, which had a wave character. The latter 
was expressed by the presence of the Heaviside step function in the analytical solution of the problem. The physical 
meaning of the finiteness of the heat transfer rate was substantiated. The isochron was constructed for the temperature 
function in a partially bounded domain. It was shown that the temperature profile has a discontinuity on the surface 
of the propagating wave front. This leads to the retention of heat outflow beyond the discontinuity boundary. This is 
a characteristic feature of the analytical solutions of the wave equations, along with the possibility to describe the 
analytical solution of the problem as equivalent integral relations, which noticeably simplify numerical calculations.
Conclusions. The inverse transforms of nonstandard operational (Laplace) transforms were presented, which are 
contained in the operational solutions of a wide class of problems of local nonequilibrium (heat, mass, momentum) 
transfer processes, electrical circuits, hydrodynamics, oscillation theory, thermomechanics, and others. Illustrative 
examples were given, and the possibility of transition from one form of an analytical solution to another equivalent 
form was shown. The presented analytical solutions of hyperbolic heat transfer models in canonical domains are new 
in classical thermal physics.

Keywords: nonstandard operational transforms, inverse transforms, mathematical models of local nonequilibrium 
heat transfer, analytical solutions
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сингулярный характер теплового потока и скорости 
движения изотерм в области x > 0, t > 0 при x → 0 
(t → 0). Тем не менее, указанные обстоятельства не 
ограничивают область применения математических 
моделей (1)−(3), охватывая все новые содержатель-
ные объекты и все большее число самых разнообраз-
ных приложений [3−7].

В последние годы усилился интерес к изучению 
процессов, протекающих в локально-неравновесных 
условиях, что обусловлено широкими возможно-
стями их практического применения [8−14]: созда-
ние новых технологий получения наноматериалов 
и покрытий с уникальными физико-химическими 
свойствами (бинарные многокомпонентные метал-
лические сплавы, полимерные материалы, металли-
ческие полупроводниковые стекла, наножидкости, 
коллоидные, био- и криосистемы); оптимизация 
режимов лазерной обработки изделий; режимы ин-
тенсивного нагрева и охлаждения компонентов на-
ноэлектроники и нанотехники; нагрев, плавление и 
абляция вещества при воздействии сверхкоротких 
лазерных импульсов и др. Интенсификация тепло-
вых процессов в этих условиях потребовала для их 
описания уточнения гипотезы Фурье, что и было 
проделано в рамках учета локальной неравновесно-
сти, заложенной в соотношении

 q M t T M t q M t
t

( , ) ( , ) ( , ) ,= − − ∂
∂

λ τgrad r   (4)

и учитывающей конечную скорость распростране-
ния теплоты. Здесь время τr – мера инерции теплово-
го потока, связанная со скоростью распространения 
теплоты соотношением v aT r= τ .  На необходи-
мость учета влияния ограниченности скорости пере-
носа теплоты (массы) указывали: Дж. Максвелл в 
теории газодинамики [15], А.В. Лыков при исследо-
вании тепло- и влагопереноса в капиллярно-пори-
стых телах [16], Каттанео [17] и Вернотт [18] в тео-
рии теплопроводности. Уравнение энергии и 
соотношение (4) приводят к уравнению переноса 
теплоты гиперболического типа 

 

∂
∂

= − ∂
∂

+

+ ∂
∂

+


T M t
t

a T M t T M t
t

c
F M t
t

F M t

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

∆ τ

τ
ρ τ

r

r

r

2

2

1









  (5)

и соответствующим краевым задачам нестационар-
ной теплопроводности обобщенного типа. При ма-
тематической постановке указанных задач следует 
применять соответствующие локально-неравновес-
ные граничные условия. Использование стандарт-
ных локально-равновесных граничных условий (3) 
(что довольно часто наблюдается в публикациях 
по аналитической теплофизике) может привести к 

физически противоречивым результатам (например, 
к появлению отрицательных решений для темпера-
туры [19]). Эти вопросы детально рассмотрены авто-
ром в [20]. Сформулированы корректные обобщен-
ные граничные условия на основе соотношения (4) 
в интегральной и эквивалентной дифференциальной 
формах. Так, в первом случае для условия теплово-
го нагрева (охлаждения) граничное условие второго 
рода имеет вид:

 

1

0
0

0

τ
τ τ

τ
τ

λ
r r

∂
∂

− −





=

= ± ≥

∫
∈

+

T M
n

t d

q S t t

t

M S

( , ) exp

( ) ( ), ,
 (6) 

в случае нагрева средой следует записывать:

 

1

0

0

τ
τ τ

τ
τ

r r

∂
∂

− −





=

= − +

∫
∈

∈ +

T M
n

t d

h T M t T S t

t

M S

M S

( , ) exp

{ ( , ) ( )(TT T tc −  ≥0 0) }, .

 (7)

Здесь 

 S t
t
t+ =
>
≤





( )
, ,
, .

1 0
0 0

  (8)

При (1/h) → 0 (h → ∞) из (7) имеем граничное 
условие при температурном нагреве

 T(M, t)|M ∈ S = T0 + S+(t)(Tc − T0), t ≥ 0.  (9)

Следует заметить, что гиперболическое уравне-
ние (5) для описания локально-неравновесных про-
цессов тепломассопереноса было получено впер-
вые в работах И.А. Фока [21] и Б.И. Давыдова [22] 
на основании предположения о конечном значении 
скорости частиц, переносящих энергию или массу. 
Уравнение (5) также получил А.С. Предводителев 
[23], исходя из анализа скоростей перемещения изо-
термических поверхностей с использованием пред-
ставлений Римана, то есть при полном отказе от ре-
лаксационной формулы (4). 

НОВЫЕ ОПЕРАЦИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Обобщенные задачи переноса для уравнения (5) 
значительно отличаются от классических (1)−(3), 
являясь более сложными при нахождении аналити-
ческих решений. Специфика указанных задач за-
ключается в относительной простоте исходных ма-
тематических моделей и трудности их решения в 
аналитически замкнутом виде. Отсюда весьма не-
значительные успехи в нахождении их точных ана-
литических решений и, в основном, для частично 
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ограниченных областей. Основной метод решения 
указанных задач – операционный, но здесь возни-
кают две основные проблемы. Если нахождение 
операционного решения задачи не составляет осо-
бого труда, то переход к оригиналам затрудняется 
ввиду их отсутствия в таблицах по операционному 
исчислению. Формальное применение теорем опе-
рационного исчисления при нахождении оригиналов 
может привести к ошибочным результатам, так как 
искомые оригиналы должны содержать ступенчатую 
функцию Хевисайда [24], появление которой фор-
мально не всегда удается реализовать. Естественный 
выход из этой ситуации – развитие искусственных 
приемов или сложный переход к оригиналам с помо-
щью контурного интегрирования изображений [24]. 

Частично ограниченная область

Рассмотрим операционное решение однородно-
го уравнения (5) в области Ω = {M(z, t): z ≥ 0, t ≥ 0} в 
безразмерных переменных
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v Gp = − −2 1 1 2( ) [ ( ]ν ρ ν  – скорость распростране-
ния волны расширения в упругой среде (G – модуль 
сдвига, ν – коэффициент Пуассона, ρ – плотность). 
Задача имеет вид:
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Пусть W p p W d( , ) exp( ( , )ξ τ) ξ τ τ= −
∞

∫
0

 – изобра-

жение Лапласа функции W(ξ, τ). Из уравнения (10) 
находим

W p f p p p( , ) ( )exp .ξ ξ β= − +( )2 2

Записанное для W p( , )ξ  изображение определя-
ет дальнейшую цель исследования – получить ори-
гиналы для серии изображений вида 
f p p p f p p( )exp ( )( ( )exp ( ) ,− + +  = −[ ]ξ α β) ξµ2 2  
µ α β( ) ( )( )p p p= + +2 2  при различных f p( )  cо 
ступенчатой функцией Хевисайда. 

Подчеркнем еще раз особенности предстоящих 
вычислений. Как показали первые публикации в 70-х 
годах прошлого столетия [25, 26] по простейшим 

гиперболическим моделям переноса, особенностью 
процесса теплопроводности в рамках математических 
моделей для уравнения (5) является волновой характер, 
что выражается наличием ступенчатой функции η(τ − ξ) 
в аналитическом решении первой краевой задачи (10), 
(11) при W(0, τ) = 1, τ > 0. В любой момент времени су-
ществует область теплового следа ξ < τ и невозмущенная 
область ξ > τ (рис. 1) (в точках области более чем ξ = τ 
изменение температуры не происходит и ее значение 
равно начальному). На поверхности фронта распростра-
няющейся волны ξ = τ и на фронте температурный про-
филь имеет разрыв, амплитуда которого быстро затухает 
с увеличением времени прогрева. Именно в области за 
фронтом тепловой волны наблюдается существенное 
различие между решениями уравнений гиперболиче-
ского (5) и параболического (1) типов (в последнем слу-
чае решения являются гладкими, существенно больши-
ми начального значения). Указанные особенности как 
раз и объясняются наличием в аналитическом решении 
тепловой задачи ступенчатой функции.

W1(ξ, τ)
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

ξ

τ = 0.5 τ = 1.5 τ = 2.5 τ = 5.0

Рис. 1. Изохрона области,  
рассчитанная по формуле (29) (β = 1) 

В дальнейшем будут рассматриваться только со-
отношения операционного исчисления, поэтому вер-
немся (как это и принято) к обозначению временной 
переменной t.

Рассмотрим функцию φ(x) = x−m/2Im(x1/2), где 
Im(x1/2) – модифицированная функция Бесселя. Из 
теории функций Бесселя известно соотношение
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позволяющее записать ряд Маклорена для φ(x + x0):
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Положим в (13) x0 = 2κt, x = t2, m = 0. Получим:
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Применим преобразование Лапласа, используя 
таблицы [27]:
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Заменим в (14) κ на δ, а t на σt и проведем пре-
образования, используя теорему подобия [2]; затем 
введем обозначение ξ = δ/σ. Находим:
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Положим слева в (15) p → p + ρ и применим те-
орему смещения:
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Введем обозначения: p + σ = 2α, ρ − σ = 2β, отку-
да p = α + β, σ = α − β. Теперь окончательно приходим 
к нужному результату:
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Из (16) находим:
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Применяя к (16) теорему о свертке, получаем:
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Дифференцируя (18) по ξ, получаем:
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Положим в (19) f p( ) ,= 1  откуда f(t) = δ(t) – 
функция Дирака и (19) будет иметь вид:
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Пусть теперь в (19) f p
p

( ) ,= 1
 тогда f(t) = 1 и 

оригинал будет:
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Ряд проблем в теории теплового удара [2] приво-
дят к изображению вида
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Найдем оригинал. Из (17) имеем:
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Умножим (22) на 2β и сложим почленно с (16). 
Получим:
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Преобразуем (23), используя соотношения (d/dx)
I0(x) = I1(x), I0(0) = 1. 
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С помощью приведенных соотношений и теорем 
операционного исчисления запишем важный для 
приложений оригинал более общего изображения:
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Выражение (25) содержит ряд практических 
частных случаев при заданных f t f p( ) ( ).→  

Приведенные операционные соотношения закры-
вают проблему нахождения аналитических решений 
уравнения (10) с обобщенными граничными условиями. 
Однако указанная проблема имеет интересное продол-
жение, состоящее в возможности представления одного 
и того же аналитического решения в виде различных 
функциональных конструкций. Существенно при этом, 
что некоторая громоздкость аналитической записи ре-
шений может быть упрощена с использованием специ-
альных преобразований, приводящих к новым анали-
тическим решениям, неизвестным ранее. Покажем это 
на примере первой краевой задачи для уравнения (10) 
(краевые условия приведены выше). Аналитическое ре-
шение задачи на основе соотношения (21) имеет вид:
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Изображение искомой функции (26) имеет вид
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оригинал которого можно записать через интеграл 
Римана – Меллина следующим образом:
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Подынтегральная функция в (27) удовлетворяет 
условиям леммы Жордано [2], имеет две точки вет-
вления. Вычисляя контурный интеграл (27), находим:
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Теперь покажем, что аналитические решения пер-
вой краевой задачи в виде W(ξ, τ) = Ψ1(ξ, τ)η(τ − ξβ) 
и W(ξ, τ) = Ψ2(ξ, τ)η(τ − ξβ) эквивалентны, то есть 
Ψ1(ξ, τ) = Ψ2(ξ, τ). Имеем:
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Продифференцируем обе части по τ:
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Воспользуемся далее интегралом (достаточно 
редким)
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Проинтегрируем по τ:
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Так как по условию задачи Ψ1(0, τ) = 1, то C = 1 и 
окончательно получаем:
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Таким образом, показано, что

    W(ξ, τ) = Ψ1(ξ, τ)η(τ − ξβ) = Ψ2(ξ, τ)η(τ − ξβ). (29)

На рис. 2 приведен график кривых W(ξ, τ) в се-
чении ξ = 2; обе кривые, вычисленные по формулам 
(29), практически совпали. Приведенные рассужде-
ния могут быть распространены также на вторую и 
третью краевые задачи с обобщенными граничными 
условиями, что подчеркивает особенность гипербо-
лических моделей переноса.
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Рис. 2. Результаты вычислений функции W(ξ,τ)  
в сечении ξ = 2 (β = 1):  
1 – по (26), 2 – по (28)

Конечные области канонического типа

Математические модели для уравнения (10) в 
области ξ ∈ [0, ξ0], τ ≥ 0 с обобщенными граничны-
ми условиями практически не располагают в полной 
мере необходимым аппаратом операционного исчис-
ления, что существенно затрудняет нахождение их 
точных аналитических решений. Рассмотрим ряд 
операционных соотношений, характерных для ука-
занного случая. Найдем оригинал изображения
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Используя далее последовательно операционные 
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Аналогичными рассуждениями можно показать: 
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Найдем оригинал изображения f p a b( ( ) ,+ −2 2  
если f p f t( ) ( ).←  Используем для этих целей тео-
рему Эфроса:
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Находим:
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Аналогично находим:
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Выражение (35) включает ряд частных случаев, 
в частности, важное в практическом плане соотно-
шение 
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Пусть теперь S p p p( ) .= +β2 2  Из предыду-
щих соотношений находим:
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В качестве приложения полученных результатов 
рассмотрим две характерные для теплового удара 
модели:
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Wi|τ = 0 = (∂Wi / ∂τ)τ = 0 = 0, 0 ≤ ξ ≤ ξ0,  

 W1|ξ = 0 = 1, W1|ξ = ξ0 = 0, τ > 0,  (39)

 W2|ξ = 0 = 1, (∂W2 / ∂ξ)ξ = ξ0 = 0, τ > 0.  (40)

Находим в пространстве изображений по 
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Раскроем дроби:
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Переходя к оригиналам по приведенным выше 
соотношениям, находим:
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 (43)

Заметим, что решения (41)−(43) в аналитической 
теплофизике ранее были неизвестны. Аналогично 
могут быть рассмотрены все 9 граничных условий 
для W(ξ, τ) в области ξ ∈ [0, ξ0], τ ≥ 0 и, таким об-
разом, указанная проблема для ограниченной обла-
сти может считаться закрытой. В то же время сле-
дует заметить, что здесь также, как и выше, можно 
получить аналитические решения в виде других 
функциональных конструкций, эквивалентных при-
веденным. Последнее составляет одну из особенно-
стей гиперболических моделей переноса. Численная 
реализация полученных соотношений не вызывает 
принципиальных трудностей, учитывая возможно-
сти существующего программного обеспечения для 
целей аналитической теплофизики.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены оригиналы нестандартных опе-
рационных изображений (по Лапласу), входящие 
в операционные решения широкого класса задач 
локально неравновесных процессов переноса (те-
плоты, массы, импульса), электрических цепей, 
гидродинамики, теории колебаний, термомеханики 
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и других областей. Приведены иллюстративные 
примеры и показана возможность построения ана-
литических решений краевых задач нестационар-
ной теплопроводности в частично ограниченной 
области в виде различных функциональных кон-
струкций, для которых доказана эквивалентность. 

Представленные аналитические решения в областях 
канонического типа являются новыми в аналитиче-
ской теплофизике.
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