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Резюме
Цели. Статья посвящена вопросам эквивалентности схем программ. В соответствии с работами А.А. Ляпунова 
и Ю.И. Янова – основоположников данной теории, под схемой программы понимается ее модель, в которой 
осуществляется абстрагирование от содержательных значений операторов и выражений. При этом неизмен-
ной остается структура программы, включающая символические обозначения операторов и выражений при 
сохранении последовательности их выполнения. Представленная в статье модель языка программирования 
содержит основные конструкции последовательных языков и является ядром имеющихся языков последова-
тельного программирования. Цель работы – разработка эффективного алгоритма исследования вопросов эк-
вивалентности (неэквивалентности) схем программ последовательных языков программирования.
Методы. Используется алгебраический подход к заданию семантики языков программирования для иссле-
дования вопросов эквивалентности схем программ.
Результаты. Предложен новый алгебраический подход к заданию формальной семантики языков после-
довательного программирования – процессная семантика. Процессная семантика задается посредством 
сопоставления программам (схемам программ) множества вычислительных последовательностей. Под вы-
числительной последовательностью понимается последовательность выполнения действий (команд и тес
тов) программы. На введенной семантической области (множестве вычислительных последовательностей) 
определены операции конкатенации двух видов (тест-команда и команда-команда) и операция объедине-
ния, свойства которых заданы системами аксиом. Доказана конечность представления семантических зна-
чений в виде систем рекурсивных уравнений. Предложен алгоритм доказательства эквивалентности (неэк-
вивалентности) систем рекурсивных уравнений, характеризующих семантические значения для пары схем 
программ, откуда вытекает эквивалентность (неэквивалентности) программ в сильном смысле. 
Выводы. Показана эффективность применения предложенного алгоритма для доказательства эквивалент-
ности схем последовательных программ, в которых отсутствует побочный эффект при вычислении выраже-
ний, т.е. последовательное вычисление выражения более, чем один раз, ничего не меняет. В статье приведен 
демонстрационный пример доказательства эквивалентности схем программ двумя методами: известным 
методом индукции фиксированной точки де Баккера – Скотта и предложенным в статье методом. Сравнение 
приведенных методов свидетельствует не только об эффективности нового метода, но и его существенной 
простоте, что было подтверждено на практике при выполнении соответствующих заданий студентами специ-
альности «Прикладная математика и информатика» Национального исследовательского университета МЭИ 
в процессе изучения дисциплины «Семантика языков программирования».

Ключевые слова: схема программы, семантические области, процессная семантика, эквациональная ха-
рактеризация семантических значений программ, эквивалентность схем программ
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Abstract
Objectives. The paper deals with the equivalence of program schemes. According to A.A. Lyapunov and Yu.I. Yanov, 
the founders of this theory, a program scheme is understood as a program model wherein abstraction from contensive 
values of operators and expressions is performed. In this case, the program structure containing symbolic notation 
of operators and expressions remains unchanged while maintaining their execution sequence. The programming 
language model presented in the paper contains basic constructs of sequential languages and is the core of the 
existing sequential programming languages. The paper aimed at developing an effective algorithm for studying 
equivalence (nonequivalence) of program schemes of sequential programming languages. 
Methods. An algebraic approach to specifying semantics of programming languages was used for studying the 
equivalence of program schemes. 
Results. A process semantics being the new algebraic approach to specifying the formal semantics of sequential 
programming languages was proposed. The process semantics was specified by matching programs (program schemes) 
with a set of computation sequences. The computation sequence was understood as the execution sequence of actions 
(commands and tests) of the program. Two types of concatenation operations (test–command and command–command) 
and the merge operation, which properties are given by axiomatic systems, were defined in the introduced semantic domain. 
The finiteness of the semantic value representation in the form of systems of recursive equations was proved. The algorithm 
for proving the equivalence (nonequivalence) of systems of recursive equations characterizing semantic values for a pair of 
program schemes was proposed, which implies the equivalence (nonequivalence) of programs in the strong sense. 
Conclusions. The paper demonstrates the efficient use of the proposed algorithm for proving the equivalence of 
sequential program schemes excluding side effects when calculating expressions, i.e., sequential computation of the 
expression more than once does not change anything. The example of proving the equivalence of program schemes 
by two methods—the well-known de Bakker–Scott fixed-point induction method and the method proposed by the 
author—is given. Comparison of the above methods testifies not only to the new method′s effectiveness but also 
to its significant simplicity, proved in practice by students who performed corresponding tasks when studying the 
Semantics of Programming Languages at the Institute of Information and Computing Technologies at the National 
Research University Moscow Power Engineering Institute (Moscow, Russia).

Keywords: program scheme, semantic domains, process semantics, equational characterization of the semantic 
meanings of programs, equivalence of program schemes
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ВВЕДЕНИЕ

Вопросы эквивалентности программ являются 
чрезвычайно важным аспектом теории и практики 
языков программирования, лежащим в основе та-
ких проблем, как корректность программ [1−10], 
завершимость (незавершимость) программ, эквива-
лентных преобразований программ с целью их оп-
тимизации [11−13] в том или ином виде. Очевидно, 
что для решения этих проблем необходима разра-
ботка соответствующих формальных методов зада-
ния семантики языков программирования. Одними 
из первых были разработаны пропозициональные 
методы, наиболее известными из которых являются 
метод индуктивных утверждений Флойда [5] и акси-
оматический метод Хоара [6]. Использование этих 
методов позволяет осуществлять доказательство 
частичной корректности, завершимости (незавер-
шимости) достаточно большого класса программ 
ограниченного размера. Денотационный подход [7] 
дает больше возможностей для решения проблемы 
эквивалентности программ, используя методы, ба-
зирующиеся на свойствах фиксированных точек, в 
частности, метод индукции фиксированных точек 
(де Баккера – Скотта) [4, 7]. В статье предложен 
алгебраический метод, задающий процессную се-
мантику программ, которая сопоставляет програм-
мам в качестве семантических значений множество 
вычислительных последовательностей (путей вы-
полнения) программы. Предложен алгоритм ана-
лиза эквивалентности схем программ, основанный 
на идее представления семантических значений в 
виде конечных систем рекурсивных уравнений с 
последующим анализом на эквивалентность (не
эквивалентность) полученных систем рекурсивных 
уравнений, развиваемый автором в работах1 [14]. 
Доказана возможность представления семантиче-
ских значений в виде конечных систем рекурсив-
ных уравнений. В отличие от метода, предложен-
ного для доказательства эквивалентности схем 
программ1, полученные в системах рекурсивные 
уравнения имеют более сложный вид и требуют 

1  Кораблин Ю.П. Семантические методы анализа рас-
пределенных систем: автореф. дис. докт. техн. наук. М.: 
МЭИ; 1994. 40 с. [Korablin Yu.P. Semantic methods of analysis 
of distributed systems. Dr. Thesis (Eng.). Moscow: MEI; 1994. 
40 p. (in Russ.).]

более детального анализа. Показана эффективность 
данного метода для доказательства эквивалентно-
сти схем программ.

1. ФОРМАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ЯЗЫКА 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Определим синтаксис и семантику языка L, ис-
пользуемого нами в качестве модели языка програм-
мирования.

1.1. Синтаксис языка L 

Алфавит языка состоит из:
•	 множества элементарных команд Com с типич-

ным элементом а;
•	 множества булевских выражений Eхр с типич-

ным элементом b. 
Типичные элементы множеств могут допускать 

индексацию. Кроме того, выделим еще три кон-
станты: skip – пустая команда; tt и ff – тождествен-
но истинное и тождественно ложное булевские 
значения. 

Множество команд Cmd с типичным элементом 
с определим следующим образом: 

c ::= skip | a | [gc] |   [gc] , 

где gc – типичный элемент множества защищенных 
команд Gcom со следующим синтаксисом: 

gc ::= g → c | gc { □ gc }, 

g ::= tt | ff | b. 

Фигурные скобки используются для обозначе-
ния нулевого либо большего количества повторений 
конструкции, заключенной в скобки. Через g обозна-
чается типичный элемент множества защит G. 

Символом □ соединяются альтернативные ком-
поненты программы, т.е. такие конструкции явля-
ются аналогом оператора ветвления switch в языках 
программирования. 

Множество программ с типичным элементом pr 
определяется следующим образом:

pr ::= c | pr; c. 

https://doi.org/10.32362/2500-316X-2022-10-1-18-27
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1.2. Алгебраическая семантика: 
математические основы и семантические 

равенства

Семантическая функция сопоставляет програм-
ме в языке L множество вычислительных последова-
тельностей (ВП), по которым может проходить вы-
полнение данной программы. 

Для построения семантики программы мы ис-
пользуем принцип построения семантического зна-
чения всей программы на основе семантических зна-
чений компонентов этой программы.

Полагая, что любая программа может, в свою 
очередь, быть компонентом другой программы, мы 
всегда получаем в результате композиции семанти-
ческих значений компонентов некоторой программы 
априорную семантику всей программы. 

1.2.1. Семантические области 

1.	Множество значений элементарных команд 
АСоm с типичным элементом А. 

2.	Множество значений булевских выражений Bexp 
с типичным элементом В. 

3.	Множество Const, содержащее константы τ (тож-
дественное преобразование), T (тождественно 
истинное значение) и F (тождественно ложное 
значение). 
Типичные элементы семантических областей 

могут иметь индексы. 
Определим множество вычислительных после-

довательностей CPath с типичным элементом ср. 
Предварительно определим два дополнительных 

множества: множество тестов Test с типичным элементом 
β и множество действий Action с типичным элементом α. 

β ::= Т | F | В, 
α ::= τ | А, 
cp ::= α | β ^ cр | cp1 ∘ cp2. 
Обозначим через ср* конечную ВП, а через cрω – 

бесконечную ВП. Введем множество SP = 𝒫(CPath) с 
типичным элементом sp, т.е. SP – это множество всех 
подмножеств множества CPath. 

Определим на множестве SP операции теоретико-
множественного объединения (sp1 +  sp2), последо-
вательной композиции (sp1  ∘  sp2) и минимальной 
фиксированной точки (sp+). 

Прежде чем определить значение sp+, введем два 
вспомогательных определения. 

Определение 1. ВП ср называется пустой и обо-
значается через ε, если: 

1) cp ≡ τ; 
2) cp = Т ^ ε. 
Бесконечную последовательность вида εω обо-

значим через LOOP (зацикливание). 
Определение 2. ε ∈ sp, если: 
 sp ≡ ε; 

 sp = sp1 + sp2 и ε принадлежит хотя бы одному 
из множеств sp1 или sp2; 

 sp = sp1 ∘ sp2 и ε принадлежит и sp1, и sp2 од-
новременно. 

 Определим теперь sp+ как минимальную фикси-
рованную точку оператора F(sp), т.е. sp+ = μF(sp), где 
F(sp) имеет вид: 

F(sp) = lq. sp ◦ q + n , где n = τ. 

1.2.2. Семантика языка L
Семантическая функция определяется следую-

щим образом.
ℂ⟦skip⟧ = τ,
ℂ⟦a⟧ = A,
ℂ⟦tt → pr⟧ = 𝔼⟦tt⟧ ^ ℂ⟦pr⟧,
ℂ⟦ff → pr⟧ = 𝔼⟦ff⟧ ^ ℂ⟦pr⟧,
ℂ⟦b → pr⟧ = 𝔼⟦b⟧ ^ ℂ⟦pr⟧,

где функция 𝔼: Eхр → TEST определяет семантиче-
ские значения выражений.

ℂ⟦*{gc}⟧ = (ℂ⟦gc⟧)+,
ℂ⟦gc1 □ gc2⟧ = ℂ⟦gc1⟧ + ℂ⟦gc2⟧,
ℂ⟦pr1; pr2⟧ = ℂ⟦pr1⟧ ∘ ℂ⟦pr2⟧.
Определим теперь семантическую функцию для 

выражений:
𝔼: Eхр → TEST, 
𝔼⟦tt⟧ = T,
𝔼⟦ff⟧ = F,
𝔼⟦b⟧ = B.

1.3. Аксиоматизация свойств  
семантической области

Свойства операций над элементами семантиче-
ской области SPσ = 𝒫(CPathσ) опишем системой ак-
сиом (схем аксиом) и правил вывода. Система аксиом 
задается как набор блоков, каждый из которых описы-
вает определенные свойства семантических объектов.

Обозначим через D′ множество ACTION ∪ TEST 
с типичным элементом d′. Для обозначения элемен-
тов семантической области будем использовать ме-
тапеременные X, Y, Z.

Аксиомы, задающие базисные свойства опера-
ций «∘», «^» и «+»:

(А1)	 X + X = X, 
(А2)	 X + Y = Y + X, 
(A3)	 X + (Y + Z) = (X + Y) + Z, 
(А4)	 (X + Y) ∘ Z = X ∘ Z + Y ∘ Z, 
(A5)	 (X ∘ Y) ∘ Z = X ∘ (Y ∘ Z), 
(A6)	 τ ∘ X = X, 
(A7)	 X ∘ τ = X, 
(A8)	 LOOP ∘ X = LOOP, 
(А9)	 Ø ∘ Х = Ø,
(А10)	 X + Ø = X, 
(А11)	 (β ^ X) ∘ Y = β ^ (X ∘ Y),
(А12)	 F ^ X = Ø,
(А13)	 Ø ^ X = Ø.
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2. ЭКВАЦИОНАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ 
АПРИОРНЫХ СЕМАНТИЧЕСКИХ ЗНАЧЕНИЙ 

В данном разделе показана возможность пред-
ставления семантических значений программ в виде 
конечных систем рекурсивных уравнений.

Определение 3. Пусть α ∈ АСТ= ACTION \ {τ, Ø} 
и (β ∈ TES = TEST \ {F, Ø} и PREF = ACT ∪ TES. 
Частичные функции prefix: SP → PREF и suffix: 
SP → SP определяются таблицей 1: 

Таблица 1. Определение префиксов и суффиксов 
вычислительных последовательностей (sp)

sp prefix (sp) suffix (sp) 

α ∘ X 
τ ∘ X 
β ^ X 

α 
prefix (X) 

β 

X 
suffix (X) 

X 

Заметим, что для выражения sp ≡ F ^ Х понятие 
префикса и суффикса не определяются, поскольку 
F ^ Х ≡ Ø (аксиома А12). 

Определение 4. Множество ВП Р ∈ SPσ эква-
ционально характеризуемо, если имеется конечное 
множество P1, P2, ..., Рn ∈ SP, таких, что Р ≡ P1 и для 
любого i (1 ≤ i ≤ n):

	 P P P Pi ij ij
j N

ik ik
k N

i= + +
∈ ∈
∑ ∑α β δ ^ ( ), � (*)

где N = {1, 2, …, n}, αij ∈ ACT, βik ∈ TES, 
∀i d(Pi) ⊂ 𝒫(ACT′ ∪ {LOOP}), где ACT′ = ACTION \ {τ}, 
∀i ∀j $l ∈ N такое, что Pij = Pl, 
∀i ∀k $r ∈ N такое, что Pik = Pr.
Теорема 1. Каждое множество SP, сопостав-

ляемое программе рг в качестве семантического 
значения, может быть эквационально характери-
зуемо с помощью конечной системы уравнений  
вида (*).

Доказательство. Доказательство проведем ме-
тодом индукции по структуре Р. 

Базис. Для р ≡ d′, где d′ ∈ D′, эквациональная ха-
рактеризация вытекает тривиально.

Индуктивный шаг. Пусть Р1 = SP и Р2 = SP будут 
эквационально характеризуемы. Тогда необходимо 
доказать, что Р1 ∘ Р2, β ^ Р1, Р1 + Р2 и Р1+ эквацио-
нально характеризуемы. 

Приведем доказательство для выражения 
P = Р1 ∘ Р2.

По предположению индукции существуют мно-
жества Р11, Р12, ..., Р1n и Р21, Р22, ..., Р2m, такие что 
Р1 ≡ Р11 и Р2 ≡ Р21, и

P P P P1 1 1 1 1i i i nij ij
j N

ik ik
k N

= + + =
∈ ∈
∑ ∑α β δ ^ ( ), , , �(**)

и 

P P P P2 2 2 2 1i i i mir ir
r N

ip ip
p N

= + + =
∈ ∈
∑ ∑α β δ ^ ( ), , , (***)

Обозначим

	
η( , ,..., ) ... ,

( , , , , ,

u v vr

u n r vi m i

u v vi r
1 1 2 2 2

0 0 1 1

= + + +

= ≥ ≤ ≤ =

P P P P

rr).
 � (1)

Будем писать P10 P2 + P P 2 2v vi r
+ +...  вместо 

P P2 2v vi r
+ +... .

Количество выражений (1) конечно. По индук-
тивному предположению имеем: 

η

α β δ

( , ,..., )

^ ( )

u v vr

uuj uj
j N

uk uk
k N

1

1 1 1

=

= + +








∈ ∈

∑ ∑ P P P P22

2 2 2

2

1 1 1 1 1

+

+ + + + +

+
∈ ∈
∑ ∑α β δ

α

v j v j
j N

v k v k
k N

v j v j
j

v

r r





P P P

P

^ ( ) ...

∈∈ ∈
∑ ∑+ +
N

v k v k
k N

rr r
vβ δ^ ( ).P P2 2

Применяя далее аксиомы А1, А2, A3 и А5, по-
лучим:

η

α β

α

( , ,..., )

^ ( )

u v vr

uj uj
j N

uk uk
k N

v j

1

1 2 1 2

2
1

=

= + +

+
∈ ∈
∑ ∑  



P P P P

P vv j
j N

v k v k
k N

v j v j
j N

v k v k
k N

r r r r

1 1 1
2

2 2
∈ ∈

∈ ∈

∑ ∑

∑ ∑

+ + +

+ +

β

α β

^ ...

^

P

P P ++

+ + ++ δ δ δ( ) ( ) ... ( ).P P P P1 2 2 21u v vr

Если δ δ( ) ,P1u ui
j N

=
∈
∑  где δui D∈ ',  то применим 

еще раз аксиому А4, заменяя в  η(u, v1, ..., vr) слагае-
мое δ(P1u) ∘ Р2 выражением δui

j N∈
∑  P2,  причем, 

если δ τui = ,  то Р2 заменяем его представлением для 
Р21 из (***).

Применяя далее аксиомы А1, А2, A3 и А5, по-
лучим:

η α β

α β

( , ,..., ) ^u v vr uj uj
j N

uk uk
k N

qj qj
j Nq N

q

1 = + +

+ +
∈ ∈

∈∈

∑ ∑

∑∑





P P

P kk qk
k Nq N

u v vr

^

( , ,..., ),

P
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∑∑ +

+ δ 1
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где все выражения P P Puj uk qj, ,  и Pqk  входят в (1). 
Поскольку η(1,1)  ≡  Р1  ∘ Р2, получаем, что Р1  ∘ Р2 
эквационально характеризуемо. 

P = β ^ Р1. Тривиальный случай. В этом случае к 
конечной системе уравнений для Р1 = Р11 добавля-
ется лишь одно уравнение: P = Р1 = β ^ Р11, откуда 
следует эквациональная характеризуемость выраже-
ния β ^ Р1.

Доказательство эквациональной характеризации 
выражения P  =  Р1  +  Р2 осуществляется аналогич-
ным способом, где в качестве конечного множества 
используется множество 

	 ξ( , ) , , ; , .u v u v u n v m≡ + = =P P1 2 0 0 � (2)

Для доказательства эквациональной характери-
зации выражения P = Р1+ используется множество 

	

ζ( ,..., ) ( ... ) ,

, , , .

u ur u u

r ui n i r
r1 1 1 1

0 1 1
1≡ + +

≥ ≤ ≤ =

+P P P

� (3)

Количество выражений (3) конечно.
Таким образом, в качестве семантического зна-

чения программы задается множество путей выпол-
нения программы, т.е. процессная семантика, позво-
ляющая исследовать многие свойства программ. В 
частности, как будет показано ниже, этот подход по-
зволяет исследовать вопросы эквивалентности схем 
программ в сильном смысле. 

3. СРАВНЕНИЕ СХЕМ ПРОГРАММ В ЯЗЫКЕ L 

Определим метод сравнения систем рекурсив-
ных уравнений вида (*), что позволит нам получить 
формальный метод для сравнения схем программ в 
языке L.

Существенным фактором рассматриваемо-
го метода является уникальность префиксов 
любого рекурсивного уравнения, что достига-
ется посредством применения аксиомы вида 
X ∘ (Y + Z) = X ∘ Y + X ∘ Z. В результате применения 
этой аксиомы любое рекурсивное уравнение приво-
дится к виду, где все αij попарно различны. 

Таким образом, процесс доказательства эквива-
лентности (либо не эквивалентности) двух систем 
рекурсивных уравнений на каждом шаге сводится 
к доказательству эквивалентности пар выражений, 
которым соответствует одинаковые префиксы в рас-
сматриваемых рекурсивных уравнениях. 

При этом процесс сравнения завершается, когда 
перестанут появляться новые пары выражений, либо 
на некотором шаге будет получено несовпадение 
множеств префиксов или выражений δ для некото-
рой пары выражений. 

Первый случай завершения процесса сравнения 
означает эквивалентность двух систем рекурсивных 
уравнений, а второй случай означает их несравни-
мость, а, следовательно, неэквивалентность двух си-
стем рекурсивных уравнений.

Пусть даны две системы рекурсивных урав-
нений вида (*), которые мы хотим исследовать на 
эквивалентность. В этих системах заданы рекур-
сивные уравнения для выражений P1, P2, …, Pn и 
P1′, P2′, ..., Pm′, соответственно. Обозначим через 
P множество выражений {P1, P2, ..., Pn}, через P′ – 
{P1′, P2′, ..., Pm′}, через 𝒫(P) и 𝒫(P′) – множества 
всех подмножеств P и P′, соответственно. 

Рассмотрим уравнения для P1 и P1′:
Возможны следующие ситуации:

а)	 δ(P1) = δ(P1′) и ∀j ∈ N $k ∈ N такое, что α1j ≡ α1k′ 
и наоборот, а также ∀k ∈  N $р ∈  N такое, что 
b1k ≡ b1p′ и наоборот. В этом случае продолжа-
ем процесс выписывания уравнений для всех пар 
(P1j, P1k), имеющих одинаковые префиксы типа 
α, а также для всех пар (P1k, P1p), имеющих оди-
наковые префиксы типа b.

б)	не выполнено хотя бы одно из условий пункта а). 
Это случай несравнения множества префиксов, 
либо несравнения свободных членов уравнений 
(δ(P1) ≠ δ(P1′)), откуда следует, что множества вы-
числительных последовательностей, задаваемых 
системами рекурсивных уравнений, несравнимы. 
Представленную выше процедуру выписывания 

уравнений продолжаем для получаемых пар до по-
лучения одного из результатов:

•	 построены две системы рекурсивных уравнений, 
эквивалентные с точностью до обозначений (на 
каждом шаге построения систем только ситуация 
а) имела место). В этом случае множества вычис-
лительных последовательностей, задаваемых си-
стемами рекурсивных уравнений, эквивалентны, 
а, следовательно, схемы программ, которым со-
поставлены эти выражения, эквивалентны;

•	 не выполнено условие а). В этом случае мно-
жества вычислительных последовательностей, 
задаваемых системами рекурсивных уравнений, 
не эквивалентны, а, следовательно, схемы про-
грамм, которым сопоставлены эти выражения, 
не эквивалентны;
Проанализируем эффективность предложенного 

метода доказательства эквивалентности схем про-
грамм. В частности, рассмотрим вначале пример 
доказательства с использованием широко исполь-
зуемого метода индукции фиксированной точки [4] 
справедливости следующего утверждения:

ℂ ⟦while В do C1 od; while В do C2 od ⟧ = ℂ ⟦while В  
do C1 od ⟧.

Решение. Введем следующие обозначения:  
𝔼 ⟦E⟧=ω; ℂ ⟦C1⟧ = γ1; ℂ ⟦C2⟧ = γ2.
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ℂ ⟦while E do C1 od;⟧ = fix(λγ.λσ.ωσ → γ∙γ1σ,σ) =  
= fix H1 = γ1′, 
где запись fix H1 обозначает взятие минимальной 
фиксированной точки оператора H1  =  λγ.λσ.ωσ  →  
→ γ∙γ1σ,σ.

ℂ ⟦while E do C2 od;⟧ = fix(λγ.λσ.ωσ → γ∙γ1σ,σ) =  
= fix H2 = γ2′, 
где H2 = λγ.λσ.ωσ → γ∙γ1σ,σ.

Левая часть (л.ч.) уравнения задается следую-
щим образом:

л.ч. = ℂ ⟦while E do C2 od;⟧ ∙ ℂ ⟦while E do C1 od;⟧ = 
= γ2′∙ γ1′.

Правая часть (п.ч.) уравнения, соответственно, 
имеет вид:

п.ч. = γ1′.
Таким образом, требуется доказать, что: γ2′∙ γ1′ = γ1′.
Доказательство проведем методом индукции 

фиксированной точки
Пусть q(x) ≡ γ2′ ∙ x = x.
1. q(⊥) ≡ γ2′ ∙ ⊥ = ⊥
2. Пусть q(x) ≡ γ2′ ∙ x = x – справедливо.
Покажем, что q(H1(x)) ≡ γ2′ ∙ H1(x) = H1(x) спра-

ведливо.
л.ч. = γ2′ ∙ H1(x) = γ2′ ∙ λσ.ωσ → x∙γ1σ,σ = (левая 

факторизация)
= λσ.ωσ → γ2′ ∙ x ∙ γ1σ, γ2′σ = (по предположению 

о справедливости q(x))
= λσ.ωσ → x ∙ γ1σ, γ2′σ = (по свойству фиксиро-

ванной точки)
= λσ.ωσ → x ∙ γ1σ, H2(γ2′)σ = 
= λσ.ωσ → x ∙ γ1σ, (λσ.ωσ → γ2′ ∙ γ2σ,σ)σ = 
= λσ.ωσ  →  x  ∙  γ1σ, (λσ.ωσ  → γ2′  ∙  γ2σ,σ) = (по 

свойству условного оператора)
= λσ.ωσ → x ∙ γ1σ, σ.
п.ч. = H1(x) = λσ.ωσ → x ∙ γ1σ, σ. 
Из п. 1 и п. 2 вытекает, что q(fix H1) = q(γ1′) – 

справедливо, а следовательно 
γ2′ ∙ γ1′ = γ1′, что и требовалось доказать.
В предложенной нами нотации это утверждение 

может быть записано следующим образом:
*[b → c1]; *[b → c2] = *[b → c1].
Используя предложенный выше алгоритм, дока-

жем справедливость утверждения
ℂ ⟦ *[b → c1]; *[b → c2] ⟧ = ℂ ⟦ *[b → c1] ⟧.
 Обозначим ℂ ⟦ *[b → c1]; *[b → c2] ⟧ через P1, a 

ℂ ⟦ *[b → c1] ⟧ через P2.
P1	 = (B ^ C1)+ ∘ (B ^ C2)+,
P2	 = (B ^ C1)+.
Представим теперь Р1 и Р2 системами рекурсив-

ных уравнений в соответствии с заданным выше ал-
горитмом сравнения схем программ. Пусть Р11 ≡ Р1 
и Р21 ≡ P2. Тогда имеем:

P11	 = t ∘ (B ̂  C2)+ + (B ̂  C1) ∘ (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  C2)+ =
= t + (B ̂  C2) ∘ (B ̂  C2)+ + (B ̂  C1) ∘ (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  C2)+ =
= t + B ̂ {C2 ∘ (B ̂  C2)+ + C1 ∘ (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  C2)+}= 
= t + B ^ P12.

P21	= t + (B ̂  C1) ∘ (B ̂  C1)+ = t + B ̂  {C1 ∘ (B ̂  C1)+}= 
= t + B ^ P22.

Нетрудно заметить, что множество P12 содержит 
вычислительные последовательности, начинающие-
ся с С2, тогда как множество Р22 не содержит вы-
числительных последовательностей, начинающихся 
с С2, откуда следует, что P12 ≠ P22. 

На первый взгляд данный результат противоре-
чит тому, что было получено выше. Однако суть про-
блемы заключается в том, что при получении этого 
результата мы предполагали отсутствие побочного 
эффекта при вычислении выражений (условий вы-
полнения защищенных команд). Из этого предполо-
жения непосредственно следовало, что повторное 
вычисление одного и того же выражения всегда дает 
один и тот же результат. В нашем же случае повтор-
ное вычисление одного и того же выражения может 
привести, в общем случае, к получению различных 
результатов. Проиллюстрируем этот факт следую-
щим примером. Пусть дана программа, допускаю-
щая побочный эффект, т.е. изменение значений пере-
менных при вычислении выражений,

х: = 1; *[х: = 2 × х = 4 → с1]; [х: = 2 × х = 4 → c2].
При первоначальном вычислении выражения 

х:  =  2  ×  х = 4 будет получено ложное значение, а 
следовательно, будет осуществлен выход из цик-
ла *[х: = 2 × х = 4 → c1] и переход к вычислению 
следующей команды. При этом значение перемен-
ной х перед выполнением будет равно 2. Повторное 
вычисление выражения х: = 2 × х = 4 даст истинное 
значение. Очевидно, что наличие побочного эффек-
та является, как правило, нежелательной ситуаци-
ей. Поэтому целесообразным является построение 
формализма, позволяющего осуществлять анализ 
программ, не допускающих побочного эффекта. Для 
этой цели нам понадобится переопределить ряд по-
нятий, введенных ранее, и добавить аксиомы, харак-
теризующие их свойства.

Расширим вначале множество тестов, добавив в 
него отрицание и сложные тесты.

b ::= . . . | ˥ b | b1 ∗ b 2 , где под многоточием пони-
мается ранее определенное множество тестов.

Новое множество тестов характеризуется следу-
ющим блоком аксиом:

(G1) b1 ∗ b2 = b2 ∗ b1,
(G2) b ∗ ˥b = F,
(G3) F ∗ b = F,
(G4) Ø ∗ b = Ø,
(G5) Т ∗ b = b,
(G6) b ∗ b = b,
(G7) b1 ∗ (b2∗ b3) = (b1∗ b2) ∗ b3,
(G8) b1 ^ (b2 ^ С) = (b1 ∗ b2) ^ С.
Расширение множества тестов ведет к необходи-

мости модифицировать ранее определенные поня-
тия префикса и суффикса.
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Определение 5. Частичные функции prefix: 
SP → PREF, и suffix: SP → SP определяются следую-
щей таблицей 2, являющейся расширением таблицы 1:

Таблица 2. Определение префиксов и суффиксов 
вычислительных последовательностей (sp) 

 SP  prefix (SP)  suffix (SP)

 a ∘ X  a  X

 t ∘ X  prefix (X)  suffix (X)

b1 ∘ X1, где X1 ≠ b2 ^ X2, 
и X1 ≠ t ∘ X, и X1 ≠ X2+  b1  X1 

 b1 ^ ( b2 ^ X)
prefix ((b1 * b2) ^ 

^ X)
Suffix ((b1 * b2) ^ 

^ X) 

 b ^ (t ∘ X)  prefix (b ^ X)  suffix (b ^ X)

Отметим, что в том случае, когда sp ≡ b1 ^ Х1 
и Х1≡ Х2+, необходимо предварительно воспользо-
ваться свойством минимальной фиксированной точ-
ки до появления одной из конструкций, для которой 
в вышеприведенной таблице определены префикс и 
суффикс.

Докажем теперь ранее приведенное утверждение
ℂ ⟦ *[b → c1]; *[b → c2] ⟧ = ℂ ⟦ *[b → c1] ⟧.
Покажем, что (B ^ C1)+ ∘ (B ^ C2)+ = (B ^ C1)+. 

Обозначая, как и ранее, левую часть этого утвержде-
ния через Р1, а правую через Р2, построим системы 
уравнений, используя новый формализм. 

Далее необходимо модифицировать значение 𝛎. 
С учетом нового определения тестов значение 𝛎 для 
выражения вида (B1 ^ C1 + B2 ^ C2 +. . .+ Bn ^ Cn)+ 
определяется как 𝛎 = b ̂ t, где b = ˥ B1 ∗ ˥ B2 ∗. . . ∗ ˥ Bn. 

Таким образом, системы уравнений принимают 
следующий вид:

P11 = P1= (B ̂  C1) ∘ (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  C2)+ + (˥B ̂  t ) ∘  
∘ (B ^ C2)+ =

= B ̂  C1 ∘ (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  C2)+ + (˥B ̂  t ) ∘ (B ̂  C2) ∘  
∘ (B ^ C2)+ + (˥B ^ t ) ∘ (˥B ^ t ) =

= B ^ P12 + ˥B ^ (B ^ C2) ∘ (B ^ C2)+ + ˥B ^ t =
= B ^ P12 + (˥B ∗ B) ^ C2 ∘ (B ^ C2)+ + ˥B ^ t =
= B ^ P12 + F ^ C2 ∘ (B ^ C2)+ + ˥B ^ P13 =
= B ^ P12 + Ø + ˥B ^ P13= B ^ P12 + ˥B ^ P13,
P12	= C1 ∘ P11, 
P13	= t,
P21	= P2 = (B ^ C1) ∘ (B ^ C1) + ˥B ^ t =
= B ^ C1 ∘ (B ^ C1)+ + ˥B ^ t =
= B ^ P22 + ˥B ^ P23, 
P22	= C1 ∘ P21, 
P23	= t.
Мы получили две системы рекурсивных урав-

нений:
P11 = B ^ P12 + ˥B ^ P13,
P12 = C1 ∘ P11, 
P13  = t

и
P21 = B ^ P22 + ˥B ^ P23, 
P22 = C1 ∘ P21, 
P23 = t.
Полученные системы уравнений совпадают с 

точностью до обозначения переменных, откуда вы-
текает эквивалентность выражений Р1 и Р2.

Рассмотрим еще один пример применения пред-
ложенного метода для доказательства еще одного 
утверждения. Пусть требуется доказать справедли-
вость следующего утверждения: 

ℂ ⟦while E do C1 od; while E do C2; while E do C2 
od od ⟧ =

ℂ ⟦if E then C1; while E do C1 od; while E do C2 
od else e fi⟧.

В нашем формализме приведенное утверждение 
примет вид:

*[b → c1];*[b → c2;*[b → c2]] = (b → [c1;*[b → c1]; 
*[b → c2]) □ b  → skip].

Пусть: B = E[b]ρ, B = E[b ]ρ, C1 = C[c1]ρ, C2 = C[c2]ρ.
P1 = C[л.ч.]ρ = P11 = (B ̂  C1)+ ∘ (B ̂  (C2 ∘ (B ̂  C2)+))+ =  

= ((B ̂  C1) ∘ (B ̂  C1)+ + B ̂  τ) ∘ (B ̂  (C2 ∘ (B ̂  C2)+))+ = 
= B ^ P12 + Ø +B ^ P13 = B ^ P12 +B ^ P13, 

P12 = C1 ∘ (B ^ C1)+ ∘ (B ^ (C2 ∘ (B ^ C2)+))+ = 
= C1 ∘ P11,

P13 = τ.
Таким образом, имеем: 
P11 = B ^ P12 +B ^ P13,
P12 = C1 ∘ P11,
P13 = τ.
P2 = C[п.ч.]ρ = P21 = B  ^  (C1  ∘  (B  ^  C1)+  ∘ 

∘ (B ^ C2)+) + B ^ τ = B ^ P22 + B ^ P23,
P22 = C1 ∘ (B ^ C1)+ ∘ (B ^ C2)+ = C1 ∘ P11,
P23 = τ.
Таким образом, имеем: 
P21 = B ^ P22 + B ^ P23,
P22 = C1 ∘ P21,
P23 = τ.
Полученные системы уравнений совпадают с 

точностью до обозначения переменных, откуда вы-
текает эквивалентность выражений Р1 и Р2. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье разработан алгебраический метод до-
казательства эквивалентности схем последователь-
ных программ. Для решения поставленной задачи 
предложена алгебраическая модель семантической 
области, представляющей собой множество всех 
вычислительных последовательностей программы. 
Приведена система аксиом, описывающая свойства 
операций над этой семантической областью, и до-
казана представимость аксиоматических значений 
программ (схем программ) в виде конечных си-
стем рекурсивных уравнений. Предложен алгоритм 
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доказательства эквивалентности полученных си-
стем уравнений. Приведены демонстрационные 
примеры доказательства эквивалентности (неэкви-
валентности) схем программ предложенным мето-
дом, иллюстрирующие его эффективность. Данный 

подход не уступает по своим возможностям из-
вестному методу индукции фиксированной точки 
де Баккера – Скотта, но, как видно из приведенных 
примеров, значительно упрощает процесс доказа-
тельства эквивалентностей схем программ.
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