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Резюме. Работа посвящена исследованию эволюции вращательного движения планеты в центральном нью-
тоновском поле сил. Планета моделируется телом, состоящим из твердого ядра и жестко прикрепленной к 
нему вязкоупругой оболочки. Рассматривается ограниченная постановка задачи, когда центр масс планеты 
движется по заданной кеплеровской эллиптической орбите. Уравнения движения выводятся в форме систе-
мы уравнений Рауса с использованием канонических переменных Андуайе, которые в невозмущенной зада-
че являются переменными «действие-угол» и имеют вид интегро-дифференциальных уравнений с частными 
производными. Используется методика, разработанная Вильке В.Г. для механических систем с бесконечным 
числом степеней свободы. Методом разделения движений получена система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, описывающая вращательное движение планеты с учетом возмущений, вызванных упругостью 
и диссипацией. Методом усреднения получена эволюционная система уравнений относительно переменных 
«действие» и медленных угловых переменных. Построен фазовый портрет, описывающий взаимное измене-
ние модуля вектора кинетического момента G вращательного движения и косинуса угла между этим векто-
ром и нормалью к плоскости орбиты центра масс планеты. Найдено стационарное решение эволюционной 
системы уравнений, которое является асимптотически устойчивым. Показано, что в стационарном движении 
вектор кинетического момента G ортогонален плоскости орбиты, а предельное значение модуля этого век-
тора зависит от эксцентриситета эллиптической орбиты. Построенная математическая модель может быть 
использована для изучения приливной эволюции вращательного движения планет и спутников. Полученные в 
работе результаты согласуются с результатами ранее проведенных исследований в этой области. 

Ключевые слова: вязкоупругое тело, кеплеровская эллиптическая орбита, переменные Андуайе, метод 
усреднения, диссипативная эволюция движения, метод усреднения
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Abstract. The work is devoted to the study of the evolution of the rotational motion of a planet in the central Newtonian 
field of forces. The planet is modeled by a body consisting of a solid core and a viscoelastic shell rigidly attached 
to it. A limited formulation of the problem is considered, when the center of mass of the planet moves along a given 
Keplerian elliptical orbit. The equations of motion are derived in the form of a system of Routh equations using the 
canonical Andoyer variables, which are “action-angle” variables in the unperturbed problem and have the form of 
integro-differential equations with partial derivatives. The technique developed by V.G. Vilke is used for mechanical 
systems with an infinite number of degrees of freedom. A system of ordinary differential equations is obtained by 
the method of separation of motions. The system describes the rotational motion of the planet taking into account 
the perturbations caused by elasticity and dissipation. An evolutionary system of equations for the “action” variables 
and slow angular variables is obtained by the averaging method. A phase portrait is constructed that describes the 
mutual change in the modulus of the angular momentum vector G of the rotational motion and the cosine of the angle 
between this vector and the normal to the orbital plane of the planet’s center of mass. A stationary solution of the 
evolutionary system of equations is found, which is asymptotically stable. It is shown that in stationary motion, the 
angular momentum vector G is orthogonal to the orbital plane, and the limiting value of the modulus of this vector 
depends on the eccentricity of the elliptical orbit. The constructed mathematical model can be used to study the tidal 
evolution of the rotational motion of planets and satellites. The results obtained in this work are consistent with the 
results of previous studies in this area.

Keywords: viscoelastic body, Keplerian elliptic orbit, Andoyer variables, averaging method, dissipative evolution of 
motion

ВВЕДЕНИЕ

Движение абсолютно твердого сферически сим-
метричного тела относительно центра масс, движу-
щегося по кеплеровской орбите, представляет собой 
равномерное вращение вокруг оси, неизменно ори-
ентированной в инерциальной системе координат. 
Так как ни одно из тел, составляющих Солнечную 
систему, не является абсолютно твердым, то цен-
тральное тело, вокруг которого движется планета, 
создает «горбы» в вязкоупругом теле планеты. Эти 

«горбы» стремятся расположиться по линии «плане-
та – центральное тело». Из-за наличия внутреннего 
вязкого трения приливные «горбы» запаздывают и 
смещаются на некоторый угол относительно ука-
занной линии. Это приводит к возникновению гра-
витационного момента сил. Кроме того, происходит 
сжатие планеты вдоль оси вращения. Все это влияет 
на изменение скорости вращения планеты. 

В классической приливной теории, как правило, 
используются модели абсолютно твердого тела и ма-
териальной точки для описания динамики системы. 
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А сама теория основывается на различных предпо-
ложениях относительно величины приливных «гор-
бов» и угла запаздывания [1]. 

Для изучения приливной эволюции вращатель-
ного движения небесных тел Белецкий В.В. предло-
жил феноменологическую модельную формулу для 
момента приливных сил [2, 3], используя для плане-
ты модель твердого тела. Позже эта формула была 
обоснована в построенной В.Г. Вильке теории вязко-
упругого шара в гравитационном поле [4].

В работе [5] методом разделения движений и 
усреднения [4] была получена эволюционная систе-
ма уравнений вращательного движения вязкоупру-
гого шара в центральном ньютоновском поле сил на 
круговой орбите. 

В работе [6] была получена эволюционная си-
стема уравнений поступательно-вращательного 
движения вязкоупругого шара в пространственном 
случае в переменных Андуайе  – Делоне. Для пла-
нет Солнечной системы скорость эволюции угловой 
скорости собственного вращения планеты в 107−109 

раз превышает скорость эволюции среднего дви-
жения по орбите, так как их отношение равно от-
ношению квадратов радиуса орбиты и планеты [4]. 
Рассматриваемая в данной работе ограниченная по-
становка задачи позволяет более детально изучить 
диссипативную эволюцию вращательного движения 
планеты. 

В 80−90 годы XX века изучению вращательного 
движения твердого тела с упругими и диссипатив-
ными элементами было посвящено большое количе-
ство работ [7−9]. В последнее время используются 
различные модели вязкоупругих тел при изучении 
приливной эволюции небесных тел [10, 11].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 
УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим задачу о движении планеты отно-
сительно центра масс в центральном ньютоновском 
гравитационном поле. Планету будем моделировать 
телом, состоящим из твердого ядра и жестко прикре-
пленной к нему вязкоупругой оболочки. При отсут-
ствии деформаций, т.е. в естественном недеформи-
рованном состоянии, планета занимает область V в 
трехмерном евклидовом пространстве:

V V V V E r

V E r r

= ∪ = ∈ ≤{ }
= ∈ < ≤{ }

0 1 0
3

0

1
3

0 1

, : ,

: ,

r r

r r

где r r0 1,  – внутренний и внешний радиусы оболоч-
ки. Пусть ρ ρ0 1,   – плотности ядра и вязкоупругой 
оболочки соответственно, которые будем считать по-
стоянными, а m m0 1,  – их массы.

Будем считать, что центр масс планеты движется 
по заданной эллиптической орбите. Введем инерци-
альную систему координат OXYZ  с началом в при-
тягивающем центре, совпадающим с одним из фоку-
сов эллипса. Ось OX  направим по радиус-вектору 
перигея, ось OZ  – перпендикулярно плоскости ор-
биты, а ось OY  направим так, чтобы орты осей не-
подвижной системы координат образовывали пра-
вую тройку векторов. Для описания вращательного 
движения планеты введем подвижную систему коор-
динат Cx x x1 2 3  и систему осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3  с на-
чалом в центре масс C  планеты.

Положение точки M  планеты в инерциальной 
системе координат OXYZ  определяется векторным 
полем 
	 R r R r u rM t t t t( , ) ( ) ( ) ( , ) ,= + +( )Γ � (1.1)

R R r u u( ) ( , ) , , rot ,t
m

t dx dx dxM
V V V

= = =∫ ∫ ∫
1 0 0

1 1

ρ �(1.2)

где R( )t   – радиус-вектор центра масс планеты; 
Γ Γ= ( )t  – оператор перехода от подвижной системы 
координат Cx x x1 2 3  к системе осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3;  
u r( , )t   – вектор упругого смещения, тождественно 
равный нулю для точек твердого ядра V0; 
m m m i= + =0 1 , ρ ρ  для r ∈ =V ii , ( , ).0 1  Условия 
(1.2) однозначно определяют радиус-вектор центра 
масс C  деформированной планеты, а также подвиж-
ную систему координат Cx x x1 2 3,  относительно кото-
рой вязкоупругая планета в интегральном смысле не 
вращается [4]. В системе координат Cx x x1 2 3

u r r r r r( , ) ( ( , ) , ( , ) , ( , )) , ( , , ).t u t u t u t x x x= =1 2 3 1 2 3

Задачу будем решать в рамках линейной моде-
ли теории упругости. Функционал потенциальной 
энергии упругих деформаций имеет вид:

	 E E E= = −( )∫ [ ] , [ ] ,u u
V
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где E  – модуль упругости Юнга; ν  – коэффициент 
Пуассона вязкоупругой оболочки планеты.
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Для описания диссипативных свойств оболочки 
планеты примем модель Кельвина – Фойгта, т.е. по-
ложим, что диссипативный функционал D  связан с 
функционалом (1.3) соотношениями: 

D D D E= [ ] [ ] = [ ]∫   u u udx
V1

, ,χ

здесь χ > 0  – коэффициент внутреннего вязкого тре-
ния.

Согласно рассматриваемой ограниченной поста-
новке задачи, центр масс планеты движется по ке-
плеровской эллиптической орбите, т.е. радиус-век-
тор R( )t  точки C  является заданной функцией 
времени согласно соотношениям:

	 R = R(cos ;sin ; ) ,ϑ ϑ 0 � (1.4)

	

R a e
e l

l e
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, (
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1

1
1

2 2

2 3 2

3

ϑ
ϑ ϑ ϑ

γ

 
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Здесь ϑ  – истинная аномалия; a  – большая по-
луось орбиты; e  – эксцентриситет; n  – среднее дви-
жение центра масс C  планеты по орбите; l  – сред-
няя аномалия; γ   – гравитационная постоянная 
( ,γ = fM f0 − универсальная гравитационная по-
стоянная; M0   – масса притягивающего центра); 
t t0 ,  – начальный и текущий моменты времени. 

Кинетическая энергия шара представляется 
функционалом

T dx dxM
VV

= = + × + + 
−∫∫

1
2

1
2

2 1 2� � �R R ω r u uρ ρΓ ( ) , (1.6)

где ω ω× ⋅ = ⋅−( ) ( ),Γ Γ1 �  – угловая скорость вращения 
шара (системы координат Cx x x1 2 3).  С учетом усло-
вий (1.2) функционал кинетической энергии вязкоу-
пругого шара примет вид:

	

T m dx

dx dx

V

V

= + × +[ ] +

+ × +( ) +

∫

∫

1
2

1
2

1
2

2 2

1
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1
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ρ ρ
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∫
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Потенциальная энергия гравитационного поля 
равна

	 Π
Γ

= −
+ +( )

∫γ ρdx

V R r u( )
.

2
� (1.8)

Так как R r u>> + ,  то подынтегральное выра-
жение в (1.8) можно разложить в ряд по степеням 

r u+ /R.  Ограничиваясь членами второго порядка 
по степеням r u+ /R  и линейными по u /R,  полу-
чим

	 Π = − + −[ ]∫
γ γ ξ ξ ρm
R R

dx
V

3 13
1

( , ) ( , )( , ) ,r u r u  

	 ξ = −Γ 1R / .R � (1.9)

Конфигурационным пространством механиче-
ской системы является прямое произведение 
SO( )3 ×B,  где

B = ∈( ) = = =











∫ ∫ =u u u u u r: ( ) , , rot , ,W V dx dx
V V

r2
1

1
3

1 1
0

0 0 0

W V2
1

1
3

( )( )   – пространство Соболева [4]; SO( )3   – 
группа вращений трехмерного евклидового про-
странства. Обобщенными координатами q q q1 2 3, , ,  
определяющими группу вращений SO( ),3  могут 
быть, например, углы Эйлера.

Компоненты вектора угловой скорости ω явля-
ются линейными однородными функциями относи-
тельно обобщенных скоростей q ii ( , , ).= 1 2 3  
Выделяя в правой части (1.7) слагаемые, содержа-
щие обобщенные скорости q ii ( , , )= 1 2 3  во второй, 
первой и нулевой степени соответственно, предста-
вим функционал кинетической энергии в виде:

	 T T T T= + +2 1 0 , � (1.10)

T dx T dx
VV

2
2

1 1
1
2

1

= × +[ ] = × +( )∫∫ ω r u ω r u u( ) , ( ), ,ρ ρ�

	 T m dx
V

0
2 2

1
1
2

1
2

1

= + ∫

R u ρ . � (1.11)

Уравнения движения планеты получим в форме 
уравнений Рауса, используя канонические перемен-
ные Андуайе ( , ) ( , , , , , )I φ = I I I1 2 3 1 2 3ϕ ϕ ϕ  [4, 12] для 
описания вращательного движения системы коорди-
нат Cx x x1 2 3  относительно осей Кенига и лагранже-
вы координаты u t ii ( , ), ( , , )r = 1 2 3  для описания де-
формаций вязкоупругой оболочки планеты. 

Вектор момента количеств движения планеты 
относительно центра масс равен

	 G u Gu= ∇ = +ωT J[ ] ω ,� (1.12)

	

J dx

dx
V

V

[ ] ( ) ( ) ,

.

u r u r u

G r u uu

ω ω ρ

ρ

= + × × +[ ]

= +( ) × 

∫
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1

1 � (1.13)
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С учетом (1.13) слагаемое T2  в правой части ра-
венства (1.10) представляется через тензор инерции 
J[ ]u  деформированной планеты в виде:

	 T J2
1
2

= ( )[ ] , .u ω ω � (1.14)

Построим вектор кинетического момента G  в 
точке C  и перпендикулярно вектору G  плоскость 
CMN ,  которая пересекает плоскость Cξ ξ1 2  по пря-
мой CM ,  а плоскость Cx x1 2   – по прямой CN.  
Переменная I2  – это модуль вектора G;  I I1 3,  – его 
проекции на оси Cx3  и Cξ3  соответственно. Переход 
от системы осей Кенига Cξ ξ ξ1 2 3  к подвижной си-
стеме координат Cx x x1 2 3  в случае переменных 
Андуайе осуществляется посредством пяти после-
довательных поворотов на углы ϕ δ ϕ δ ϕ3 1 2 2 1, , , ,  во-
круг осей Cξ3,  CM ,  вектора G  и осей CN ,  Cx3  
соответственно (рис. 1). 

Оператор перехода Γ  в переменных Андуайе 
представляется в виде произведения пяти ортого-
нальных матриц [12]:

Γ Γ Γ Γ Γ Γ=
= =

3 3 1 1 3 2 3 2 3 1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
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Рис. 1. Переменные Андуайе

В системе координат Cx x x1 2 3  

	 G = − −( )I I I I I2
2

1
2

1 2
2

1
2

1 1sin , cos , ,ϕ ϕ �(1.15)

	

ξ ϕ δ ϕ

δ ϕ ϑ ϑ

= = − − − ×

× − −

−Γ Γ Γ Γ

Γ Γ

1
3 1 1 2 3 2

1 1 3 3 0

R R ( ) ( ) ( )

( ) ( )(cos ,sin , )ΤΤ . �(1.16) 

Из (1.12) следует, что

	 ω = −−J 1[ ]( ).u G Gu �  (1.17)

Тогда из (1.14) и (1.17) для функционала T2  по-
лучим следующее представление:

	 T J2
11

2
= − −( )−G G u G Gu u, [ ]( ) . � (1.18)

Функционал Рауса R,  зависящий от канониче-
ских переменных I, φ и лагранжевых переменных 
u u, ,  определяется равенством

	 R E= − + +T T2 0 Π [ ],u � (1.19)

где T2  представляется равенством (1.18), а в выра-
жении (1.9) для функционала потенциальной энер-
гии гравитационного поля Π  вектор ξ  представля-
ется равенством (1.16).

С учетом (1.11), (1.18) функционал Рауса (1.19) 
можно представить в виде:

	

R = − ×












− ×

× − + +

∫
I
A A

dx
A

J m

V

2
2

1 2

1
2

2
1 1

2

1
2

1

G r u

u G G R

,

( [ ] , )





ρ

Π EE [ ] ,u + ∗R
� (1.20)

где A  – момент инерции недеформированной плане-
ты относительно диаметра; R∗  содержит члены вто-
рого и более высокого порядка относительно коор-
динат векторов u  и u,  

J dx

A r r r

V
1 1

0 0
5

1 1
5

0
5

1

8
15

[ ] [ ] [ ] ,u r u u rω ω ω ρ

π ρ ρ

= × × + × ×( )

= + −( )




∫

 .

Уравнения вращательного движения планеты на 
эллиптической орбите записываются в форме канони-
ческих уравнений для переменных Андуайе и в форме 
вариационного принципа Даламбера – Лагранжа [4]:

	 Ik = − ∂
∂

R
ϕk

,  ϕk I
k= ∂

∂
=R

k
, , , ,1 2 3 � (1.21)

	

− ∇ + ∇ + ∇ +





+

+ ( ) = ∀ ∈∫

d
dt

dx W

V
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� �u u u λ u

u u

R R D 1

2 2

1

1

0

,

, rot , (

δ

λ δ δ 11 3( )) .V � (1.22)
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Здесь λ1, λ2 – неопределенные множители Ла
гранжа, порожденные условиями (1.2).

2. ДЕФОРМАЦИИ ВЯЗКОУПРУГОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПЛАНЕТЫ

Будем считать, что жесткость деформируемой 
оболочки планеты велика, т.е. мал безразмерный па-
раметр ε ω ρ= −2

1 1
2 10( ) r E  ( ( )ω 0  – модуль начальной 

угловой скорости планеты). Выбирая определенным 
образом масштабы размерных единиц, можно вве-
сти малый параметр ε = −E 1.  В качестве невозму-
щенной задачи рассмотрим задачу о движении абсо-
лютно твердой сферически симметричной планеты 
на эллиптической орбите. В этом случае u r( , ) ,t = 0  а 
параметр ε  полагаем равным нулю. Уравнения не-
возмущенного движения имеют вид:

       I k I Ak = = = = =0 1 2 3 0 01 2 2 3, , , , , , .ϕ ϕ ϕ � (2.1)

Уравнения (2.1) описывают равномерное враще-
ние планеты вокруг одного из диаметров с угловой 
скоростью ϕ2 2= I A.  При ε ≠ 0  согласно методу 
разделения движений [4], после затухания собствен-
ных колебаний вязкоупругого шара решение u r( , )t  
ищется в виде ряда по степеням малого параметра ε :

	 u r u r u r( , ) ( , ) ( , )t t t= + + ⋅⋅ ⋅ε ε1
2

2 � (2.2)

При этом множители Лагранжа λ1 и λ2 также не-
обходимо искать в виде разложений по степеням ε:

λ1(t) = λ10(t) + ελ11(t) + ...,

	 λ2(t) = λ20(t) + ελ21(t) + ...� (2.3)

С учетом (1.20), (1.9) уравнение (1.22) для функ-
ции u r1( , )t  первого приближения примет вид:

− × + ∇ −



 +

+ +

∫
ρ γρ

γρ
ξ ξ

1
2 1

1
3

1
3

1
2

3
1

A
d
dt A

J
R

R

V
( ) ( [ ] , )

( , )

G r u G G
r

r λ

u

110

20 1 1
1

1
0




 +

+ × − ∇ + =
∂
∫

δ

δ σ ε χ δ

u

λ n u u u uu

dx

d
V

V( ) ( [ ], ) .E � �(2.4)

При получении последнего равенства была ис-
пользована формула Остроградского – Гаусса в виде:

λ u u λ n20 20
1 1

rot ( ) ,δ δ σ
V V

dx d∫ ∫= ×
∂

где ∂V1  – граница области V1,  а n  – нормаль к ∂V1.  

Переменные (I, φ) в уравнении (2.4) в соответ-
ствии с методом разделения движений являются ре-
шениями невозмущенной задачи (2.1). Поэтому в 

(2.4) 
d
dt
G r×( ) = 0.  Далее

	 ( [ ] , ) ( , ) .∇ = −u u G G r r G GJ I1 1 2
2

12 2ρ ρ � (2.5)

Полагая в (2.4) последовательно δu = δα × r, δu = a,  
(δα, a ∈ E3) и учитывая, что работа упругих и дисси-
пативных сил на бесконечно малых поворотах равна 
нулю, получим λ10 = 0, λ20 = 0.

Для последнего слагаемого в левой части урав-
нения (2.4) справедливо равенство [4]:

∇( ) = ∇ +∫ ∑∫
=∂

u u u u uE E[ ], [ ] ,δ δ σ δ
V

V
ni i

iV
dx u dx

1
1 1 1

3

∇ = −
+ −

+



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E[ ]
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graddiv ,u u uE
2 1

1
1 2ν ν

∆

σ
νγ

ν ν νni
i

i
i

E E
x

u

i

u u u n[ ] =
+( ) −( ) +

+( )
∂
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+







=

1 1 2 2 1

1

div grad , ,

,, , , , , .2 3 1 2 3n = ( )γ γ γ

Таким образом, краевая задача для нахождения 
функции u r1( , )t  первого приближения примет вид:

ε χ

ρ
ρ ρ γ ρ γ

ξ ξ

∇ + =

= − − +

E[ ]

( , ) ( , ) ,

u u

r r G G r r

1 1

1
2
2

2
1
2

1
3

1
3

3



I
A A R R

� (2.6)

u ur r1 10 1
0 0 1 2 3

= =
=   = =r ni r

i, , ( , , ).σ � (2.7)

Краевые условия (2.7) означают равенство нулю 
перемещений на внутренней границе вязкоупругой 
оболочки планеты и равенство нулю напряжений на 
ее внешней границе. Решение краевой задачи (2.6) – 
(2.7) имеет вид [13, 14]:

	 u u u u1 10 11 12= + + , � (2.8)
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В равенстве (2.9) дифференцирование по време-

ни производится в силу невозмущенной системы 
уравнений движения (2.1), а величины G, ξ  опреде-
ляются формулами (1.15), (1.16).

3. ВОЗМУЩЕННАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ

Найденное решение u u u u u= = + +ε ε1 10 11 12( )  
описывает вынужденные колебания вязкоупругого 
шара. Согласно асимптотическому методу разделе-
ния движений необходимо далее подставить это ре-
шение в правые части уравнений (1.21) для «медлен-
ных» переменных, предварительно линеаризуя их по 
u u, .  В результате указанной подстановки и вычис-

ления тройных интегралов по сферическому слою 
V1  получим возмущенную систему уравнений вра-
щательного движения спутника:
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Здесь D k b b b k k b b= + + + +1
3

5 1
5

51 1 5 2 3 4 3 6( ) ( ),  

k r r1 1
7

0
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35
= −π ( ),  k r r3 1

5
0
54

15
= −π ( ),  k r r4 1

2
0
22

3
= −π ( ).

Переменная ϕ2  является быстрой угловой пере-
менной, ϕ2 2≈ I A.  Дифференцирование по време-
ни в правых частях системы уравнений (3.2) прово-
дится в силу невозмущенной системы (2.1) и 
соотношений (1.5), т.е.
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Здесь вектор ξ  определяется равенством (1.16) и 
представляется в виде:
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4. ЭВОЛЮЦИОННАЯ СИСТЕМА 
УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ

На следующем шаге усредним правые части воз-
мущенной системы (3.1) по быстрым угловым пере-
менным – переменной Андуайе ϕ2  и средней ано-
малии l  при условии отсутствия резонансов. 
Процедура усреднения заключается в вычислении 
интеграла:
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В результате получим эволюционную систему 
уравнений, описывающую динамику вращательного 
движения вязкоупругой планеты с ядром, в виде:
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Из первого уравнения системы (4.1) следует, что 
сохраняется угол между вектором кинетического мо-
мента G  и осью Cx3 :  
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2
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= =
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I

Метод разделения движений основан на физиче-
ском допущении, которое заключается в следующем: 
время затухания свободных собственных колебаний 
упругой среды на наинизшей частоте больше перио-
да этих колебаний, но много меньше характерного 
времени движения тела как целого [7, 8]. Поэтому 
произведение χ χn n( )<< 1  мало. Следовательно, в 
системе уравнений (4.1) угловую переменную ϕ3  
можно рассматривать как быструю и провести про-
цедуру усреднения по ϕ3.  В результате этого дей-
ствия система (4.1) примет вид:
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От переменных I I2 3,  перейдем к безразмерным 
переменным y I I I An= = =cos , .δ ω1 3 2 0 2  Тогда 
из второго и третьего уравнения системы (4.2) полу-
чим замкнутую автономную систему дифференци-
альных уравнений:
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(4.3)

где ∆ = −9 1
2 1 4χρ A Dn .

Система (4.3) имеет асимптотически устойчивое 
стационарное решение: 

	 y
F e

F e e
= =

⋅ −
∗1

10
2

1
2 3 2,

( )
( ) ( )

.ω � (4.4)

В стационарном движении вектор кинетическо-
го момента G  ортогонален плоскости орбиты, а пре-
дельное значение угловой скорости собственного 
вращения зависит от эксцентриситета эллиптиче-
ской орбиты. Стационарное решение (4.4) было по-
лучено ранее в работах Белецкого В.В. [2, 3], где 
планета моделировалась твердым телом, а для при-
ливного момента сил использовалась феноменоло-
гическая формула. 

На рис. 2 изображен фазовый портрет системы 
(4.3), построенный в среде Octave при e = 0 05. .  
Пунктирами изображены кривые, в точках которых 
интегральные кривые имеют горизонтальные и вер-
тикальные касательные. Все интегральные кривые 
стягиваются в одну точку ( , ).1 0ω∗  Можно выделить 
три типа движения: 1) монотонное уменьшение без-
размерной угловой скорости до стационарного зна-
чения и угла δ1  – до нуля (когда интегральные кри-
вые не пересекают пунктирные линии); в точках 
прямой cosδ1 0=  происходит переход из обратного 
вращения в прямое; 2) монотонное уменьшение угла 
δ1  до нуля, уменьшение безразмерной угловой ско-
рости до некоторого минимального значения с по-
следующим увеличением до стационарного (когда 
интегральные кривые пересекают нижнюю пун-
ктирную линию); 3) монотонное уменьшение без-
размерной угловой скорости до стационарного зна-
чения, монотонное увеличение угла δ1  до некоторого 
максимального значения с последующим уменьше-
нием до нуля (когда интегральные кривые пересека-
ют верхнюю пунктирную линию). 

Ранее в работе [15] методом разделения дви-
жений и усреднения исследовалось вращательное 

движение спутника с гибкими вязкоупругими стерж-
нями на эллиптической орбите.
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Рис. 2. Фазовый портрет эволюционной системы 
уравнений движения

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено исследование вращательного 
движения планеты, моделируемой телом, состоящим 
из твердого ядра и жестко прикрепленной к нему вяз-
коупругой оболочки. В рамках линейной теории 
упругости получена система уравнений движения в 
виде интегро-дифференциальной системы уравне-
ний с частными производными в форме уравнений 
Рауса с использованием канонических переменных 
Андуайе. Асимптотическим методом разделения 
движений получена система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 6-го порядка, описывающая 
динамику вращательного движения планеты. С по-
мощью метода усреднения получена эволюционная 
система уравнений движения планеты в нерезонанс-
ном случае. Показано, что движение планеты стре-
мится к стационарному, когда вектор кинетического 
момента G  ортогонален плоскости орбиты, а его мо-
дуль имеет постоянное значение, зависящее от экс-
центриситета эллиптической орбиты. При нулевом 
значении эксцентриситета в стационарном движении 
угловая скорость собственного вращения планеты 
совпадает с орбитальной угловой скоростью, а ось 
вращения планеты ортогональна плоскости орбиты.

Полученные в работе результаты могут приме-
няться для исследования приливных эффектов вра-
щательного движения планет и их спутников.
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