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Резюме. Актуальной является задача оценки параметров распределения Парето, в первую очередь, 
показателя этого распределения, по заданной выборке. В настоящей статье устанавливается, что для 
этой оценки достаточно знать значение произведения элементов выборки. Доказано, что это произве-
дение является достаточной статистикой для показателя распределения Парето. На основании метода 
максимального правдоподобия вычислена оценка показателя степени распределения. Доказано, что 
эта оценка  – смещенная, и обоснована формула, устраняющая смещение. Для произведения элемен-
тов выборки, рассматриваемого как случайная величина, найдены функция распределения, плотность 
вероятности, вычислены математическое ожидание, старшие моменты и дифференциальная энтропия. 
Построены соответствующие графики. Кроме того, отмечается, что достаточной статистикой является 
любая функция от этого произведения, в частности, среднее геометрическое. Для среднего геометри-
ческого, также рассматриваемого как случайная величина, найдены функция распределения, плотность 
вероятностей, также вычислены математическое ожидание, старшие моменты и дифференциальная эн-
тропия и построены соответствующие графики. Кроме того, обосновано то, что среднее геометрическое 
выборки является более удобной достаточной статистикой с практической точки зрения, чем произве-
дение элементов выборки. Также, на основании теоремы Рао – Блекуэлла – Колмогорова построены эф-
фективные оценки параметра распределения Парето. В заключение в качестве примера развитая здесь 
техника применена к показательному распределению. Для него показано, что в качестве достаточной 
статистики для оценки неизвестного параметра этого распределения могут быть использованы как сум-
ма, так и среднее арифметическое выборки.

Ключевые слова: распределение Парето, достаточная статистика, эффективная оценка, функция распре-
деления, моменты
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Abstract. The task of estimating the parameters of the Pareto distribution, first of all, of an indicator of this distribution 
for a given sample, is relevant. This article establishes that for this estimate, it is sufficient to know the product of 
the sample elements. It is proved that this product is a sufficient statistic for the Pareto distribution parameter. On 
the basis of the maximum likelihood method the distribution degree indicator is estimated. It is proved that this 
estimate is biased, and a formula eliminating the bias is justified. For the product of the sample elements considered 
as a random variable the distribution function and probability density are found; mathematical expectation, higher 
moments, and differential entropy are calculated. The corresponding graphs are built. In addition, it is noted that 
any function of this product is a sufficient statistic, in particular, the geometric mean. For the geometric mean also 
considered as a random variable, the distribution function, probability density, and the mathematical expectation 
are found; the higher moments, and the differential entropy are also calculated, and the corresponding graphs are 
plotted. In addition, it is proved that the geometric mean of the sample is a more convenient sufficient statistic from a 
practical point of view than the product of the sample elements. Also, on the basis of the Rao–Blackwell–Kolmogorov 
theorem, effective estimates of the Pareto distribution parameter are constructed. In conclusion, as an example, the 
technique developed here is applied to the exponential distribution. In this case, both the sum and the arithmetic 
mean of the sample can be used as sufficient statistics.

Keywords: Pareto distribution, sufficient statistics, effective estimation, distribution function, moments

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа является продолжением исследо-
ваний по оценке параметра распределения Парето, 
проведенных авторами в работах [1−3]. Рассмотрим 
классическое распределение Парето с функцией рас-
пределения

F x
x

x( ) = − 





≥1 θ θ
α

,

и плотностью вероятности

ρ αθ θ
α

αx
x

x( ) = ≥+1 , .

Математическое ожидание и дисперсия случай-
ной величины, распределенной с такой плотностью 
вероятности, зависят от параметров распределения 
следующим образом:
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Исследования, связанные с изучением свойств 
распределения Парето и его обобщений, вызыва-
ют пристальный интерес во всем мире [4−8]. Это 
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связано, в частности, с применимостью этого рас-
пределения к анализу интенсивностей природных 
и техногенных катастроф [9−11]. В большинстве 
случаев практического применения ставится задача 
оценить для некоторого распределения значение его 
параметров по случайной выборке величины, рас-
пределенной с заданной плотностью вероятности. 
Пусть {x1, ..., xn}  – выборка, подчиняющаяся рас-
пределению Парето с параметрами α, θ и объемом 
выборки n. Как отмечалось в [1], для практических 
нужд обычно можно считать известным параметр θ 
и оценивать только параметр α.

Совместная плотность вероятности для распре-
деления выборки имеет вид:

G x x x x
x x

n n
n n

n
1 1

1
1, , | .…( ) = ( ) ⋅…⋅ ( ) = ⋅

⋅…⋅( ) +α ρ ρ α θα

α

Как известно [1], несмещенная оценка α̂  для 
степенного параметра α распределения Парето опре-
деляется выражением:

ˆ
ln ln ln ln

,α
θ θ

= −
⋅…⋅( ) −

= −
−

n
x x n

n
X nn

1 1

1

M D
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и является функцией от X = x1 ·  ... · xn. Таким об-
разом, для оценки параметра α̂  достаточно знать 
не независимые значения xi, i  =  1,  ...,  n, а только 
их произведение. Совместная плотность вероятно-
сти также зависит от произведения элементов вы
борки:

G x x G x xn n1 1, , .…( ) = ⋅…⋅( )α α

Функцию G x xn( , , )1 … α  принято называть 
функционалом правдоподобия. Обычно при этом 
оговаривается, что она рассматривается как функ-
ция от неизвестных параметров α, θ при заданной 
выборке.

В силу известной теоремы о факторизации [12] 
статистика X = x1 · ... · xn является достаточной ста-
тистикой для определения неизвестного параметра 
α. Действительно, функционал правдоподобия 
G x xn( , , )1 … α  представим в виде

G x x g X h xn1, , ,…( ) = ( ) ⋅ ( )α

где
g x x Xn

n n n
1

1, ,…( ) = ⋅ ⋅ − +( )α α θα

и h = 1 не зависит от α.

ДОСТАТОЧНАЯ СТАТИСТИКА 
ДЛЯ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРА ПАРЕТО

Введем в рассмотрение статистику Y

Y
x xn

n=
⋅…⋅1
θ

.

Эта статистика, так же, как и сама оценка ˆ ,α  
является достаточной статистикой для оценки пара-
метра распределения Парето, то есть содержит всю 
необходимую информацию для оценки значения α, 
имеющуюся в выборке {x1, ..., xn}. Это позволяет 
построить оптимальную оценку, то есть оценку не-
известного параметра α, имеющую минимальную 
дисперсию. Именно, теорема Рао  – Блекуэлла  – 
Колмогорова [12, 13] утверждает следующее. 
Пусть T  – несмещенная оценка параметра распре-
деления. Тогда условное математическое ожидание 
T1 = M(T│Y = y) для достаточной статистики Y также 
является несмещенной оценкой степенного параме-
тра распределения Парето. При этом для дисперсий 
этих оценок справедливо неравенство

D T D Tα α1 ≤ .

Такая связь оцениваемого параметра и достаточ-
ной статистики позволяет предложить другой спо-
соб для вычисления оцениваемого параметра α.

Рассмотрим случайную величину Y, равную, как 
было сказано ранее, произведению всех элементов 
выборки {x1, ..., xn}, нормированных на пороговое 
значение распределения. Для нее можно найти функ-
цию распределения. Она равна
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где интегрирование ведется по объему Δn(y):
{ ; ( ) / }x x x yi n

n> ⋅…⋅ <θ θ1  в n-мерном простран-
стве. Для устранения большого количества параме-
тров сделаем замену переменных xi i= ⋅θ ξ αexp( / ),  
i = 1, 2, ..., n, после которой интеграл примет вид:

F y e d dn n
n

n( ) = …
( )

− +…+( )∫
∆ ξ

ξ ξ ξ ξ1
1 .

Область интегрирования Δn(ξ) будет следу-
ющей: { , }.ξ ξ ξi n b> + …+ <0 1  Единственный 
параметр в интеграле b  =  α  ·  lny содержит ком-
бинацию исходных параметров задачи. Похожий ин-
теграл встречался уже в работе [1]. Вычисление его 



91

Российский технологический журнал. 2021;9(3):88–97

И.С. Пулькин,  
А.В. Татаринцев

Достаточная статистика  
для параметра распределения Парето

связано со свойствами соответствующей рекурсии. 
Действительно, расставив пределы интегрирования 
по симплексу Δn(ξ), получим:

F y I b

e d e d e d

n n
b b b

n

n
n

( ) ≡ ( ) =

= …∫ ∫ ∫−
−

−
− −…−

−
−

0
1

0
2

0

1
1

2
1 1

ξ
ξ

ξ
ξ ξ

ξξ ξ ξ .

Для интеграла In(b) имеем рекурсивное равен-
ство:
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где второе представление получено после замены 
переменной интегрирования χ ξ= −b .  Вычисляя 
первые значения последовательности интегралов:

I e I b e
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приходим к гипотезе, которую доказываем по ин-
дукции:

F x e b
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Очевидно, что сумма в этом выражении является 
частичной суммой ряда для показательной функции. 
Плотность вероятности случайной величины Y мо-
жет быть получена дифференцированием функции 
распределения по аргументу y:

ρ ρ α
αn n

n n
y dF

db
db
dy

y
n

y
y

( ) = ⋅ ⇒ ( ) = ( ) ⋅
( ) −

+Γ
ln 1

1

для y ≥ 1  и ρn y( ) = 0  для y < 1.
В соответствии с теоремой Рао  – Блекуэлла  – 

Колмогорова, несмещенная оценка для параметра 
распределения Парето получается как условное ма-
тематическое ожидание по полученному распреде-
лению от величины

X n
Y

M X Y y n
y

y dyn= − ⇒ =( ) = − ⋅ ( )
+∞

∫
1 1

1ln ln
.ρ

Нетрудно вычислить, что M X Y y( )= = α  и 
D X Y y n( ) / ( ).= = −α2 2  Таким образом, оценка 
параметра и ее дисперсия для достаточной статисти-
ки в точности повторяют соответствующий резуль-
тат для оценки максимального правдоподобия, полу-
ченной в работах [1, 2].

СВОЙСТВА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ДОСТАТОЧНОЙ СТАТИСТИКИ

В данном пункте рассмотрим свойства распреде-
ления случайной величины Y = (x1 · ... · xn)/θn, задан-
ной плотностью вероятности:

ρ α
αn

n n
y
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y
y

y( ) = ( ) ⋅
( )

≥
−

+Γ
ln

, .
1

1 1

Легко проверить, что полученное распределение 
удовлетворяет (как и должно быть) условию норми-
ровки:

1
1

+∞

∫ ( ) =ρn y dy .

Плотность вероятности имеет максимум в точ-
ке yn

( ) ,0  являющейся нулем производной функции 
ρn(y). Точка максимума, называемая модой распреде-
ления, задается выражением:

y n
n
( ) exp .0 1

1
= −

+




α

Далее приведен график распределения случай-
ной величины Y.

Рис. 1. Графики плотности вероятностей 
распределения случайной величины Y 

с n = 10 (красный) и n = 12 (зеленый), α = 2.5

При увеличении n мода распределения экспонен-
циально возрастает, то есть точка максимума распре-
деления сдвигается в сторону больших значений y. 
Значение плотности вероятности в точке максимума 
стремится, очевидно, к нулю:
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Кроме того, легко посчитать и моменты данной 
случайной величины. Для момента произвольного 
p-го порядка имеем выражения:

M Y y y dy
n

y
y

dyn
p p

n
n n

p( ) = ⋅ ( ) = ( ) ⋅
( )+∞ +∞ −

− +∫ ∫
1 1

1

1ρ α
αΓ

ln
.

Интеграл для моментов сходится для p  <  α, то 
есть случайная величина Y имеет конечное число 
низших моментов. После замены y  =  et получим 
окончательный вид интеграла для их вычисления:

M
n

t e dt
p

Yn
n

n p t
n

p( ) = ( ) ⋅ =
−


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

+∞
− − −( )∫

α α
α

α
Γ 0

1 .

Выражение для моментов зависит от объема вы-
борки n как показательная функция. В частности, ма-
тематическое ожидание Y, вследствие того, что дан-
ная величина является произведением независимых 
величин, образующих случайную выборку, равно 
произведению математических ожиданий каждого 
множителя:

M Y M
x
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Значения математического ожидания, дисперсии 
и всех существующих моментов неограниченно воз-
растают, так же как и мода распределения, при воз-
растании n. Скорость возрастания этих величин тем 
больше, чем больше порядок момента p.

Для дифференциальной энтропии распределения

H Y y y dyn n n( ) = − ( ) ⋅ ( )
+∞

∫
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ln ,ρ ρ

подставив плотность вероятности ρn(y) в определе-
ние, получим интеграл:
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После замены переменной интегрирования y = et 
перейдем к выражению, связанному с интегральным 
представлением для гамма-функции Эйлера
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n n t n t t e dt

n

n
n t

( )

( )
ln ln ln .

=

= ( ) − + +( ) − −( )( ) ⋅ ⋅− −
+∞α α α α

Γ
Γ 1 1 1

0
∫∫

Как известно, дифференциальная энтропия 
определяется с точностью до аддитивной констан-
ты. Поэтому при вычислении этого интеграла были 

отброшены слагаемые, не зависящие от n. В резуль-
тате вычисление этого интеграла дает следующее 
значение энтропии:

H Y n n n nn ( ) = ( ) − −( ) ( ) + − +





ln ln .Γ 1 1 1ψ α
α

Здесь используется обозначение:

ψ x
x
x

d
dx

x( ) =
′ ( )
( ) = ( )Γ

Γ
Γln

– так называемая дигамма-функция Эйлера (см. [14]). 
В частности, для натуральных аргументов пси-функ-
ция выражается следующим образом:

ψ γn
k

n
k

n
( ) = − + >

=

−

∑
1

1 1 2, .

Здесь γ = 0.5772... – постоянная Эйлера.
График зависимости дифференциальной энтро-

пии от n изображен на рисунке 2.

Рис. 2. Дифференциальная энтропия 
распределения произведения выборки  

с α = 3 (красный), α = 1.8 (зеленый) и α = 1.5 (синий)

Зависимость дифференциальной энтропии 
от объема выборки n асимптотически линейная. 
Асимптотика для дифференциальной энтропии при 
больших объемах выборки n → +∞  имеет вид:

H Y n n On ( ) = −





+ + ( )1 1
2

1
α

αln ln .

Критическое значение параметра α0, при кото-
ром коэффициент линейного члена обращается в 
нуль, находится как корень уравнения α α− =1 ln  и 
составляет приближенно α0 1 7632= . ... .

Таким образом, полученное распределение 
обладает некоторыми особенностями, которые 
следует скорее отнести к недостаткам, чем к его 
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достоинствам. Это, прежде всего, существование 
только конечного числа моментов, зависящего от 
параметра распределения, возрастание дисперсии и 
моментов с ростом объема выборки n, что приводит 
к размыванию пика распределения и его смещению в 
бесконечность. Все это делает работу с этим распре-
делением не очень удобной. Авторами работы най-
ден оригинальный способ избавиться от недостат-
ков, добавив положительных черт распределению 
для достаточной статистики.

СРЕДНЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ВЫБОРКИ 
КАК ДОСТАТОЧНАЯ СТАТИСТИКА

Вместо случайной величины Y, являющейся до-
статочной статистикой для оценки степенного параме-
тра Парето, рассмотрим другую случайную величину, 
равную среднему геометрическому элементов выбор-
ки {x1, ..., xn}:

Y
x x

g
n

n
=

⋅…⋅1
θ

.

Преимуществом данной величины является то, что 
она ограничена и при увеличении n не стремится не-
ограниченно к бесконечности, в отличие от значения 
Y. Действительно, ранее было установлено, что оценка

ˆ
ln ln

α
θ

= −
−
n
X n

1

является несмещенной и состоятельной оценкой неиз-
вестного параметра α. Поэтому предел правой части 
при n → ∞  равен α. Это возможно (при α ≠ 1) только 
в том случае, когда ln ,X Cn∼  то есть когда lnX растет 
на бесконечности пропорционально n. Но тогда

ln ln lnY X
ng = − θ

имеет конечный предел при n → ∞.
Несмещенная оценка параметра распределения 

α в этом случае будет иметь слегка модифицирован-
ный вид:

X n
n Yg

= −
⋅

1
ln

.

Статистика Yg  – также достаточная статисти-
ка, но свойства ее существенно отличаются от 
свойств Y. Действительно, функция распределения 
F y P Y yg g( ) ( )= <  вычисляется во многом аналогич-
но предыдущему случаю:

F y G x x dx dx

dx dx

x x

g
y

n n

n n

y

n

n

g

g

( ) = …( ) … =

= ⋅
…

⋅…⋅

( )

( )

∫

∫

∆

∆

1 1

1

1

, , α

α θα

(( ) +α 1 ,

где интегрирование ведется по объему 
∆g i n

n ny x x x y( ) > ⋅…⋅ <: { ; ( ) / }.θ θ1  Приведем ко-
нечный результат вычислений для Fg(y): 

F y e d
k
d n y yg

d

k

n k
( ) = − = ≥−

=

−

∑1 1
0

1

!
; ln ; .α

Плотность вероятности Yg получается дифферен-
цированием функции распределения по аргументу y:

ρ α
αg

n n

ny n
n

y
y

y( ) = ( ) ⋅
( )

≥
−

+
( ) ln

,
Γ

1

1 1

и ρg y( ) = 0  для y < 1.
На рис. 3 приведен график распределения слу-

чайной величины Yg.

Рис. 3. Графики плотности вероятностей 
распределения случайной величины Y  

с n = 10 (красный) и n = 30 (зеленый), α = 2.5

Свойства данного распределения существенно 
отличаются от предыдушего ρn y( ).  Так, например, 
мода распределения теперь имеет вид:

y n
ng

( ) exp0 1
1

= −
+





α

и при увеличении объема выборки n стремится к 
постоянному значению e1/ .α  Кроме того, моменты 
данной случайной величины также легко вычисля-
ются:

M Y y y dy n
n

y dy
yn g

p p
n g

n n
n p( ) = ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ( )

+∞ +∞
−

− +∫ ∫
1 1

1
1ρ α

α,
( ) ln .
Γ

Интеграл для моментов сходится для αn p> .  
При увеличении n число моментов, существующих 
у данной случайной величины, неограниченно воз-
растает.
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M Y n
n

t e dt n
n pn g

p
n

n n p t
n

( ) = ( ) ⋅ =
−







+∞
− − −( )∫

( ) .α α
α

α
Γ 0

1

Для моментов существует предельное выражение:

lim ./
n n g

p pM Y e
→+∞

( ) = α

Дисперсия среднего геометрического стремится 
к нулю при увеличении n:

D Y n
n

n
n

D Yn g

n n

n n g( ) =
−







−
−





 ( ) =

→+∞

α
α

α
α2 1

0
2

, lim .

Асимптотики математического ожидания и дис-
персии при больших n имеют вид:

M Y e
n n nn g( ) = + + + + 











1
2 4 2 21 1

2
8 3

24
1/ ,α

α
α
α

o

D Y e
n n nn g( ) = + + + 











2
2 4 2 2
1 4 3

2
1/ ,α

α
α
α

o

и неплохо аппроксимируют функции на всем интер-
вале допустимых значений αn > 2.

Дифференциальная энтропия для этого распре-
деления:

H Y y y dy

n y n n n n

n g g g( ) = − ( ) ⋅ ( ) =

= + + − − −

+∞

∫ ln

( ) ln ln ( ) ln( ) (

ρ ρ

α α

1

1 1Γ )) ln ln ( )y y dyg( ) ⋅
+∞

∫
1

ρ

после замены переменной интегрирования y  =  et 
приводится к интегралу:

H Y

n
n

n t n n n n t t

n g

n
n

( ) =

= + + − − −( ) ⋅
+∞

−∫
( )

( )
( ) ln ( ) ln( ) ( ) lnα α α

Γ
Γ1 1

0

11 ⋅ −e dtntα .

Вычисление этого интеграла дает значение эн-
тропии:

H Y n n n n n nn g( ) = ( ) − −( ) ( ) + − ( ) +ln ln .Γ 1 1ψ α
α

Последнее слагаемое не зависит от n, однако со-
хранено для большей общности. Данное выражение 
для энтропии среднего геометрического получается 
из полученного ранее выражения для энтропии про-
изведения заменой α на (nα).

Асимптотика данного выражения при больших 
n → +∞  имеет всегда отрицательный коэффициент 
при старшей степени:

H Y n n n On g( ) = − ( ) + + ( )ln ln .α 1
2

1

Таким образом, зависимость от объема выборки 
при любом параметре α имеет аналогичный характер 
и функция монотонно убывает в отрицательной об-
ласти значений.

График зависимости дифференциальной энтро-
пии от n изображен на рисунке 4.

Рис. 4. Дифференциальная энтропия распределения 
среднего геометрического выборки  

с α = 3 (красный), α = 1.8 (зеленый) и α = 1.5 (синий)

Как видно, график энтропии монотонно спада-
ет с ростом n в отрицательную область и очень по-
хож на аналогичный для распределения параметра 
Парето  [2]. Бесконечное убывание энтропии в от-
рицательной области значений, как известно, свиде-
тельствует о том, что с ростом объема выборки про-
исходит сжатие распределения в δ-образную форму, 
что является следствием увеличения детерминиро-
ванности и точности определения значения параме-
тра распределения α.

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА 
ДЛЯ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Показательное распределение является одним из 
известнейших распределений математической стати-
стики и широко используется в теории массового об-
служивания и многих других прикладных задачах. 
Показательное распределение также содержит параметр, 
оценка которого имеет важное значение в практических 
целях. Плотность вероятности распределения имеет вид:

ρ λ λx e xx( ) = ⋅ ≥− , 0

и ρ x x( ) = <0 0, .  Математическое ожидание и дис-
персия случайной величины, распределенной по 
показательному закону, определяются, как известно, 
следующим образом:

M X D X( ) = ( ) =1 1
2λ λ

; .
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Для выборки {x1, ..., xn} случайных величин, рас-
пределенных по показательному закону распреде-
ления с заданными параметрами λ и n, совместная 
плотность вероятности выборки имеет вид:

G x x x x en n
n x xn

1 1
1, , .…( ) = ( ) ⋅…⋅ ( ) = ⋅ − +…+( )λ ρ ρ λ λ

Плотность зависит только от суммы элементов 
выборки, следовательно, для определения параметра 
достаточно знать значение Y = x1 +  ... + xn. Данная 
случайная величина и является достаточной стати-
стикой для определения параметра распределение λ. 
Логарифмируя функцию G, получаем так называе-
мый функционал правдоподобия:

L G x x n x xn nα α λ λ( ) ≡ …( ) = − + …+( )ln , , ln .1 1

Дифференцируя его по параметру распределе-
ния λ и приравнивая производную к нулю, получаем 
оценку для параметра распределения методом мак-
симального правдоподобия:

ˆ .λ =
+ …+
n

x xn1

Так же как и для распределения Парето, данная 
оценка является смещенной. Нетрудно вычислить 
математическое ожидание этой случайной величины:

M G x x dx dx n
nn n

ˆ ˆ , , .λ λ λ λ( ) = … ⋅ …( ) ⋅…⋅ =
−

⋅
+∞ +∞

∫ ∫
0 0

1 1 1

Таким образом, несмещенной оценкой параме-
тра λ является величина X, равная:

X n
x x

n
Yn

= −
+ …+

= −1 1

1
.

Математическое ожидание и дисперсия этой ве-
личины оценки параметра распределения равны со-
ответственно:

M X D X
n

( ) = ( ) =
−

λ λ; .
2

2

Можно также получить и функцию распределе-
ния для случайной величины X:

F x P X x e dx dxn

x

x x
n

n( ) = < = − ⋅…⋅
( )

− +…+( )∫( ) ,1 1
1λ λ

∆

где интегрирование осуществляется по n-мерному сим-
плексу ∆ x x x x n xi n( ) > + …+ < −( ):{ , / }.0 11  Вычис
ляя интеграл, приходим к выражению:

F x e
a x
k

a x

k

n k

( ) =
( )−

=

−

∑1

1

1
1/ /

!
.

Здесь a n1 1= −( )λ  – параметр. Плотность веро-
ятности, получаемая дифференцированием функции 
распределения, будет иметь вид, похожий на соот-
ветствующую плотность распределения оценки по-
казателя Парето:

ρ x
a n

a
x

e
n

a x( ) = ( ) ⋅






+
−1

1

1
1

1
Γ

/ .

ДОСТАТОЧНАЯ СТАТИСТИКА 
ДЛЯ ПОКАЗАТЕЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Как было указано ранее, одной из достаточных 
статистик для показательного распределения при 
оценке значения параметра этого распределения по 
случайной выборке {x1, ..., xn} является статистика 
случайной величины

Y x xn= + …+1 .

Сумма элементов выборки содержит полную 
информацию об оцениваемом параметре распреде-
ления. Получим теперь закон распределения и плот-
ность вероятности для величины Y.

F y P Y y e dx dxn

y

x x
n

n( ) = < = ⋅…⋅
( )

− +…+( )∫( ) .λ λ

∆

1
1

Область интегрирования Δ(x): {xi > 0, x1 + ... + 
+ xn < y}. Функция распределения для оценки пара-
метра

F y e y
k

y

k

n k
( ) = − −

=

−

∑1
0

1
λ λ( )

!

и плотность вероятности

ρ λ λy
n
y e

n
n y( ) = ( ) ⋅ ⋅− −

Γ
1

получаются обычным образом. Математическое 
ожидание и дисперсия случайной величины могут 
быть получены и без использования плотности ве-
роятности. Используя свойства математического 
ожидания независимых величин, получим:

M Y M x M x n
n( ) = ( ) + …+ ( ) =1 λ

.

Аналогично для дисперсии:

D Y D x D x n
n( ) = ( ) + …+ ( ) =1 2λ

.

Свойства данного распределения обладают та-
кими же недостатками, как и статистика произве-
дения элементов выборки для оценки параметра 
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распределения Парето. А именно, математическое 
ожидание и дисперсия неограниченно возрастают 
с ростом объема выборки. Это делает работу с этой 
статистикой неудобной в случае больших значений 
n. Если использовать достаточную статистику, свя-
занную со средним арифметическим элементов вы-
борки:

Y
x x

na
n=

+ …+1 ,

то такой подход позволит избежать бесконечных 
моментов распределения. Используя свойства 
моментов суммы независимых величин, нетрудно 
получить:

M Y D Y
n

na a( ) = ( ) = → → +∞1 1 02λ λ
; , .

Плотность распределения случайной величины 
Ya равна:

ρ λ λy n
n

y e
n

n n y( ) = ( ) ⋅ ⋅− −( ) .
Γ

1

Несмещенная оценка для параметра показатель-
ного распределения имеет вид:

X n
n Y

M X
a

= −
⋅

( ) =1 ; .λ

Для этих введенных случайных величин – сум-
мы и среднего арифметического выборки из показа-
тельного распределения  – также можно вычислить 
дифференциальную энтропию.

Как было получено ранее – случайная величина 
Y x xn= + …+1  распределена с плотностью вероят-
ности

ρ λ λy
n
y e

n
n y( ) = ( ) ⋅ ⋅− −

Γ
1 .

Нетрудно посчитать, что для такого распределе-
ния дифференциальная энтропия

H Y n n n nn ( ) = ( ) − −( ) ( ) + −ln lnΓ 1 ψ λ

монотонно возрастает независимо от значения λ. 
Асимптотика этой функции

H Y n On ( ) = + ( )1
2

1ln .

Для достаточной статистики, связанной со 
средним арифметическим элементов выборки 
Y x x na n= + …+( ) / ,1  распределение вероятности, 
как было указано, получается заменой параметра λ 
на nλ:

ρ λ λy n
n

y e
n

n n y( ) = ( ) ⋅ ⋅− −( ) .
Γ

1

Выражение для энтропии и ее асимптотика будут 
монотонно убывать в отрицательную область значе-
ний:

H Y n n n n nn ( ) = ( ) − −( ) ( ) + − ( )ln ln ;Γ 1 ψ λ

H Y n On ( ) = − + ( )1
2

1ln .

Это свидетельствует о том, что особенности вы-
бора достаточной статистики, исследованные для 
базового распределения Парето, не являются слу-
чайными, но повторяются и для показательного рас-
пределения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, использование достаточных 
статистик позволяет строить несмещенные и эф-
фективные оценки параметров распределения, как 
для распределения Парето, так и для показатель-
ного распределения. Полезным приемом, улучша-
ющем качество оценивания, оказалось построение 
такой функции от достаточной статистики, которая 
ограничена, если объем выборки возрастает. В част-
ности, для распределений Парето таким свойством 
обладает среднее геометрическое выборки, а для 
показательного распределения – среднее арифмети-
ческое.

Рассматривая это среднее геометрическое как 
случайную величину, мы получаем инструмент для 
построения эффективных оценок параметров рас-
пределений, поскольку ее дисперсия стремится к 
нулю с ростом объема выборки.
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