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Резюме. Исследование посвящено изучению влияния коагуляции капель дисперсной фазы на колеба-
ния аэрозоля в акустическом резонаторе. Математическая модель динамики аэрозоля реализует конти-
нуальную математическую модель динамики многофазной среды, учитывающей скоростную и тепловую 
неоднородность компонент смеси. Для описания динамики несущей среды применяется двухмерная не-
стационарная система уравнений Навье – Стокса для сжимаемого газа, записанная с учетом межфазного 
силового взаимодействия и межфазного теплообмена. Для описания динамики дисперсной фазы для ка-
ждой ее фракции решается система уравнений, включающая в себя уравнение неразрывности для «сред-
ней плотности» фракции, уравнения сохранения пространственных составляющих импульса и уравнение 
сохранения тепловой энергии фракции дисперсной фазы газовзвеси. Межфазное силовое взаимодей-
ствие включало в себя силу Архимеда, силу присоединенных масс и силу аэродинамического сопротив-
ления. Также учитывался теплообмен между несущей средой  – газом и каждой из фракций дисперсной 
фазы. Математическая модель динамики полидисперсного аэрозоля дополнялась математической мо-
делью столкновительной коагуляции аэрозоля. Для составляющих скорости компонент смеси задавались 
однородные граничные условия Дирихле. Для остальных функций динамики многофазной смеси задава-
лись однородные граничные условия Неймана. Уравнения решались явным методом Мак-Кормака со схе-
мой нелинейной коррекции, позволяющей получить монотонное решение. В результате численных расче-
тов было определено, что вблизи генерирующего колебания поршня образуется область с повышенным 
содержанием крупнодисперсных частиц. Процесс коагуляции приводит к монотонному росту объемного 
содержания фракции крупнодисперсных частиц и монотонному уменьшению объемного содержания мел-
кодисперсных частиц. 

Ключевые слова: многофазные среды, численное моделирование, полидисперсный аэрозоль, межфазное 
взаимодействие, коагуляция
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Abstract. The study is devoted to the study of the effect of coagulation of dispersed phase droplets on aerosol 
oscillations in an acoustic resonator. The mathematical model of aerosol dynamics implements a continuous 
mathematical model of the dynamics of a multiphase medium, taking into account the velocity and thermal 
inhomogeneity of the mixture components. To describe the dynamics of the carrier medium, a two-dimensional 
unsteady system of Navier – Stokes equations for a compressible gas is used, written taking into account the 
interphase force interaction and interphase heat transfer. To describe the dynamics of the dispersed phase, a 
system of equations is solved for each of its fractions, including the continuity equation for the «average density» of 
the fraction, the equations for the conservation of the spatial components of the momentum and the equation for 
the conservation of thermal energy of the fraction of the dispersed phase of the gas suspension. The interphase 
force interaction included the Archimedes force, the force of the added masses and the force of aerodynamic 
drag. The heat exchange between the carrier medium - gas and each of the dispersed phase fractions was also 
taken into account. The mathematical model of the dynamics of a polydisperse aerosol was supplemented by a 
mathematical model of collisional aerosol coagulation. For the velocity components of the mixture components, 
uniform Dirichlet boundary conditions were specified. For the remaining functions of the dynamics of the 
multiphase mixture, homogeneous Neumann boundary conditions were specified. The equations were solved by 
the explicit McCormack method with a nonlinear correction scheme that allows obtaining a monotonic solution. 
As a result of numerical calculations, it was determined that a region with an increased content of coarse particles 
is formed in the vicinity of the oscillating piston. The coagulation process leads to a monotonic increase in the 
volumetric content of the fraction of coarse particles and a monotonic decrease in the volumetric content of fine 
particles.

Keywords: multiphase media, numerical simulation, polydisperse aerosol, interphase interaction, coagulation
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ВВЕДЕНИЕ

Многие природные явления и технические про-
цессы связаны с движением сплошных сред, явля-
ющихся неоднородными по своим механическим 
и физико-химическим свойствам [1−14]. Проблема 
удаления дисперсной компоненты аэрозольных сред 
в каналах, трубах и емкостях встречается в ряде тех-
нологических процессов энергетики и топливной 
промышленности, химических технологиях, системах 
кондиционирования воздуха [7−10]. Для очистки газо-
капельного потока от дисперсной фазы часто приме-
няются инерционные сепараторы. При этом мелкодис-
персные частицы плохо отделяются инерционными 
сепараторами, и возникает задача удаления мелкодис-
персных частиц дисперсной фазы за счет поглощения 
мелкодисперсных капель каплями большего размера, 
после чего крупнодисперсная фаза газокапельной сре-
ды отделяется от газа инерционным сепаратором. 

Изучение динамики аэрозольных сред в случае, 
когда капельная компонента смеси имеет массовую 
долю, сопоставимую с массовой долей газа, требует 
использования математических моделей, учитываю-
щих инерционное и тепловое взаимодействие газовой 
и капельной фаз смеси, скоростную и тепловую неод-
нородность течения многофазной среды [1]. В данной 
работе применяется математическая модель, описыва-
ющая поля скорости и температуры у каждой из компо-
нент смеси. Дисперсная фаза смеси моделируется как 
многофракционная, фракции дисперсной фазы отлича-
ются размером дисперсных включений. Математиче-
ская модель динамики полидисперсной газокапельной 
среды дополнялась моделью столкновительной коагу-
ляции [5, 12]. Данная работа посвящена исследованию 
влияния коагуляции частиц дисперсной фазы аэрозоля 
на распределение объемного содержания фракций га-
зовзвеси при колебаниях аэрозоля в закрытой трубе.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Динамика полидисперсной газовзвеси описыва-
ется системой уравнений полидисперсной газовзве-
си с учетом межфазного обмена импульсом и энерги-
ей. Движение несущей среды описывается системой 
уравнений Навье – Стокса [15] для сжимаемого те-
плопроводного газа с учетом межфазного силового 
взаимодействия и теплообмена:
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Здесь Vi i iu v= [ , ]   – вектор скорости компонент 
смеси, τij – тензор вязких напряжений несущей ком-
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Уравнение (1) описывает непрерывность плот-
ности несущей среды и средней плотности фракций 
дисперсной фазы (i > 1). Уравнения (2) и (3) описы-
вают законы сохранения компонент вектора импуль-
са несущей среды и фракций дисперсной фазы, со-
ответственно. Уравнения (4) и (5) описывают законы 
сохранения полной энергии газа и тепловой энергии 
фракций дисперсной фазы.

Сила межфазного взаимодействия включает 
в себя силу аэродинамического сопротивления, 
силу Архимеда и силу присоединенных масс  [1]. 
Здесь p, ρ1, u1, v1 – давление, плотность, декартовы 
составляющие скорости несущей среды в 
направлении осей х и у, соответственно; Т1, е1  – 
температура и полная энергия газа; ai, ρi, Тi, Сpi, 
еi, ui, vi  – объемное содержание фракции дисперс-
ной фазы, средняя плотность, физическая плот-
ность, температура, теплоемкость, внутренняя 
энергия, декартовы составляющие скорости фрак-
ций дисперсной фазы, Fjk  – cоставляющие вектора 
силового взаимодействия фракций дисперсной фазы 
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и несущей среды, k = 1, 2; Qj – тепловой поток меж-
ду j-й фракцией дисперсной фазы и несущей средой, 
j = 2, …n [1, 2]:
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Одним из важных параметров динамики мно-
гофазных сред является объемное содержание 
дисперсной фазы, отношение объема компоненты 
смеси к общему объему смеси αi  =  Vi/V, при этом 
физическая плотность материала дисперсной фазы 
представляется неизменной. Для описания процесса 
коагуляции частиц использовалась математическая 
модель столкновительной коагуляции [5, 12]:
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Изменение составляющих скорости i-й фракции 
дисперсной фазы определяется следующими урав-
нениями:
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Температура частиц i-й фракции после поглоще-
ния более мелких частиц находится из уравнения:

T
C m

k N C m T C m Ti
i i

ij j j
j

i

j j i i i
*

*= +








=

−

∑1

1

1
 .

Наличие в газокапельном потоке процессов 
коагуляции характеризуется безразмерным пара-
метром  – числом Вебера; рассматривается число 
Вебера Wei = 2ρ1r1|V1 – Vi|2 / σ, где s – коэффициент 
поверхностного натяжения жидкости из которой 
сформированы капли аэрозоля, r1  – плотность 
несущей среды. В моделируемых процессах относи-
тельные числа Вебера для фракций дисперсной фазы 
имеют значение меньше критического Weкр ≈ 10.

Для составляющих скорости компонент сме-
си задавались однородные граничные условия Ди-
рихле. Для остальных функций динамики много-
фазной смеси задавались однородные граничные 
условия Неймана.

Система уравнений динамики многофазной 
среды (1)−(5) решалась двухэтапным явным конечно-
разностным методом Мак-Кормака, позволяющим 
получать решения второго порядка точности [17]. 

Рассмотрим применение численного алгоритма 
на примере скалярного нелинейного уравнения в 
частных производных (7):

	
∂
∂

+
∂ ( )
∂

+
∂ ( )
∂

= ( )f
t

a f
x

b f
y

c f . � (7)

Алгоритм явного конечно-разностного метода 
Мак-Кормака для нелинейного уравнения (7) имеет 
вид:

	

f f t
x
a a

t
y
b b tc

j k j k
n

j k
n

j k
n

j k
n

j k
n

j

,
*

, , ,

, , ,

= − −( ) −
− −( ) +

+

+

∆
∆

∆
∆

∆

1

1 kk
n , � (8)

	

f f f

t
x
a a

t
y

j k
n

j k
n

j k

j k j k

, , ,
*

,
*

,
*

,

,

,

+

−

= +( ) −
− −( ) −

−

1

1

0 5

0 5

0 5

∆
∆

∆
∆

 

bb b tcj k j k j k,
*

,
*

,
*−( ) +−1 0.5 .∆ � (9)



100

Dmitry A. Tukmakov, 
Nadezhda A. Tukmakova

Numerical study of the effect of droplet coagulation on the dynamics  
of a two-fraction aerosol in an acoustic resonator

Russian Technological Journal. 2021;9(2):96–104

Здесь Δх, Dy  – шаги по пространственным на-
правлениям, Δt – шаг по времени. 

После каждого временного шага для получения 
монотонного численного решения применялась схе-
ма нелинейной коррекции численного решения [16].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

В расчетах задавались следующие параметры 
моделируемого процесса. Дисперсная фаза газовзве-
си состояла из двух фракций с диаметрами частиц 
d = 2 мкм и 200 мкм, объемными содержаниями ка-
ждой фракции α2 = α3 = 0.005 с дисперсными включе-
ниями, равномерно распределенными по всей емко-
сти, для начального момента времени, с физической 
плотностью материала частиц ρ20 = ρ30 = 1000 кг/м3. 
При t = 0 поршень начинал движение по гармониче-
скому закону x(t) = Asin(ωt), где ω = pс/L – цикличе-
ская частота первого линейного резонанса колебаний 
в закрытой трубе [17], здесь и далее с – скорость звука. 
На рис. 1 схематически изображен акустический резо-
натор. Высота акустического резонатора L = 0.938 м, 
диаметр трубы h = 0.1 м. Расчетные параметры сетки: 
200 узлов в направлении у и 40 узлов в направлении x.

y

h

L

y(t) = Asin(ωt)

Рис. 1. Схематическое изображение 
акустического резонатора

Схема данного резонатора использована в фи-
зическом эксперименте [11]. Вертикальное рас-
положение канала, в котором происходят коле-
бания аэрозоля, объясняется тем, что при таком 
расположении акустического резонатора процесс 
гравитационного осаждения более длительный. 

Пространственное распределение у-составляю-
щей скорости газа при колебаниях двухфракци-
онной газовзвеси представлено на рис.  2, на по-
верхности поршня и на закрытом конце канала 
наблюдаются минимальные значения скорости, 
наибольшее значение у-составляющая скорости 
газа достигает вблизи середины канала. Коле-
бания столба газа в однородном газе и в аэрозо-
ле отличаются интенсивностью (рис.  3), что вы-
звано межфазным взаимодействием несущей 

Рис. 2. Пространственное распределение 
y-составляющей скорости газа  

в момент времени t = 0.62 c

Рис. 3. Временные зависимости скорости газа: 
1 – расчеты, полученные по модели однородного 
вязкого газа; 2 – расчеты, полученные по модели 

двухфракционной газовзвеси
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среды и дисперсной фазы. При амплитуде хождения  
поршня A = 1 см величина изменения у-составляю-
щей скорости газа в двухфракционной газовзвеси 
составляет 0.715  от величин изменения у-состав-
ляющей скорости однородного газа. Для фракций 
крупных частиц скорости колебаний имеют су-
щественное отличие от скорости колебаний мел-
кодисперсных частиц, при этом мелкодисперсные 
частицы имеют несущественные скоростные от-
личия в сравнении с несущей средой (рис. 4). На 
рис. 5 изображены временные зависимости объем-
ных содержаний фракций дисперсной фазы. Из ри-
сунка следует, что массоперенос частиц крупной 
фракции происходит с большей интенсивностью. 
Так как для более крупных капель за счет их боль-
шей инерционности, возникают условия несимме-
трии передачи импульса капле на фазах сжатия и 
разрежения при волновых колебаниях газа [6, 18], 
возникает дрейф крупнодисперсных включений. 
На рис.  6  представлены временные зависимости 
объемного содержания фракций дисперсной фазы, 
полученные расчетами в математической модели, 
учитывающей коагуляцию частиц. За счет погло-
щения мелких частиц крупными наблюдается мо-
нотонный рост объемного содержания фракции 
крупных частиц и монотонное убывание объемно-
го содержания мелких частиц. На рис. 7 представ-
лены пространственные распределения объемных 
содержаний фракций дисперсной фазы газовзвеси, 

Рис. 4. Временная зависимость у-составляющей 
скорости компонент смеси: 

1 – несущая среда; 2 – фракция дисперсной фазы 
с размером частиц d = 2 мкм; 3 – фракция дисперсной 

фазы d = 200 мкм в точке x = h/2, y = L/20

Рис. 5. Временные зависимости величины объемных 
содержаний мелкодисперсной фракции d = 2 мкм 

(кривая 1) и крупнодисперсной фракции d = 200 мкм 
(кривая 2) в точке x = h/2, y = L/20

Рис. 6. Временные зависимости объемного 
содержания фракций дисперсной фазы в точке x = h/2, 

y = L/20. Объемные содержания фракций частиц 
дисперсной фазы: 1 – частицы с размером d = 2 мкм; 

2 – частицы с размером d = 200 мкм

Рис. 7. Пространственное  
распределение объемного содержаний  

фракций газовзвеси вдоль оси у (x = h/2),  
без учета влияния коагуляции,  

в момент времени t = 0.62 c.  
Объемные содержания фракций  

частиц дисперсной фазы  
при возбуждении колебаний  

с амплитудой хождения поршня  
А = 1 см: 

1 – частицы с размером d = 2 мкм;  
2 – частицы с размером d = 200 мкм
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полученные при моделировании колебаний для 
математической модели, не учитывающей коагу-
ляции капель. Область повышенной концентрации 
крупнодисперсных частиц формируется вблизи 
поршня. Расчеты объемных содержаний фракций 
дисперсной фазы с учетом влияния коагуляции 
представлены на рис. 8. Учет влияния коагуляции 
приводит к увеличению объемного содержания 
крупнодисперсной фракции и уменьшению объ-
емного содержания мелкодисперсной фракции.

Наличие дисперсной компоненты приводит 
к уменьшению амплитуды изменения давления: 
Δр1 = 1053 Па, Δр2 = 1358 Па для двухфракционной 
газовзвеси и однородного газа (рис. 9). Учет коагу-
ляции приводит к возрастанию амплитуды измене-
ния давления Δр1 = 980 Па и Δр2 = 990 Па. Данная 
закономерность вызвана тем, что уменьшение объ-
емного содержания мелкодисперсных частиц приво-
дит к уменьшению влияния дисперсной фазы, т.к. в 
динамике газовзвесей наиболее существенное вли-
яние на течение газа оказывают мелкодисперсные 
частицы. Связано это с тем, что фракция мелкодис-
персных частиц имеет большую площадь взаимо-
действия с газом, чем фракция крупнодисперсных 
частиц. Кратное уменьшение размера частиц приво-
дит к трехкратному уменьшению количества частиц 
и двукратному уменьшению площади одной частиц, 
то есть происходит кратное увеличение площади ча-
стиц. 

Рис. 8. Пространственное  
распределение объемного содержаний  

фракций газовзвеси вдоль оси y (x = h/2),  
с учетом влияния коагуляции,  
в момент времени t = 0.62 c.  

Объемные содержания фракций  
частиц дисперсной фазы  

при возбуждении колебаний  
с амплитудой хождения поршня  

A = 1 см: 
1 – частицы с размером d = 2 мкм;  

2 – частицы с размером d = 200 мкм

Рис. 9. Временные зависимости давления в точке 
x = h/2, y = L/20: 

1 – для чистого газа; 2 – для модели 
двухфракционной газовзвеси

Рис. 10. Временные зависимости давления в точке 
x = h/2, y = L/20: 

1 – для модели динамики двухфракционной 
газовзвеси; 2 – для модели двухфракционной 
газовзвеси, учитывающей коагуляцию частиц 

различных размеров

ВЫВОДЫ

В результате численного моделирования было 
выявлено, что в процессе колебаний полидисперс-
ной газовзвеси вблизи узла стоячей волны поля 
скорости газа формируется область с повышенным 
содержанием крупнодисперсных частиц. Учет коа
гуляции капель аэрозоля демонстрирует, что за 
счет поглощения мелких капель крупными каплями 
происходит монотонное увеличение объемного со-
держания крупнодисперсных частиц и монотонное 
уменьшение объемного содержания мелкодисперс-
ных частиц. В области повышенной концентрации 
частиц крупнодисперсной фракции за счет коагуля-
ции объемное содержания мелкодисперсных частиц 
существенно уменьшается. Учет влияния коагуля-
ции частиц приводит к увеличению амплитуды из-
менения давления. 
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