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В настоящей работе особый акцент сделан на изучении практического влияния нару-
шения предположения о нормальности доходностей активов на оценку риска инвестици-
онного портфеля. В качестве меры риска рассматривается рекомендуемая к расчету для 
крупных финансовых организаций метрика Value at Risk (VaR). На примере акций россий-
ских компаний показано, что доходности активов в реальности имеют распределение, от-
личное от Гауссова. Показано, что эмпирическое распределение доходностей рассматри-
ваемых активов согласуется с распределением Джонсона. Обоснованность заключения 
подкрепляется результатом статистического теста Колмогорова – Смирнова. Предложен-
ные авторами тесты позволили оценить потерю в точности оценки параметров модели 
авторегрессии методом максимального правдоподобия, при нарушении предположения о 
нормальности распределения доходностей активов. Было выявлено, что потеря в точности 
оценки меняется в интервале [22%; 26%] для абсолютных доходностей и [33%; 38%] для 
относительных доходностей при изменении параметра авторегрессии в интервале [–0.9; 
0.9]. Погрешность в расчёте десятидневного VaR рассчитывалась на уровнях значимости 
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1% (99%) и 5% (95%). Результаты тестов показали, что на уровне значимости 5% (95%) 
оценка риска через метрику VaR, полученная в предположении о нормальности распреде-
ления доходностей активов, ниже истинного значения на 7% (6%) для абсолютных доход-
ностей и 4% (13%) для относительных, что говорит о сильной недооценке риска портфе-
ля. На уровне значимости 1% оценка риска является консервативной, превышая истинное 
значение на 12% (19%) для абсолютных (относительных) доходностей. 

Ключевые слова: VaR, распределение Джонсона, портфельное инвестирование, 
оценка параметров ММП, имитационное моделирование.
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The study aims to assess the impact of violation of the assumption about normality of the 
investment portfolio returns on its risk measures. The article is focused on the Value at Risk (VaR) 
metric required by major regulatory authorities for bank risk assessment. Using historical share 
prices of several Russian companies it is shown that the assumption about returns normality is not 
supported by statistical tests. It is also shown that the empirical distribution of the assets returns is 
described by Johnson’s distribution. The Kolmogorov-Smirnov test supports the obtained results. 
The tests proposed by the authors allow estimating the loss in accuracy in parameters calibration 
of the autoregressive model, obtained by using the maximum likelihood method when the asset 
returns have non-gaussian distribution. It was found that the loss in the accuracy lies in the range 
[22%, 26%] for absolute returns and in the range [33%, 38%] for relative returns depending 
on the autoregression parameter which varies in the range [–0.9, 0.9]. The error of ten-day VaR 
estimation was calculated for 1% (99%) and 5% (95%) significance levels. At a significance level 
of 5% (95%) the VaR metric obtained under the assumption that the asset returns have normal 
distribution is lower than the true value by 7% (6%) for absolute returns and 4% (13%) for 
relative returns, which indicates strong underestimation of the portfolio risk. At a significance 
level of 1% the metric is conservative exceeding the true value by 12.5%.
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В течение последних десяти лет правительство Российской Федерации актив-
но занимается оздоровлением и развитием финансового рынка страны путем 

реализации ряда стратегий1-5. За это время были введены новые регуляторные тре-
бования в части инвестиционной деятельности банков и прочих финансовых инсти-
тутов [1], оптимизирована регулятивная и налоговая нагрузка, что в совокупности 
привело к повышению конкурентоспособности этого сектора, а также к повышению 
доступности финансовых услуг для субъектов экономики, особенно для малого и 
среднего предпринимательства (МСП) и частных инвесторов. Помимо этого, появ-
ление альтернативных систем торговли, увеличение количества видов обращаемых 
финансовых инструментов, а также снижение транзакционных издержек привело к 
выходу на рынок огромного числа новых инвесторов. Самым распространенным ме-
тодом инвестирования среди них является портфельное инвестирование. По данным 
из интернет источников в среднем инвестиционный портфель обычного инвестора 
состоит из банковских депозитов в национальной и иностранной валютах (15%), 
облигаций (10%), акций (25%), недвижимости (30%), драгоценных металлов (5%) и 
прочих активов (15%). Как видно, большая часть инвестиционных вложений прихо-
дятся на ценные бумаги [2].

Формирование портфеля ценных бумаг, как и любой другой вид инвестицион-
ной деятельности, с одной стороны направлен на то, чтобы сохранить капитал за 
счет включения в портфель условно безрисковых активов, а с другой – чтобы его 
приумножить посредством включения рискованных активов. В отличие от моно-
инвестиций, портфельное инвестирование позволяет улучшить условия вложений, 
придав совокупности ценных бумаг такие инвестиционные характеристики, кото-
рые недостижимы с позиции отдельно взятой ценной бумаги. Основная инвестици-
онная характеристика, интересующая любого инвестора, – это соотношение риска 
и доходности портфеля. Нахождение баланса между этими показателями, в зави-
симости от индивидуальных инвестиционных целей, является основной задачей в 
теории управления инвестиционным портфелем. Данная задача сводится к опреде-
лению оптимальной пропорции долей распределения вкладываемой суммы между 
доступным набором фондовых активов. Несмотря на то, что однозначного подхода 
к формированию оптимального портфеля в финансовой теории не существует [3], 
классической считается портфельная теория Гарри Марковица, опубликованная в 
1952 году [4], которая впоследствии была обобщена Мертоном на случай непрерыв-
ного времени [5]. 

Эффективность управления портфелем ценных бумаг напрямую зависит от ка-
чества модели, которая закладывается в основу изменения стоимости базовых ак-
тивов. Именно модель позволяет реализовать процедуру сравнения альтернативных 
1 Стратегия развития финансового рынка Российской Федерации на период до 2020 года, утвержденная Распоря-
жением № 2043-р Правительства Российской Федерации от 29 декабря 2008 г. 
2 Стратегия долгосрочного развития пенсионной системы Российской Федерации, утвержденная Распоряжением 
№ 2524-р Правительства Российской Федерации от 25 декабря 2012 г. 
3 Стратегия развития страховой деятельности в Российской Федерации до 2020 года, утвержденная Распоряже-
нием № 1293-р Правительства Российской Федерации от 22 июля 2013 г.   
4 Стратегия повышения финансовой грамотности в Российской Федерации на 2017–2023 годы, утвержденная 
Распоряжением № 2039-р Правительства Российской Федерации от 25 сентября 2017 г. 
5 Стратегия государственной политики Российской Федерации в области защиты прав потребителей на период до 
2030 года, утвержденная Распоряжением № 1837-р Правительства Российской Федерации от 28 августа 2017 г.
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портфелей в разрезе показателей доходности и риска. В отличие от доходности, для 
измерения риска портфеля на практике используют несколько различных метрик. 
В классической портфельной теории Марковица в качестве риска выступает величина 
стандартного отклонения, записываемая в следующем виде:

	 	                                        (1)

где ΔPT – доходность портфеля на отрезке времени (0,T], σ(ΔPT) - стандартное отклоне-
ние доходности портфеля, E(ΔPT) – среднее изменение доходности портфеля.

В последние годы на практике активно используются квантильные меры риска [6, 7]. 
Так крупные организации, занимающиеся инвестиционной деятельностью, для оценки 
достаточности капитала обязаны использовать меру риска VaR (Value at Risk) рекомен-
дуемую как мировыми регуляторами [8], так и ЦБ РФ [6]. Для заданного уровня доверия 
(1 – α)  и периода удержания портфеля T значение метрики VaR портфеля определяется 
как величина, обеспечивающая покрытие потерь x с вероятностью (1 – α) [9]:

	 	                                                     (2)

где P(‧) – вероятность, что изменение стоимости портфеля ΔPT не превысит VaR порог.
Методы расчета метрики VaR можно разделить на четыре группы [10]:
1. Параметрические (дельта-нормальный метод, метод на основе моделей из семей-

ства GARCH);
2. Непараметрические (метод исторического моделирования);
3. Полупараметрические (метод Монте-Карло, метод Халла – Уайта);
4. Методы, основанные на теории экстремальных значений (метод EVT).
Полупараметрические методы и методы, основанные на теории экстремальных зна-

чений, на данный момент считаются более точными, но в то же время и более слож-
ными в реализации [11]. К этим методам прибегают крупные финансовые организации, 
имеющие разрешение регулятора на использование внутренних моделей оценки риска. 
Методы предполагают использование имитационного моделирования для построения 
различных возможных траекторий доходности актива с последующим анализом полу-
ченных эмпирических распределений. Полупараметрический метод Монте-Карло тре-
бует формирования предположений о рыночной структуре, стохастических процессах, 
взаимосвязях между факторами риска, их волатильности и других характеристик. Взаи-
мосвязи оцениваются по ретроспективным или современным (рыночным) данным. Точ-
ность метрики в данном методе сильно зависит от выбора модели имитирования данных 
и количества симуляций [12].

Метод исторического моделирования основан на предположении о стационарно-
сти временных рядов доходностей актива и предполагает расчет метрики VaR на базе 
оцененного по историческим данным эмпирического распределения. Данный метод 
является наиболее простым в реализации и дает довольно точные оценки метрики для 
уровня значимости 95%. Дополнительным плюсом данного метода является отсутствие 
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каких-либо предположений о законе распределения активов и возможность «улавливать» 
толстые хвосты эмпирического распределения. Однако, метод исторического моделиро-
вания медленно реагирует на внезапные рыночные скачки и слабо отражает их в оценке 
метрики. Кроме того, для получения точных оценок метрики при помощи этого метода 
необходимо наличие исторических наблюдений изменения стоимости актива, что до-
вольно часто является проблемой. Данный метод, например, не может быть использован, 
если в портфеле присутствуют новые или неликвидные инструменты, не обладающие 
исторической информацией в необходимом объеме. В таких случаях используются пара-
метрические методы, основанные на предположении о заданном законе распределения 
для доходностей актива.

Использование параметрических методов является подходящим решением для фи-
нансовых институтов, желающих сохранить баланс между точностью расчета метрики 
VaR и сложностью реализации. К параметрическим методам можно отнести:

1. Дельта-нормальный метод. Предполагает нормальное распределение доходностей 
активов;

2. Методы, предполагающие распределения, отличные от нормального (распределе-
ние Стьюдента, обобщенное t распределение);

3. Методы, предполагающие применение моделей семейства GARCH для оценки во-
латильности;

4. Методы, предполагающие применение моделей семейства GARCH для оценки во-
латильности с ошибками, отличными от нормального распределения.

Детальное описание каждого из методов можно найти в обзоре существующих мето-
дов оценки VaR [10]. Автор отмечает, что параметрические методы, использующие моде-
ли семейства GARCH с ошибками, распределенными по закону Стьюдента, дают более 
точные оценки метрики, чем методы с нормально распределенными ошибками. В данной 
статье авторы также остановились на анализе параметрических методов оценки VaR в 
силу следующего:

1. Данный метод согласуется с регуляторными требованиями как ЦБ, так и основных 
мировых регуляторов;

2. Относительно простой в реализации по сравнению с полупараметрическими методами;
3. При правильном выборе модели дает точные оценки метрики;
4. Наиболее распространен на практике, так как может быть применен в ряде случа-

ев, когда использовать вариационный ряд для оценки VaR портфеля не представляется 
возможным.

При расчете VaR параметрическим методом изменение стоимости портфеля разбива-
ется на составные части и представляется в следующем виде:

	 	                                                    (3)

где  θl – доля l-го актива в портфеле, ΔST,l – доходность l-го актива на промежутке (0; T],  
N – общее количество инструментов в портфеле. 

В таком представлении задача моделирования изменения стоимости портфеля сво-
дится к моделированию динамики изменения базовых активов, для описания которых на 
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практике широко используются модели из класса регрессионных, такие как авторегрес-
сионные модели (AR), авторегрессионные модели скользящего среднего (ARMA), авто-
регрессионные модели условной гетероскедастичности (GARCH) и другие [12]. Оценить 
параметры таких моделей можно при помощи двух основных статистических методов: 
метода наименьших квадратов (МНК) и метода максимального правдоподобия (ММП) 
[13]. При выполнении предположения о нормальности распределения регрессионных 
остатков, задающих динамику процесса, оба метода дают точные несмещенные оценки 
параметров модели. Однако согласно ряду исследований, в случае ненормального рас-
пределения остатков, оценки, полученные ММП, являются более устойчивыми [14, 15]. 
Кроме этого, на практике встречаются ситуации, когда при оценке параметров модели 
методом наименьших квадратов происходит перепараметризация модели, и полученные 
впоследствии прогнозные значения далеки от реальных. 

В задаче поиска оптимального портфеля выполнение предположения о нормально-
сти распределения остатков модели, задающих динамику процесса доходностей акти-
вов, входящих в портфель, необходимо не только для оценки параметров модели данных. 
Для оценки достаточности капитала требуется расчет VaR методом исторического мо-
делирования для горизонта в 1 день и 10 дней [16]. Европейские регуляторные органы 
предписывают использовать три года данных для оценки VaR (порядка 750 наблюдений), 
чтобы снизить эффект от изменчивости динамики активов во времени. При этом для 
10-дневного VaR независимых наблюдений получается всего 75 и хвост распределения 
оценивается крайне неточно, поэтому VaR на 10 дней рассчитывают из VaR на один день 
путём масштабирования с помощью формулы, которая выводится из предположения о 
нормальности доходностей активов [8]:

	 .					        (4)

Высокая значимость предположения о нормальности распределения остатков в за-
даче управления оптимальным портфелем послужила отправной точкой для проведения 
данного исследования. В рамках работы предположение о нормальности распределения 
было проверено для акций следующих российских компаний: Сбербанк, Газпром, 
Норильский Никель и Роснефть за период с 20/07/2006 по 19/01/2019. Также был изу-
чен эффект, оказываемый отклонением от нормальности на свойства оценки параметров 
модели и на оценку VaR на 10 дней. Для каждого из рассматриваемых активов анализ 
включал в себя решение следующих задач:

1. Расчет дневных абсолютных и относительных доходностей   по формулам:

	 ,		                                                      (5)

где St – цена акции в момент времени t. Все нижеследующие результаты исследований 
представлены как для относительных, так и для абсолютных доходностей, а соответству-
ющий временной ряд обозначен как rt. 
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2. Построение авторегрессионной модели первого порядка следующего вида:

	 ,	                                                               (6)

где α1 – параметр авторегрессии, ςt – остатки регрессии.
3. Проверка предположения о стационарности остатков ςt. В случае выполнения 

предположения переходим к пункту 4.
4. Проверка предположения о нормальности распределения остатков ςt. В случае не-

выполнения предположения выполняются задачи 5, 6. 
5. Подбор распределения, которое воспроизводит динамику восстановленных остатков ςt.. 
6. Оценка влияния невыполнения предположения о нормальности остатков на свой-

ства оценки параметров модели авторегрессии по методу МП.
Оценка смещения VaR на 10 дней при нарушении предположения о нормальности.
В таблице 1 представлены полученные оценки параметра модели авторегрессии пер-

вого порядка для абсолютных и относительных дневных доходностей акций Газпрома, 
Сбербанка, Норильского Никеля и Роснефти.

Таблица 1. Оценки параметров AR(1)

Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть
Абсолютные доходности

α1 0.015 0.021 0.045 0.029
p-значение 0.42 0.25 0.01 0.11

Относительные доходности
α1 0.02 0.11 0.03 0.01

p-значение 0.18 0.00 0.10 0.67

Для проверки стационарности остатков использовались три теста: расширенный 
тест Дики-Фуллера (ADF), Квятковский-Филлипс-Шмидт-Шин тест (KPSS), тест 
Филлипса-Перрона (PP) [17]. Для ADF и PP тестов нулевой гипотезой является наличие 
единичного корня, что говорит о нестационарности временного ряда. В KPSS тесте, на-
против, нулевой гипотезой является предположение о стационарности временного ряда 
или, другими словами, отсутствие единичного корня. Поэтому, на уровне значимости α = 
0.05   временной ряд можно считать стационарным, если p-значение удовлетворяет усло-
виям, приведенным в таблице 2.

Таблица 2. Критерии тестов на стационарность

ADF KPSS PP
p-значение < 0.05 > 0.05 < 0.05

Результаты тестов представлены в таблице 3.
В обоих случаях, как для абсолютных доходностей, так и для относительных, можно 

сделать вывод, что нет повода считать остатки регрессии нестационарными.
Проверим предположение о нормальности распределения остатков регрессии. Для 

каждого из рассматриваемых инструментов на рисунке 1 изображены плотность нор-
мального стандартного распределения (пунктирная линия) и эмпирическая плотность 
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Рис. 1. Плотность нормального стандартного распределения (пунктирная линия), 
теоретическая плотность распределения Джонсона SU (сплошная линия), 

эмпирическая плотность распределения стандартизованных шумов, 
полученных на асболютных доходностях (столбчатые гистограммы).

Таблица 3. Результаты тестов на стационарность

Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть
Абсолютные доходности
p-значение ADF 0.00 0.00 0.00 0.00
p-значение KPSS 0.10 0.10 0.10 0.10
p-значение PP 0.00 0.00 0.00 0.00
Относительные доходности
p-значение ADF 0.00 0.00 0.00 0.00
p-значение KPSS 0.10 0.10 0.10 0.10
p-значение PP 0.00 0.00 0.00 0.00

распределения стандартизованных остатков (столбчатые гистограммы), полученных по 
следующей формуле:

	 ,		                                                      (7)

где – выборочное среднее, а  – выборочное стандартное отклонение остатков ςt..  
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Из рисунка 1 видно, что наблюдаемые распределения являются более остроконечны-
ми по сравнению с распределением Гаусса.

Сформулируем статистическую гипотезу о принадлежности распределения остатков, 
задающих динамику процесса доходностей активов перечисленных компаний к нормаль-
ному распределению: 

	 .	                                                    (8)

Для проверки гипотезы будем использовать тест Колмогорова – Смирнова. Это 
непараметрический тест, предназначенный для проверки простых гипотез о при-
надлежности анализируемой выборки некоторому полностью известному закону 
распределения [13]. В нашем случае статистика критерия Колмогорова – Смирнова 
определяется следующим образом:

	  	                                                    (9)

где n – количество наблюдений, Fn(x) – эмпирическая функция распределения, а Ф(x) – 
функция распределения нормального закона.

Если гипотеза   справедлива, то предельным распределением статистики Колмого-
рова  будет являться распределение Колмогорова K(t), а p-значение ожидается не 
меньше заданного уровня значимости α. В таблице 4 приведены полученные при про-
верке гипотезы H0 p-значения для остатков построенных моделей доходностей акций 
Сбербанка, Газпрома, Норильского Никеля и Роснефти для уровня значимости α = 0.05  
(p-значение, 

Таблица 4. Результаты проверки гипотезы 
о нормальности распределения шумов

Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть

p-значение, 

Абсолютные доходности 0.00 0.00 0.00 0.00
Относительные доходности 0.00 0.00 0.00 0.00
Выборочное значение статистики критерия
Абсолютные доходности 5.51 4.55 3.64 4.29
Относительные доходности 4.62 4.73 5.58 5.47

Как видно из таблицы, полученные р-значения меньше заданного уровня значимо-
сти, следовательно, нулевая гипотеза H0 может быть отвергнута в обоих случаях: как для 
абсолютных, так и для относительных доходностей.

На основе полученных результатов можно сделать вывод, что предположение о нор-
мальности распределения шумов, задающих динамику процессов доходностей акций 
рассматриваемых компаний, не выполняется, то есть вместо нормального распределения 
при моделировании необходимо использовать другое распределение, верно описываю-
щее эмпирические характеристики наблюдаемых процессов.
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Для описания поведения финансовых временных рядов зачастую на практике ис-
пользуют гибкие распределения, имеющие более остроконечную вершину [18,19]. Так 
большую популярность имеют так называемые устойчивые распределения [20], однако 
их использование вызывает ряд затруднений из-за бесконечной дисперсии (за исключе-
нием нормального распределения, которое также является устойчивым), что не позволя-
ет использовать многие полезные вероятностные/статистические методы, ведь они полу-
чены в предположении конечности дисперсии.

Другим примером гибких распределений является семейство распределений, предло-
женных Н.Л. Джонсоном [21]. В [18] авторами исследований было показано, что распре-
деление Джонсона дает более точную оценку меры риска VaR в сравнении с нормальным 
распределением и распределением Стьюдента. Автор статьи [19] показал, что семейство 
распределений Джонсона является более предпочтительным в использовании для оценки 
VaR и ES в сравнении с аналогичными методами, также использующими метод моментов 
для воспроизведения эмпирического распределения доходностей портфеля. 

Семейство распределений Джонсона вводится через преобразование стандартной 
нормально распределенной случайной величины. Пусть ξ – случайная величина, которая 
принадлежит семейству распределений Джонсона. В общем случае она задается выраже-
нием [22]:

	 	                                      (10)

где  некоторая функция, γ, η, ε, λ – параметры распределения, ζ ~ N(0, 1).
В зависимости от вида функции  существуют три различные семейства распреде-

лений Джонсона SL, SB, SU:

	   	                          (11)

Для выбора семейства распределения пользуются двумя способами: графическим 
и аналитическим. Оба способа основаны на зависимости коэффициента эксцесса от 
квадрата коэффициента асимметрии [23], которые обозначаются через a4 и a3 соответ-
ственно. При графическом способе используется диаграмма в плоскости эксцесс ~ асим-
метрия в квадрате (a4 ~ a3) при аналитическом способе используется линейная зависи-
мость в виде:

	 	                                                  (12)

Правило выбора семейства распределения аналитическим способом сформулирова-
но в таблице 5 [24].
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Таблица 5. Условия выбора семейства распределения Джонсона

Условие Соответствующее семейство распределений
SU

SL

SB

Распределение Джонсона неприменимо

В таблице 6 для каждого из рассмотренных активов представлены выборочные зна-
чения коэффициента эксцесса и асимметрии, значения решающих правил и выбранное 
на их основе семейство распределения Джонсона.

Оценки параметров распределения Джонсона SU, полученные для эмпирических 
данных, а также результаты проверки гипотезы H0 : ςt ~ JSU(γ, ξ, ε. λ) о принадлежности 
распределению Джонсона SU с оцененными параметрами представлены в таблицах 7, 8. 
Так как полученные р-значения больше традиционного в финансах уровня значимости   
можно сделать вывод, что гипотеза H0 : ςt ~ JSU(γ, ξ, ε. λ) не отвергается. На рисунке 1 
сплошной линией изображена теоретическая плотность распределения Джонсона SU c 
параметрами из таблицы 7. Из этого рисунка видно, что теоретическая плотность хорошо 
воспроизводит гистограмму, построенную по историческим данным.

Таблица 6. Выбор семейства распределения Джонсона для абсолютных 
и относительных доходностей акций компаний Сбербанк, Газпром, 

Норильский Никель и Роснефть

Характеристики Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть
Абс. Отн. Абс. Отн. Абс. Отн. Абс. Отн.

 a3 –0.04 0.75 –0.82 –0.31 0.49 2.48 –1.98 0.81
a4 17.68 24.67 16.34 16.89 12.72 57.02 43.61 22.63

3.00 4.09 4.30 3.18 3.46 14.83 10.54 4.25

1 + a3 0.96 1.75 0.18 0.69 1.49 3.48 –0.98 1.81
Выбранное распределение SU SU SU SU

Таблица 7. Параметры распределения Джонсона SU, p -значения проверки 
гипотез о принадлежности к распределению Джонсона (абсолютные доходности)

Параметры 
распределения Джонсона Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть Среднее 

значение
γ –0.04 0.02 –0.09 –0.03 –0.03
η 1 1 1 1 1
ξ 1.04 1.25 1.41 1.29 1.25
ε –0.03 0.03 –0.08 –0.02 –0.03
λ 0.62 0.86 1.06 0.88 0.86

p-значение,
H0 : ςt ~ JSU(γ, ξ, ε. λ) 0.31 0.88 0.95 0.57
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Таблица 8. Параметры распределения Джонсона SU, p -значения проверки 
гипотез о принадлежности к распределению Джонсона (относительные доходности)

Параметры 
распределения Джонсона Газпром НорНикель Сбербанк Роснефть Среднее 

значение
γ –0.09 –0.03 –0.09 –0.04 –0.06
η 1 1 1 1 1
ξ 1.16 1.10 1.14 1.09 1.13
ε –0.08 –0.02 –0.08 –0.04 –0.05
λ 0.73 0.68 0.67 0.66 0.68

p-значение,
H0 : ςt ~ JSU(γ, ξ, ε. λ) 0.43 0.32 0.79 0.83

При использовании параметрических методов расчета VaR необходимо оценить 
параметры выбранной модели данных, и на практике часто прибегают к нормаль-
ному распределению. Предположение о нормальности зачастую используется при 
построении оценок ММП, например, для модели авторегрессии, которая широко 
используется в финансах. При этом оценка обладает полезным свойством асимпто-
тической нормальности [25], которое используется для построения доверительных 
интервалов. В случае, когда предположение о нормальности нарушено, но всё же 
используется в ММП, предельное распределение ошибки оценивания может быть 
отличным от нормального, что приведет к искаженной оценке доверительных интер-
валов. Тест, предложенный авторами статьи и описанный ниже, позволяет оценить 
влияние нарушения предположения о нормальности распределения шумов на ММП 
оценки параметров модели данных (рассмотрен случай модели авторегресии пер-
вого порядка), что, в свою очередь, приводит к изменению точности в оценке VaR 
портфеля параметрическим методом.

Тест включает в себя выполнение следующих шагов:
1.	 Генерация n Монте-Карло траекторий (на m точек) процесса AR (1) с заданными 

параметрами модели α1  и параметрами распределения остатков γ, ξ, ε, λ. 
2.	 Построение оценки параметра модели  методом максимального правдоподобия 

на каждой траектории, в предположении, что:
а)	 остатки имеют нормальное распределение;
б)	 остатки имеют распределение Джонсона SU.
3.	 Расчет ошибки оценивания  на каждой траектории для случаев а) и б).
4.	 Расчет выборочных стандартных отклонений σнорм и σJSU  по набору ошибок оце-

нивания, полученных на шаге 3.
5.	 Расчет метрики потери точности в оценке параметра по следующей формуле:

	  	                                                  (13)

Параметры, использованные для проведения теста, описаны в таблице 9. В качестве 
параметров распределения остатков использовались усредненные параметры распреде-
ления остатков из таблиц 7, 8.
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Таблица 9. Настройки теста
α1 n m γ ξ ε λ η

Абс. доходности [–0.9; 0.9] 10 000 750 –0.03 1.25 –0.03 0.86 1
Отн. доходности [–0.9; 0.9] 10 000 750 –0.06 1.13 –0.05 0.68 1

На рисунке 2 изображена зависимость метрики потери точности в оценке параметра 
авторегрессии Δσ (слева) и выборочных стандартных отклонений σ (справа) от значения 
истинного параметра регрессии. Маркерами обозначено значение выборочного стан-
дартного отклонения ошибки оценивания в предположении нормальности распределе-
ния шумов, а сплошной линией – в предположении распределения Джонсона.

Рис. 2. Зависимость метрики потери точности в оценке параметра авторегрессии (слева) 
и выборочных стандартных отклонений от значения истинного параметра 

регрессии (справа).

Рис. 3. Скорость сходимости оценки параметра регрессии в зависимости 
от размера выборки (слева для абсолютных доходностей, 

справа для относительных).

Как видно из рисунка 2, при невыполнении предположения о нормальности остатков, 
задающих динамику процесса, потеря в точности оценки параметров меняется в интер-
вале от 22% до 26% для абсолютных и от 33% до 37% для относительных доходностей 
активов при изменении параметра α1  в интервале [–0.9; 0.9]. 

На рисунке 3 пунктирной линией изображена скорость сходимости оценки параме-
тра регрессии (уменьшения разброса относительно его истинного значения) в зависи-
мости от размера выборки m в предположении нормальности распределения остатков, а 
сплошной – в предположении распределения Джонсона. 
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Как видно из рисунка 3, стандартное отклонение ошибки оценивания в предположе-
нии, что шумы имеют распределение Джонсона быстрее, стремится к нулевому значению.

Для оценки смещения метрики VaR на 10 дней при нарушении предположения о нор-
мальности авторами данной статьи предлагается тест, включающий в себя выполнение 
следующих шагов:

1. Генерация траектории однодневных абсолютных/относительных доходностей (на 
10 млн. точек), описываемых процессом AR (1) с заданным параметром модели α1 и па-
раметрами шума γ, ξ, ε, λ.  

2. Расчет траектории десятидневных доходностей из однодневных доходностей на 
непересекающемся окне в десять точек.

3. Расчет квантилей уровня 1%, 5%, 95%, 99% на выборках однодневных и десятид-
невных доходностей.

4. Расчет аппроксимации квантилей уровня 1%, 5%, 95%, 99% для десятидневных 
доходностей по формуле (6).

Для проведения теста использовались усредненные по активам параметры распреде-
ления шума из таблиц 7 и 8, а также коэффициент регрессии α1 = 0.06  Результаты теста 
представлены в таблицах 10 и 11.

Таблица 10. Оценка смещения метрики VaR на 10 дней при нарушении 
предположения о нормальности (параметры распределения оценены 

на абсолютных доходностях)

Таблица 11. Оценка смещения метрики VaR на 10 дней при нарушении 
предположения о нормальности (параметры распределения оценены 

на относительных доходностях)

Квантили распределения VaR10d Истинное значение Аппроксимация Ошибка

5% квантиль –197.03 –184.14 –7%
95% квантиль 202.98 190.21 –6%
1% квантиль –296.48 –332.43 12%
99% квантиль 306.66 345.73 13%

Квантили распределения VaR10d Истинное значение Аппроксимация Ошибка

5% квантиль –0.11 –0.11 –4%
95% квантиль 0.14 0.12 –13%
1% квантиль –0.17 –0.21 19%
99% квантиль 0.21 0.23 6%

Из таблиц 10, 11 видно, что нарушение предположения о нормальности распределе-
ния в зависимости от уровня значимости приводит как к недооценке, так и переоценке 
риска. Из результатов теста, полученных для относительных доходностей, видно влия-
ние несимметричности распределения на оценку метрики на разных уровнях значимо-
сти. Этот факт необходимо учитывать, например, если метрика VaR используется в каче-
стве шокового значения риск фактора портфеля для расчета регуляторного капитала на 
основе дельта-метода. В этом случае шоковое значение будет отличаться в зависимости 
от занятой позиции относительно риск фактора (покупка, продажа). 
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В таблице 12 приведены интервалы плотности распределения, для которых наблю-
дается недооценка и переоценка риска с указанием экстремальных значений смещения 
метрики, полученные в результате численных экспериментов.

Рисунки 4, 5 демонстрируют результаты, полученные выше.
Таблица 12. Интервалы и максимальные значения смещения метрики VaR на 10 дней 

при нарушении предположения о нормальности

Вид
доходностей

Недооценка риска Переоценка риска
Интервал Мин. значение, % Интервал Макс. значение, %

Абсолютные [2.8%; 97.2%] –15.5 [0.1%; 2.8%)  (97.2%; 99.9%] 42.3

Относительные [3.7%, 98.4%] –21.1 [0.1%; 3.7%)  (98.4%; 99.9%] 56.6

Рис. 4. Истинное значение VaR (сплошная линия) и его аппроксимация (пунктирная линия). 
Параметры распределения оценены на абсолютных доходностях.

Рис. 5. Истинное значение VaR (сплошная линия) и его аппроксимация (пунктирная линия). 
Параметры распределения оценены на относительных доходностях.

Заключение

В настоящей статье показано, как нарушение предположения о нормальности рас-
пределения активов, широко используемое для прогнозирования финансовых временных 
рядов, влияет на точность оценки параметров модели авторегрессии, а также на оценку 
риска инвестиционного портфеля. Для данного исследования в качестве альтернативного 
распределения было рассмотрено семейство распределений Джонсона, которое согласу-
ется с эмпирическим распределением доходностей акций российских компаний. Для анализа 
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в работе были использованы данные о стоимости акций компаний Сбербанк, Газпром, 
Норильский Никель и Роснефть за период с 20/07/2006 по 19/01/2019.

Согласно результатам тестов, представленных в статье, нарушение предположения 
о нормальности распределения активов приводит к потере в точности оценки параме-
тра модели авторегрессии в интервале [22%; 26%] для абсолютных доходностей и [33%; 
38%] для относительных доходностей при изменении параметра авторегрессии в интер-
вале [–0.9; 0.9]. Более того, показано, что на уровне значимости 5% (95%) метрика VaR, 
полученная в предположении о нормальности распределения доходностей активов, недо-
оценивает истинный риск портфеля на 7% (6%) для абсолютных доходностей и 4% (13%) 
для относительных доходностей. 

Полученные результаты подтверждают важность правильного выбора распределения 
доходностей активов во избежание как недооценки, так и переоценки риска инвестици-
онного портфеля.
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