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В представленной статье приведен анализ моделей, связывающих значения двух вре-
менных рядов. На первом этапе исследования каждый из них анализируется отдельно – на 
основе характеристик ряда строится модель ARIMA(p, d, q). Взаимосвязь между времен-
ными рядами подтверждается с помощью теста на коинтеграцию. Затем строится мате-
матическая модель, связывающая значения двух рядов, – используется модель ADL(p, q). 
При этом, для рассматриваемых рядов показано, что порядки p, q модели ADL(p, q) связаны 
с порядками модели ARIMA(p, d, q). Таким образом, при подборе математической модели 
ADL(p, q) ограничивается число проверяемых моделей. В рамках проведённых ранее иссле-
дований выявлено, что автоматический подбор моделей ARIMA(p, d, q) по значениям ис-
следуемого ряда ограничивается малыми значениями параметров q ≤ 5, p ≤ 5. Также стрем-
ление использовать самую простую модель (с наименьшими значениями p, q) заложено в 
структуру информационных критериев Акаике AIC и Байесовского критерия (Шварца) BIC, 
которые используются для сравнения моделей ARIMA(p, d, q). В представленной работе 
предполагается использовать модели ADL(p, q), чьи максимальные значения порядков при 
подборе модели ограничиваются порядками моделей ARIMA(p, d, q) для связываемых ря-
дов. В ходе предшествующего исследования показано, что если отказаться от ограничения 
на сложность модели, можно построить модели ARIMA(p, d, q) более высоких порядков p и 
q (p > 5 и/или q > 5), которые лучшим образом подстраиваются под значения временного 
ряда, чем модели ARIMA(p, d, q) низких порядков. Такой результат ведёт к идее использова-
ния моделей ADL(p, q) высоких порядков p и q (p > 5 и/или q > 5) вслед за использованием 
моделей ARIMA(p, d, q) высоких порядков для описания поведения связываемых рядов. В 
работе представлен вычислительный эксперимент, в котором модели ADL(p, q) строятся 
по значениям временных рядов индекса заработной платы, денежных доходов населения; 
производства и распределения электроэнергии, газа и воды; реального объема сельско-
хозяйственного производства из набора динамических рядов макроэкономической стати-
стики РФ временного периода 2000–2018 гг.
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In the paper the mathematical models describing connection between two time series 
are researched. At first each of them is investigated separately, and the ARIMA(p, d, q) model 
is constructed. These models are based on the time series characteristics obtained during the 
analysis stage. The connection between two time series is confirmed with the aid of cointegration 
statistical tests. Then the mathematical model of the connection between series is constructed. The 
ADL(p, q) model describes this dependence. It’s shown that for the time series under investigation 
the orders p, q of the ADL(p, q) model are connected with the ARIMA(p, d, q) orders of the models 
describing each series separately. This step makes the set of the investigated ADL(p, q) models 
much smaller. In the previous papers it was also shown that the ARIMA(p, d, q) automatical fitting 
functions in popular packages use limitations on the p, q orders of the time series process: 
q ≤ 5, p ≤ 5. The wish to use the simplest models is also built in the structure of the Akaike (AIC) 
and Bayes (BIC) informational criteria. In the paper the maximal values of the ADL(p, q) model 
orders are supposed to be the orders of the appropriate ARIMA(p, d, q) series. In the previous 
work it was shown that using high order ARIMA(p, d, q) it is possible to fit the models better. 
In this paper the experiments on the ADL(p, q) models construction are presented. The wage 
index and money income index time series pair is researched, and also the gas, water and energy 
production and consumption index/real agricultural production index pair is investigated. The 
data in the 2000–2018 time period is taken from the dynamic series of macroeconomic statistics 
of the Russian Federation.
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Временные ряды – инструмент, часто применяемый в разных областях науки. Они 
представляют собой наборы данных, содержащих информацию об одном и том же 

объекте статистического исследования и собранных в различные моменты времени. При-
мерами могут служить курсы валют, показатель индекса заработной платы и т.д. в эконо-
мике [1, 2]; показатели солнечной активности или уровня воды в озёрах и реках и т.п. в 
естественных науках [3, 4]; статистика количества пациентов, поступающих в некоторое 
медицинское учреждение [5]. 
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Исследователями замечено, что для построения практических моделей и проведения 
научных экспериментов удобно оперировать временными рядами, обладающими посто-
янными математическим ожиданием и дисперсией, – слабо стационарными процессами 
(стационарными в широком смысле, с добавлением некоторых дополнительных требо-
ваний) [6–9]. В то же время литературный обзор показывает, что процессы, рассматри-
ваемые в практикоориентированных исследованиях, крайне редко обладают свойством 
стационарности, поэтому разработаны методы перехода к стационарным математиче-
ским моделям, например: использование спектрального анализа [10–14]; выделение и 
удаление из временного ряда тренда, шума, сезонных и периодических составляющих 
[15, 16]; переход к временным разностям d-го порядка (модель ARIMA(p, d, q), интегри-
рованная модели авторегрессии и скользящего среднего) [8, 9, 17, 18] и т.д. Чаще всего 
используется последний способ в связи с его сравнительной простотой, а также тем, что 
его реализации есть во многих популярных статистических пакетах (например, в паке-
тах языка статистической обработки данных R). На практике при работе с временными 
рядами часто требуется описывать их с помощью каких-либо математических моделей и 
производить прогноз значений на некоторый период в будущем. 

Также решается задача о взаимосвязи двух временных рядов и причинно-следствен-
ной связи между ними: в ситуации, когда поведение временных рядов описано с помо-
щью математических моделей (например, ARIMA(p, d, q)), необходимо построить модель 
взаимосвязи между двумя рядами [2, 19–21] (в частности, коинтеграции нестационарных 
рядов [22, 23]). Одна из наиболее часто используемых математических моделей, выража-
ющая связь между временными рядами, – модель авторегрессии и распределённого лага 
ADL(p, q) [7, 9, 11]. 

Представленная работа посвящена сопоставлению возможностей моделей 
ARIMA(p, d, q), ADL(p, q) по выявлению взаимозависимостей между временными ря-
дами и прогнозированию их величин на примерах из набора динамических рядов макро-
экономической статистики РФ, формируемой при участии НИУ ВШЭ, временного 
пери ода 2000–2018 гг. [1]. В качестве экспериментальных объектов исследования были 
использованы пары рядов: заработной платы и денежных доходов населения, а также 
временные ряды индекса производства и распределения электроэнергии, газа и воды и 
индекса реального объема сельскохозяйственного производства. 

При рассмотрении перечисленных временных рядов в рамках исследования ставилcя 
вопрос об определении параметров модели, связывающей показатели двух временных 
рядов, после определения их порядков p, q в модели ARIMA(p, d, q).

В первой части исследования представлен вычислительный эксперимент по сопостав-
лению временных рядов, имеющих экономическое значение: месячных показателей зара-
ботной платы и денежных доходов населения [1], которые, на первый взгляд, должны быть 
связаны. Графики рядов, их автокорреляционной функции (autocorrelation function, ACF) 
и частной автокорреляционной функции (partial autocorrelation function, PACF) [6–8] пред-
ставлены на рис. 1, 2. Формально автокорреляционная функция и частная автокорреляцион-
ная функция определены только для стационарных процессов [8, 9, 17], но, при рассмо-
трении нестационарного процесса они являются информативными характеристиками его 
поведения. Дальнейший анализ следует методике, использованной в работах [24, 25].
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На представленных графиках хорошо прослеживается сезонность (пики на графи-
ках частной автокорреляционной функции, PACF) в районе 12–13-го месяца (годичная 
сезон ность), основное отличие – в наличии пика в районе 6-го месяца в графике функции 
PACF заработной платы. Это означает, что модели ARIMA(p, d, q) 6-го порядка (p = 6 или 
q = 6) могут удачно описать этот процесс. Исследованию моделей ARIMA(p, d, q) высо-
ких порядков и методике подбора наилучшей модели посвящены работы [24, 25].

Рис. 1. Динамика месячного показателя индекса реальной заработной платы:
а) временной ряд (за 100% принято значение декабря 1992 года)

 б) автокорреляционная функция ACF, 
в) частная автокорреляционная функция PACF (пунктиром отмечен уровень значимости).

Для проверки стационарности ряда заработной платы проведён тест Дики-Фуллера 
(пакет aTSA языка R) [6, 7, 18], в котором строятся специальные регрессии с использова-
нием значений временного ряда за несколько прошедших месяцев (номер лага показыва-
ет, данные скольких последних месяцев учитываются в тесте). В табл. 1 указан уровень 
значимости при проверке нулевой гипотезы о нестационарности ряда: p ≤ 0.01 означает, 
что гипотеза отвергается, ряд стационарен; p ≥ 0.01 – ряд не является стационарным. Для 
временного ряда результаты теста с точностью до 0.01 приведены в табл. 1.

В целом, по приведенным результатам для обоих периодов гипотеза о нестационар-
ности процесса подтверждается. В полученных данных присутствует тренд, демонстри-
рующий рост заработной платы.

Согласно [8, 9], рассмотрев последовательные разности ограниченного порядка, мож-
но получить стационарный ряд. Для приведения временного ряда к стационарному виду 
построен ряд из разностей значений соседних периодов месячного показателя индекса 
заработной платы (разность 1-го порядка). Модель разности первого порядка заработной 
платы удовлетворяет условиям стационарности по тесту Дики-Фуллера [6, 7, 18]: во всех 
тестах для лагов от 1 до 5 получены уровни значимости менее 0.01. 

а

б в
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Рис. 2. Динамика месячного показателя индекса реальных денежных доходов населения 
а) временной ряд (за 100% принято значение декабря 1992 года), 

б) автокорреляционная функция ACF, в) частная автокорреляционная функция PACF.

Таблица 1. Результаты проверки стационарности временного ряда 
заработной платы (в месяц) с помощью теста Дики-Фуллера

Модель ARIMA, автоматически подобранная по значениям временного ряда индекса 
заработной платы, имеет вид ARIMA (0, 1, 3) с сезонностью в 12 месяцев. Автоматический 
поиск моделей ARIMA(p, d, q) (функция auto.arima() пакета stats языка статистической 
обработки R) производится только среди моделей с порядком p ≤ 5 и q ≤ 5 (своеобразное 
проявление принципа «бритвы Оккама» – поиск наиболее простых моделей, описываю-
щих процесс, с малыми p и q) согласно критерию Акаике [6, 7, 9], который накладывает 
штраф за сложность модели (за высокие значения параметров p и q). В связи с этой осо-
бенностью, при моделировании временного ряда в представленной работе используются 
не только автоматически подобранные модели, но и модели, параметры которых получе-
ны по наблюдению характера процесса на графиках автокорреляционной функции ACF 
и частной автокорреляционной функции PACF. Подробнее структура информационных 
критериев Акаике AIC и Байеса (Шварца) BIC проанализирована в [6, 7, 9, 25]. Сле-
дуя работам [24, 25], стоит проверить модели высоких порядков, которые также могут 
хорошо описывать поведение временного ряда. В ходе вычислительного эксперимента 

Тип теста Лаг 1 Лаг 2 Лаг 3 Лаг 4 Лаг 5
Нет сдвига, нет тренда 0.61 0.79 0.92 0.96 0.99
Сдвиг (drift), нет тренда 0.10 0.45 0.61 0.64 0.64
Сдвиг (drift) и тренд ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 0.07 0.35

а

б в
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рассмотрены модели 7-го порядка (p = 7, q ≤ p или q = 7, p ≤ q) в связи с наличием пика на 
графике функции PACF в районе 7-го лага (рис. 1). В качестве сезонной компоненты вы-
биралась функция, подобранная при автоматическом поиске модели. Наиболее удачные 
модели приведены в табл. 2. Модели, которые не указаны в таблице, либо демонстрируют 
менее удачный результат по критерию Акаике (чем ниже значение критерия, тем луч-
ше модель настроена по данным временного ряда), либо их коэффициен ты некорректны 
(пределы бесконечны или не существуют).

Аналогично протестирован временной ряд денежных доходов населения. Результаты 
проверки стационарности по тесту Дики-Фуллера представлены в табл. 3.

Таблица 2. Значения информационного критерия Акаике для различных 
моделей временных рядов, описывающих индекс заработной платы

Таблица 3. Результаты проверки стационарности временного ряда 
денежных доходов населения (в месяц) с помощью теста Дики-Фуллера

Модель временного ряда Значение информационного критерия Акаике AIC
auto.arima = ARIMA (0, 1, 3) 4 547.25
ARIMA(7, 1, 4) 4 530.74
ARIMA(4, 1, 7) 4 534.56
ARIMA(7, 1, 2) 4 539.86
ARIMA(7, 1, 6) 4 520.77

Тип теста Лаг 1 Лаг 2 Лаг 3 Лаг 4 Лаг 5
Нет сдвига, нет тренда 0.04 0.59 0.84 0.98 0.99
Сдвиг (drift), нет тренда 0.01 0.60 0.87 0.97 0.99
Сдвиг (drift) и тренд 0.01 0.01 0.01 0.09 0.29

Можно констатировать нестационарность рассматриваемого временного ряда, поэтому 
был рассмотрен временной ряд разностей первого порядка. По результатам теста 
Дики-Фуллера во всех тестах для лагов от 1 до 5 получены уровни значимости менее 0.01.

Модель разности первого порядка денежных доходов населения удовлетворяет услови-
ям стационарности по тесту Дики-Фуллера [6, 7, 18]. Следовательно, для разностей перво-
го порядка можно строить модели ARMA(p, q) = ARIMA(p, 0, q) и при рассмотрении ряда 
заработной платы, и в случае денежных доходов населения. Отметим, что при использо-
вании ARIMA поведение ряда моделируется только на основе его значений в предыдущие 
моменты времени, в зависимость не включаются другие переменные или временные ряды. 

При рассмотрении временного ряда индекса денежных доходов населения [1] не вы-
явлено предпосылок для поиска специальных сложных моделей ARIMA(p, d, q) (p > 5 
или q > 5). На рис. 2 видно, что у функции PACF отсутствуют пики выше уровня значимо-
сти для лагов 5, 6 и последующих вплоть до 12-го лага, который соответствует годичной 
сезонности. Автоматический подбор модели ARIMA даёт процесс ARIMA(5, 1, 0).

Более подробный анализ критерия Акаике в применении к моделям временных рядов 
ARIMA приведён в работах [24–26]. 

Далее проверим исследуемые временные ряды на наличие коинтеграции. Под ко-
интеграцией подразумевается долгосрочная связь между значениями временных рядов: 
их линейная комбинация должна давать стационарный временной ряд. Для проверки её 
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наличия используется тест Грейнджера (Энгла – Грейнджера) [6–9, 22, 23, 26–28], а сама про-
цедура принимает вид проверки статистической гипотезы. Значение p-статистик, полученных 
при проверке гипотезы о том, что заработная плата зависит от денежных доходов населения 
с учётом трёх последних лагов, и гипотезы об обратной зависимости, менее 0.001, поэтому 
можно констатировать наличие взаимосвязи между этими временными рядами.

При построении математических моделей, связывающих поведение временных 
рядов, чаще всего пользуются моделями ADL(p, q) (также встречается обозначение 
ARDL(p, q)) [9, 26, 28, 29]. Другой используемый метод – модель коррекции ошибок 
(ECM, error correction model) можно получить из моделей ADL(p, q), используя линейное 
преобразование [23, 29], поэтому в рамках представленной статьи ограничимся рассмо-
трением моделей ADL(p, q). 

Одно из главных достоинств моделей ADL(p, q) – отсутствие требований о стаци-
онарности связываемых временных рядов [30–32]. Отсюда следует, что модель можно 
применять на исходных данных без удаления тренда и сезонности, но для этого требу-
ется дополнительная обработка значений временного ряда [33, 34]. С другой стороны, 
перейдя к стационарным временным рядам, можно строить модели ADL без дополни-
тельной предобработки [29–34], что и было проведено в вычислительном эксперименте 
(индекс заработной платы и денежных доходов населения – это временные ряды первого 
порядка d = 1, поэтому достаточно перейти к разностям первого порядка).

При описании поведения временного ряда Y(t) c помощью его значений в предыду-
щие моменты времени и значений второго ряда X(t): q – количество лагов временного 
ряда Y(t), p – максимальный порядок лага временного ряда X(t). Форма модели ADL(p, q) 
представлена для наглядности в виде линейной регрессии (1):

                                           (1)

При построении взаимосвязи индексов заработной платы (модель ARIMA 7-го по-
рядка, подобранная вручную, или модель ARIMA 3-го порядка, полученная автоматиче-
ским поиском) и денежных доходов населения (модель ARIMA 5-го порядка), есть два 
основных логических пути по подбору параметров p и q. С одной стороны, аналогично 
принципам построения информационных критериев Акаике AIC и Байеса BIC [25] можно 
подбирать самые простые модели с наименьшими значениями параметров p и q: p < 3, q < 3. 
Другое решение – использовать максимальные значения порядков p и q моделей ARIMA 
(p, d, q), описывающих связываемые процессы: 5-й порядок для индекса денежных дохо-
дов, 7-й или 3-й порядок – для индекса заработной платы.

В табл. 4 приведены результаты вычислительного эксперимента, в котором времен-
ной ряд индекса денежных доходов населения выражался через свои значения за несколь-
ко последних месяцев, а также с помощью значений индекса реальной заработной платы. 

В табл. 4 первые две модели – самые простые по структуре. Модель первого порядка 
включает незначимые параметры. Согласно модели второго порядка ADL(2, 2), лаги по 
индексу заработной платы незначимы, второй лаг по денежным доходам населения также 
незначим. Хотя у обеих моделей высокий коэффициент детерминации R2, в них большое 
количество незначимых регрессоров.
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Имея ввиду порядки моделей ARIMA(p, d, q), описывающих исследуемые времен-
ные ряды (модель ARIMA 7-го порядка, подобранная вручную, или модель ARIMA 3-го 
порядка, полученная с помощью автоматического подбора для индекса заработной пла-
ты; модель ARIMA 5-го порядка для индекса денежных доходов населения), следует рас-
смотреть модели ADL 7-го, 5-го и 3-го порядков. Сначала тестировались полные модели, 
в которых участвовали все лаги от 1 до значений p и q, а затем незначимые параметры 
исключались из регрессии. Как видно, модель наиболее полным образом отражающая 
взаимосвязь индексов ADL(6, 7), имеет высокую сложность. Её вид (значения параме-
тров даны с точностью до 0.01) приведён в формуле (2) (все регрессоры значимы):

                                      (2)

Кроме указанных моделей, также были проверены и другие. Исключение незначи-
мых регрессоров из модели ADL(3, 3) приводит к указанной выше модели ADL(1, 1). 
Обработка модели ADL(4, 4) ведёт к модели ADL(4, 3), коэффициент детерминации кото-
рой чуть хуже, чем у модели 7-го порядка. Обработанная модель 6-го порядка ADL(6, 6) 
демонстрирует практически такой же результат, что и проверенная модель 5-го порядка, 
но её сложность чуть выше. Исключение незначимых параметров из моделей 8-го и 9-го 
порядков приводит к исследованной выше модели 7-го порядка. Более высокие порядки 
в рамках этих моделей нет смысла рассматривать, т.к. исследуемые временные ряды об-
ладают сезонностью в 1 год (12 лагов).

Естественно, следует отметить, что коэффициент R2 в нескольких моделях довольно 
высокий (более 94%) и «борьба» ведётся за единицы процентов доли объяснённой дис-
персии. По этой причине в исследовании произведён ещё один эксперимент.

Далее приведены результаты следующего вычислительного эксперимента по ана-
лизу временных рядов, связь которых менее очевидна: месячные показатели индекса 
производства и распределения электроэнергии, газа и воды и индекса реального объема 
сельско хозяйственного производства [1]. В ходе литературного обзора не выявлено свя-
зей между этими временными рядами. При этом, поведение функций ACF этих рядов 
схоже, присутствует лишь сдвиг на несколько лагов.

Таблица 4. Модели ADL(p, q), связывающие значения лагов индекса заработной 
платы wage(p) и лагов индекса денежных доходов населения income(q): 

их характеристики R2

Модель ADL(p, q) Adjusted R2

ADL(1, 1) 0.9403
ADL(2, 2) 0.9405
ADL(6, 7) 0.9737
ADL(5, 5) 0.7675
ADL(4, 3) 0.9506
ADL(6, 6) 0.7884
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Рис. 3. Динамика месячного показателя индекса производства и распределения 
электроэнергии, газа и воды:  

а) временной ряд (за 100% принято значение января 2002 года); 
б) автокорреляционная функция ACF; в) частная автокорреляционная функция PACF 

(пунктиром отмечен уровень значимости).

Аналогично проведённому для первой пары рядов анализу исследуем указанные 
процессы.

На представленных на рис. 3, 4 графиках хорошо прослеживается сезонность (пики на 
графиках частной автокорреляционной функции PACF) в районе 6, 12-го месяца, но в отличие 
от предыдущего примера не только отклики, соответствующие 6-му и 12-му лагу, выше уров-
ня значимости, но и значения для нескольких соседних лагов также выше предельного уровня.

При проведении теста Дики-Фуллера [6, 7, 18] для производства и распределения 
электроэнергии, газа и воды отвергнута гипотеза о нестационарности ряда (его результа-
ты приведены в таблице 5). Следовательно, нет необходимости переходить к разностям 
соседних показателей и для описания временного ряда допустимо использовать модели 
ARMA(p, q) = ARIMA(p, 0, q).

Автоматический подбор модели ARIMA даёт процесс второго порядка AR(2) = ARIMA(2, 0, 0). 
Судя по графику частной автокорреляционной функции PACF, необходимо дополнительно 
рассмотреть модели 6-го порядка. И действительно оказывается, что все модели с p = 6 пре-

а

б в

Таблица 5. Результаты проверки стационарности временного ряда индекса 
производства и распределения электроэнергии, газа и воды (в месяц) 

с помощью теста Дики-Фуллера

Тип теста Лаг 1 Лаг 2 Лаг 3 Лаг 4 Лаг 5
Нет сдвига, нет тренда 0.36 0.11 0.10 0.25 0.48
Сдвиг (drift), нет тренда ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01
Сдвиг (drift) и тренд 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01
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восходят по информационному критерию Акаике автоматически подобранный процесс. 
Вдобавок, некоторые модели с параметром q = 6 также выглядят несколько лучше модели 
2-го порядка. По характеру графика автокорреляционной функции ACF видно, что также 
следует проверить модели с параметром p = 8. Параметры некоторых моделей, продемон-
стрировавших наилучшее поведение по критерию Акаике (чем ниже значение, тем лучше 
модели настроены по данным временного ряда), приведены в табл. 6. 

Следуя анализу, проведённому в работах [24, 25], заметим, что, не ограничиваясь 
малыми порядками p, q моделей ARIMA(p, d, q), для некоторых эконометрических рядов 
удаётся построить лучшие модели с высокими значениями p, q.

Таблица 6. Значения информационного критерия Акаике для различных 
моделей временных рядов, описывающих индекс производства 

и распределения электроэнергии, газа и воды

Модель временного ряда Значение информационного критерия Акаике AIC
auto.arima = ARIMA (2, 0, 0) 835.69
ARIMA(6, 0, 0) 828.65
ARIMA(6, 0, 1) 823.85
ARIMA(6, 0, 2) 827.41
ARIMA(6, 0, 3) 827.6
ARIMA(4, 0, 6) 827.06
ARIMA(5, 0, 6) 828.77
ARIMA(6, 0, 6) 822.31
ARIMA(8, 0, 5) 823.06
ARIMA(8, 0, 8) 824.24

Рис. 4. Динамика месячного показателя индекса реального объема сельскохозяйственного 
производства:  а) временной ряд (за 100% принято значение января 2002 года), 

б) автокорреляционная функция ACF; в) частная автокорреляционная функция PACF 
(пунктиром отмечен уровень значимости) .

а

б в
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Таблица 7.  Результаты проверки стационарности временного ряда индекса реального 
объема сельскохозяйственного производства (в месяц) с помощью теста Дики-Фуллера

Тип теста Лаг 1 Лаг 2 Лаг 3 Лаг 4 Лаг 5
Нет сдвига, нет тренда ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 0.02 0.02

Сдвиг (drift), нет тренда ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01
Сдвиг (drift) и тренд ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01 ≤ 0.01

Аналогично протестирован временной ряд индекса реального объема сельскохозяй-
ственного производства. Результаты проверки стационарности по тесту Дики-Фуллера 
представлены в табл. 7. 

Таблица 8. Значения информационного критерия Акаике для различных 
моделей временных рядов, описывающих индекс реального объема 

сельскохозяйственного производства

Модель временного ряда Значение информационного критерия Акаике AIC
auto.arima = ARIMA (1, 1, 1) 2781.37
ARIMA(7, 0, 1) 2798.91
ARIMA(1, 0, 7) 2798.97
ARIMA(3, 0, 7) 2799.49
ARIMA(4, 0, 7) 2798.41

Далее проверим исследуемые временные ряды на наличие коинтеграции с помощью тес-
та Энгла – Грейнджера [6–9, 22, 23, 27–29]. Значение p-статистик, полученных при проверке 
гипотезы о том, что потребление электроэнергии, газа и воды зависит от индекса реального 
объема сельскохозяйственного производства с учётом трёх последних лагов, и гипотезы об об-
ратной зависимости, менее 0.001, поэтому можно констатировать наличие взаимосвязи между 
этими временными рядами.

Так же, как и в предыдущем эксперименте, при построении связи между временными ря-
дами в виде структуры ADL сначала проверены наиболее простые модели 1-го и 2-го порядка, 
т.к. автоматический подбор моделей ARIMA(p, d, q) дал процессы с p = 2 для индекса произ-
водства и распределения электроэнергии, газа и воды и p = 1, q = 1 для ряда индекса реального 
объема сельскохозяйственного производства (но тест Дики-Фуллера показал, что эту величину 
можно рассматривать как стационарный временной ряд). Рассмотрение более сложных моделей 
ARIMA(p, d, q) для этих временных рядов позволило построить более удачную связь между 
ними в виде модели ADL(p, q) высоких порядков (результаты приведены в табл. 9). 

Временной ряд индекса реального объема сельскохозяйственного производства явно яв-
ляется стационарным, согласно тесту Дики-Фуллера. При этом, на 4-м и 5-м лагах наблюда-
ется уровень значимости выше 1%, что подсказывает возможность перехода к разностям пер-
вого порядка. Автоматический подбор моделей ARIMA(p, d, q) даёт процесс ARIMA(1, 1, 1). 
Наличие пиков на графике частной автокорреляционной функции PACF вплоть до 7-го лага, 
а также наличие пиков на графике автокорреляционной функции ACF до 8-го лага говорит 
о том, что модели ARIMA 7-го и 8-го порядков могут удачно моделировать представленный 
процесс. Вместе с тем, результаты вычислительного эксперимента, приведённые в таблице 8, 
не дают лучшей модели, чем ARIMA(1, 1, 1), по критерию Акаике (чем ниже значение, тем 
лучше модель настроена по данным временного ряда). Это связано с высокой сложностью 
(большими значениями порядков p и q) тестируемых моделей ARIMA(p, d, q) [25].
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Таблица 9. Модели ADL(p, q), связывающие значения лагов индекса производства 
и распределения электроэнергии, газа и воды egw(q) и лагов индекса реального 

объема сельскохозяйственного производства agr(p): их характеристики R2

Модель ADL(p, q) Adjusted R2

ADL(1, 1) 0.8523
ADL(2, 1) 0.8712
ADL(6, 7) 0.967
ADL(3, 3) 0.9289
ADL(4, 4) 0.9112
ADL(3, 5) 0.9553
ADL(6, 6) 0.9642

В ходе тестирования модели ADL(8, 8) были исключены незначимые регрессоры. Полу-
ченная модель имеет форму ADL(6, 7). Значения её коэффициентов с точностью до 0.01 при-
ведены в формуле (3): 

                                                       (3)

Дополнительно для сравнения приведены коэффициенты детерминации для других мо-
делей: 3-го, 4-го, 5-го и 6-го порядков. Как видно, по этому параметру наилучшей моделью
оказывается ADL(6, 7), подтверждённая другим путём, – основываясь на параметрах мо-
дели ARIMA(p, d, q).

Таким образом, построив более сложные модели ARIMA(p, d, q) высоких порядков 
(p > 5, q > 5) для временных процессов, взаимосвязь которых требуется исследовать, мож-
но использовать эти значения для порядков p, q в модели ADL(p, q), которые в дальней-
шем тестируются. В ходе вычислительного эксперимента модели ADL(p, q) с высокими 
порядками p, q показали лучшие значение коэффициента R2, чем простые модели 1-го и 
2-го порядка. Отчасти, наличие таких моделей ADL(p, q) подтверждает обоснованность 
построения сложных моделей ARIMA(p, d, q) высоких порядков (p > 5, q > 5) [24, 25].

Для трёх из четырёх исследованных в представленной работе временных рядов уда-
ётся построить модель ARIMA(p, d, q) высокого порядка, которая обладает более удач-
ным значением критерия Акаике, чем простая модель 1-го или 2-го порядка, даже с учё-
том штрафов за сложность модели, используемых в его структуре [25].

Для индекса реального объема сельскохозяйственного производства такую модель 
построить не удалось: модель первого порядка имеет меньшее значение информационно-
го критерия Акаике. Но при этом, модели ARIMA(p, d, q) высокого порядка, построенные 
для него, также ведут к использованию моделей ADL(p, q), обладающих более высоким 
значением коэффициента R2. 

Для обеих исследованных пар временных рядов было проверено наличие взаимос-
вязи между ними статистическими методами, а следом за этим были построены мо-
дели ADL(p, q), связывающие значения двух различных временных рядов (в модели 
ARIMA(p, d, q) поведение ряда прогнозируется на основе только его значений в преды-
дущие моменты времени). На представленных примерах продемонстрирована взаимос-
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вязь порядков процессов ARIMA(p, d, q), моделирующих связываемые ряды, и поряд-
ков моделей ADL(p, q). Обнаружение наличия точной взаимосвязи является объектом 
дальнейших исследований. Её присутствие позволяет снизить количество тестируемых 
моделей при поиске наилучшего соотношения между временными рядами в виде модели 
ADL(p, q).

Следует обратить внимание на то, что коэффициенты в модели ADL(p, q) вычисля-
ются на основе метода наименьших квадратов [29–34], в то время как параметры модели 
ARIMA(p, d, q) получаются исходя из принципа максимального правдоподобия. Инте-
ресно, что, кроме этого, в разных статистических пакетах по разным алгоритмам вычис-
ляются коэффициенты в модели ARIMA(p, d, q) и «единого стандарта» нет. Обзору этих 
алгоритмов посвящена работа [35]. По этим причинам, напрямую нельзя построить связь 
между двумя временными рядами с известным моделями ARIMA(p, d, q), основываясь 
только на величинах порядков p, q и коэффициентов в этих моделях. 

В рамках дальнейшей работы над этой темой предполагается исследовать подробнее 
взаимосвязь порядков моделей ADL(p, q) и ARIMA(p, d, q) на примере разнообразных 
по своим характеристикам и смысловому значению наборов статистических данных, а 
также включить в обработку другие модели, описывающие поведение временного ряда.
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