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Резюме
Цели. Материалы, состоящие из множества ультратонких слоев, каждый из которых имеет толщину порядка 
нескольких нанометров, являются перспективным классом композитных структур с  уникальными физиче-
скими характеристиками, не присущими традиционным материалам. Они представляют значительный инте-
рес в научной и промышленной сферах благодаря своей многофункциональности и широким возможностям 
применения. Особое внимание исследователей привлекают структуры, включающие как магнитные, так и 
немагнитные слои. Исследование магнитооптических явлений, в частности эффекта Керра, в данных струк-
турах способствует углублению понимания их физических свойств и расширению возможностей их практи-
ческого применения. Для корректной интерпретации экспериментальных данных необходимо учитывать воз-
можные интерференционные эффекты. В связи с этим возникает потребность в разработке математической 
модели структуры и сопоставлении экспериментальных результатов с  теоретическими расчетами. Целью 
настоящего исследования является анализ одного из методов моделирования многослойных структур, в ко-
торых всесторонне теоретически рассматриваются все три магнитооптических эффекта Керра (полярный, 
меридиональный, экваториальный) с получением универсальных формул.
Методы. Для моделирования всех трех магнитооптических эффектов Керра в многослойных тонкопленоч-
ных структурах применяется метод Берремана, основанный на матричном представлении дифференциаль-
ных уравнений Максвелла.
Результаты. Для оптически изотропных материалов получены матрицы Берремана, соответствующие экс-
периментальным геометриям, необходимым для наблюдения экваториального, полярного и меридиональ-
ного эффектов Керра. Предложен метод учета толстых слоев в исследуемой структуре.
Выводы. Использование метода Берремана с  применением матриц, представленных в  данной работе, 
для анализа магнитооптических эффектов Керра в изотропной среде позволило получить точные формулы 
магнитооптических эффектов и обеспечило более точное моделирование сложных многослойных структур, 
а также способствует углубленному пониманию их физических характеристик, открывая возможности для 
анализа и поиска широкого спектра материалов.

Ключевые слова: магнитооптические эффекты Керра, метод Берремана, матрица Берремана, тензор 
диэлектрической проницаемости, многослойные структуры
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Abstract
Objectives. Materials composed of numerous ultrathin layers, each having a thickness on the order of several 
nanometers, constitute an advanced class of composite structures exhibiting unique physical properties not typically 
found in conventional materials. These materials are of significant interest in both scientific and industrial sectors 
due to their adaptability and broad potential for application. Researchers are particularly intrigued by structures 
incorporating both magnetic and non-magnetic layers. The investigation of magneto-optical phenomena—particularly 
the Kerr effect—within these structures contributes to a deeper understanding of their physical characteristics, 
as well as enhancing prospects for their practical implementation. Since, to ensure the accurate interpretation of 
experimental data, it is imperative to consider potential interference effects, it becomes necessary to develop a 
mathematical model of the structure for comparing experimental findings with theoretical calculations. The purpose 
of this study is to analyze one of the modeling methods for multilayer structures in which magneto-optical Kerr effects 
can manifest themselves in individual or all layers.
Methods. The Berreman method, which is based on the matrix representation of Maxwell’s differential equations, is 
used to model all three magneto-optical Kerr effects (polar, longitudinal, transverse) in multilayer thin-film structures.
Results. For optically isotropic materials, Berreman matrices have been derived for experimental configurations 
required to observe the transverse, polar, and longitudinal Kerr effects. A method is additionally proposed to account 
for the influence of thick layers within the investigated structure.
Conclusions. For the matrices presented in this paper, the Berreman method was used to analyze magneto-optical 
Kerr effects in an isotropic medium. As well as allowing us to obtain accurate formulas for magneto-optical effects, this 
provided more accurate modeling of complex multilayer structures, as well as contributing to an in-depth understanding 
of their physical characteristics, which provides new opportunities for analyzing and searching a wide range of materials.
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structures
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ВВЕДЕНИЕ

Открытие Майклом Фарадеем в 1845 г. взаимодей-
ствия света с намагниченным веществом привело впо-
следствии к открытию множества линейных и нелиней-
ных, прямых и обратных магнитооптических эффектов 
как в видимой, так и в инфракрасной, ультрафиолетовой 
и рентгеновской областях спектра. Эта область физики 
получила название магнитооптики или магнитофото-
ники. Эффекты Керра, включая магнитооптические эф-
фекты отражения, являются фундаментальной основой 
для  метода магнитооптической керр-спектроскопии. 
Данный метод позволяет проводить анализ магнитного 
состояния локальных областей образца на глубине фор-
мирования магнитооптического сигнала. Исследование 
спектральных зависимостей магнитооптического эф-
фекта Керра при различных длинах волн излучения 
предоставляет возможность получения информации 
о  магнитооптических переходах, отражающих элек-
тронную, кристаллическую и магнитную структуру 
исследуемого локального участка образца [1–4]. Таким 
образом магнитооптическая спектроскопия является 
важным инструментом исследования микро- и нано-
структур, включая многослойные системы.

Многослойные магнитные структуры обладают 
значительным потенциалом для  применения в  раз-
личных областях науки и техники, что делает их объ-
ектом повышенного интереса со стороны исследова-
телей. В последние годы отмечается рост научного 
интереса к изучению и разработке данных структур, 
что сопровождается увеличением числа научных пу-
бликаций, посвященных их  исследованию. Особое 
внимание уделяется системам, состоящим из  силь-
номагнитных (ферромагнетики и ферримагнетики) и 
слабомагнитных материалов [5–8].

Однако моделирование структур, включающих 
слои материалов с магнитооптическими свойствами, 
представляет собой более сложную задачу по срав-
нению с  расчетом оптических систем, состоящих 
из изотропных сред. Получение аналитических вы-
ражений для определенного количества магнитных 
слоев, таких как в  [9], при  возможном увеличении 
их  числа представляет собой трудоемкую задачу, а 
при значительном количестве магнитных слоев ста-
новится нереализуемым. В  рамках метода матриц 
Джонса, как правило, рассматривается случай нор-
мального падения света на структуру.

МЕТОД БЕРРЕМАНА

Более полувека назад Берреман предложил метод 
расчета распространения электромагнитных волн с ис-
пользованием комплексных матриц размером  4  ×  4, 
основанный на  матричном представлении уравне-
ний Максвелла  [10]. Этот метод отличается высокой 

точностью и универсальностью, что позволяет учиты-
вать особенности распространения света в  сложных 
анизотропных структурах, включая многослойные 
системы. Однако, несмотря на его преимущества, ме-
тод Берремана не получил широкого распространения 
из-за  высокой вычислительной сложности и слож-
ности расчета матриц в общем случае. Тем не менее, 
при решении задач, связанных с оптической анизотро-
пией (одноосной, двуосной) и необходимостью учета 
магнитной анизотропии или оптической активности 
среды, преимущества метода Берремана часто ока-
зываются значительными, что делает его применение 
обоснованным в  соответствующих условиях. Одной 
из  наиболее сложных задач в  методе Берремана яв-
ляется вычисление экспоненты матрицы. Однако 
существует ряд приемов, разработанных для  вы-
числения данной экспоненты с  различной степенью 
точности  [11]. При недостаточной точности можно 
разделить рассчитываемый слой на более мелкие под-
слои. Кроме того, в научной литературе представлен 
достаточно точный и эффективный алгоритм, позво-
ляющий вычислять матрицы Берремана для слоев зна-
чительной толщины [12]. В отдельных случаях, таких 
как одноосная среда, матрица Берремана может быть 
вычислена аналитически. В данной работе также при-
ведены точные матрицы для однородных сред с инду-
цированной оптической активностью для геометрий, 
соответствующих экваториальному, полярному и ме-
ридиональному эффектам Керра.

В методе Берремана анализируется распростра-
нение плоской монохроматической волны через од-
нородную среду. Одномерная неоднородная среда 
может быть описана посредством системы плоско-
параллельных слоев, каждый из которых может счи-
таться однородным. 

Рассмотрим суть метода, используя систему ко-
ординат, представленную на  рис.  1. Предположим 
также, что по  обеим сторонам исследуемого слоя 
находится воздух. Следовательно, среда, из которой 
свет падает на слой материала и в которую он про-
ходит после прохождения через этот слой, является 
однородной, непоглощающей и имеет показатель 
преломления, равный единице.

Y

Z

X

φ
W R

T

Рис. 1. Используемая система координат: 
X, Y, Z – оси координат; φ – угол падения света; 

W – падающий, R – отраженный  
и T – прошедший лучи света
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Поскольку волна является монохроматической, 
временная зависимость всех составляющих элек-
трического  (E) и магнитного  (H) полей имеет сле-
дующую форму: e−iwt. В  рамках рассматриваемой 
геометрии проекция волнового вектора на  ось  x, 
обозначаемая как kx, одинакова для всех волн и при-
нимает следующее значение:

	 sin ,
cxk w

= j � (1)

где w – частота, j – угол падения, с – скорость света 
в вакууме.

Тогда систему уравнений Максвелла можно за-
писать в виде: 

	 RΨ = −iwMΨ,� (2)

где R, M  –  блочные матрицы размерности  6  ×  6, 
Ψ  –  матрица-столбец, содержащие следующие эле-
менты:

ˆ
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Здесь O – нулевая матрица размерности 3 × 3, и 
для нашего случая,
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e0, m0 – электрическая и магнитная постоянные, со-
ответственно.

В процессе решения соотношения (2) формиру-
ется система, включающая два линейных однород-
ных алгебраических уравнения и четыре дифферен-
циальных уравнения. Алгебраические уравнения 
разрешаются относительно компонент поля Ez и Hz, 
после чего полученные выражения подставляют-
ся в  дифференциальные уравнения. В  результате 

получается система из  четырех линейных одно-
родных дифференциальных уравнений 1-го  по-
рядка, содержащая неизвестные компоненты по-
лей Ex, Ey, Hx и Hy:

	 ,i
z
∂
ξ = wDξ

∂
� (3)

где ξ – матрица-столбец вида:

,

x

y

y

x

E
H

E

H

 
 
 

ξ =  
 
 - 

а D  –  дифференциальная матрица распространения 
для данной среды, размерности 4 × 4.

Как было указано ранее, среда делится на слои, 
в  пределах которых компоненты матрицы D не  за-
висят от координаты z. В каждом слое толщиной h 
решение соответствующего однородного дифферен-
циального уравнения первого порядка (3) имеет вид:

ξ(z + h) = eiwhD ξ(z) ≡ P(h)ξ(z).

Таким образом, матрица P – матрица Берремана 
данного слоя выглядит следующим образом:

	 P(h) = eiwhD.� (4)

Когда оптические параметры среды зависят 
от z, например, для структуры из однородных слоев, 
в пределах которых оптические параметры рассма-
триваются постоянными, интегрирование уравне-
ния (3) сводится к перемножению соответствующих 
матриц для индивидуальных слоев:

1
.

n

j
j=

=∏P P

Матрица следующего слоя умножается на пре-
дыдущие слева: 

ξ(h) = {Pn ∙ Pn−1 ∙ Pn−2 ∙ … ∙ P3 ∙ P2 ∙ P1}ξ(0).

Электромагнитное поле с одной стороны струк-
туры определяется суперпозицией падающей и отра-
женной волн, а с другой имеется только прошедшая 
волна. Тогда:

	 ξT = P(ξW + ξR).� (5)

Индексы W, R и T обозначают, соответственно, 
падающую, отраженную и прошедшую волны со-
гласно обозначениям, представленным на  рис.  1. 
Умножая обе части уравнения  (5) слева на  матри-
цу  F  =  P–1, обратную матрице Берремана слоя, 
получаем систему линейных уравнений, которая 
может быть решена относительно компонентов от-
раженной и прошедшей волн. Для идентификации 
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принадлежности к соответствующей волне, присво-
им компонентам поля верхние индексы, соответству-
ющие обозначениям на рис. 1. Нижние индексы ком-
понентов поля указывают на направление проекции 
рассматриваемого компонента на соответствующую 
ось. Перечислим  их, чтобы читатели могли приме-
нить их в своей деятельности.
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f11, f12, …, f44 – элементы матрицы F = P−1, обратной 
матрице Берремана.

Зная величины компонент поля световой волны, 
можно рассчитать поворот поляризации, а также ко-
эффициенты отражения KR и пропускания KT:
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j +
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=
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� (7)

но предварительно необходимо определить матри-
цы Берремана для моделируемой структуры и ее от-
дельных слоев.

МАТРИЦЫ БЕРРЕМАНА ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
МАГНИТООПТИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ КЕРРА

Магнитооптические явления проявляются в  изменении оптических свойств пленки  (структуры) в  за-
висимости от наличия или отсутствия магнитного поля. В связи с этим, для их моделирования требуется 
определить матрицы Берремана для обоих сценариев. В рассматриваемых нами случаях, они все могут быть 
получены аналитически.

Путь для нахождения матрицы для изотропного слоя в отсутствие магнитного поля показан Берреманом 
в одной из первых работ [10]. Подставляя в уравнение (2) тензор диэлектрической проницаемости в виде:

0

1 0 0
ˆ 0 1 0 ,

0 0 1

 
 e = e e 
 
 

получаем дифференциальную, размерности 4 × 4, матрицу распространения D0 для данной среды:

	 0
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0 0 0

,
0 0 0
0 0 0
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d

U
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U
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 
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� (8)

где

	
0 2

0 0

2
0

( sin ), , ,

( sin ).

a b s

d

U U U

U

m
= e - j = e e = m

e
= e e - j

� (9)

В соответствии с уравнением  (4), для получения матрицы Берремана необходимо взять экспоненту от 
матрицы  (8), умноженной на  iwh. Наиболее простой и наглядный способ это сделать  –  разложить экспо-
ненту в ряд Тейлора. Суммируя члены ряда, можно заметить, что элементы получающейся матрицы также 
представляют собой разложения в ряд Тейлора некоторых функций. В результате для матрицы Берремана 
изотропной однородной среды P0 можно записать:
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Здесь
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0 0 0

0 0

sin1 sin , , sin .
c

m ee - j
χ = e - j b = ⋅ δ = e - j

e e m
� (11)

В зависимости от конфигурации магнитного поля и падения света на пленку или структуру различают три 
магнитооптических эффекта Керра: полярный, меридиональный и экваториальный. Полярный эффект Керра 
возникает при ориентации вектора намагниченности J, в частности, создаваемой внешним магнитным по-
лем, перпендикулярно плоскости пленки и параллельно плоскости падения света (рис. 2а). Меридиональный 
эффект Керра проявляется, когда вектор намагниченности ориентирован параллельно поверхности пленки и 
лежит в плоскости падения света (рис. 2б). Экваториальный эффект Керра наблюдается при ориентации век-
тора намагниченности перпендикулярно плоскости падения света и параллельно структуре пленки (рис. 2в).

J
→ →

(а)

J
→ →

(б)

J
→ →

(в)

Рис. 2. Геометрия наблюдения магнитооптических эффектов Керра:  
(а) полярного, (б) меридионального, (в) экваториального. Направления осей координат показаны на рис. 1

Необходимо отметить, что s- и p-компоненты электрического поля световой волны в данной геометрии 
связаны с проекциями на оси следующим образом: Es = Ey, Ep = Ex/cosφ. Зная Es и Ep, можно вычислить угол 
поворота плоскости поляризации для плоскополяризованной волны θ0 = arctg(|Es|/|Ep|) или, при наличии не-
нулевой разности фаз f между Es и Ep, азимутальный угол θf, который составляет с плоскостью падения глав-
ная ось эллипса поляризации θf = arctg(|Es|/|Ep|)cosf. Эллиптичность e может быть рассчитана по формуле: 
e = tg[0.5arcsin(−2Im(Ξ)/(1 − |Ξ|2))], где Ξ = (|Es|/|Ep|)eif [13, 14]. Именно эти величины измеряются в мериди-
ональном и полярном эффекте Керра, в экваториальном же эффекте главное – это изменение интенсивности 
отраженной электромагнитной волны.

Начнем рассмотрение именно с экваториального эффекта Керра (рис. 2в). В этом случае тензор диэлек-
трической проницаемости среды в принятой системе координат можно записать в виде:

0

1 0
ˆ 0 1 0 ,

0 1

iQ

iQ

 
 e = e e 
 - 

где Q – магнитооптический параметр. 
В этом случае в  результате решения уравнения  (2) получаем следующую матрицу распростране-

ния DT (T – экваториальный эффект Керра (англ. transverse Kerr effect)):
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Здесь
* 2 sin(1 ), .

cb bU U Q Qj
= - η =
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Матрицу (12) можно представить в виде суммы матриц:

*
*
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.
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  - η   D = D + D = +   
       

Ввиду того, что структура матрицы  *
TD  идентична структуре матрицы  D0, экспонента матрицы  *

TD   
будет иметь форму, аналогичную (10). Экспоненту матрицы  T ,JD  домноженной на iwh, также будем искать 
через разложение в ряд Тейлора. К счастью, в этом случае элементы получающейся матрицы также представ-
ляют из себя разложения в ряд. В результате получаем:
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Окончательно, матрица Берремана в данном случае будет иметь вид:
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где 
2 2

T 0 T 01 , 1 .Q Qχ = χ - b = b -

В процессе вычисления матрицы  (14) был осуществлен переход от операции сложения матриц к опе-
рации умножения их экспонент, которые также являются матрицами. Следует отметить, что операция ум-
ножения матриц, в отличие от операции сложения, в общем случае не является коммутативной. В случае 
использования обратного порядка умножения матрица  (14) будет иметь другой вид  – изменения затронут 
элементы P12 и P21, входящие в них экспоненты поменяются местами. 

Порядок умножения, показанный в  (13), был выбран по  следующим причинам. Во-первых, из  общих 
соображений, модификации, вызванные магнитооптическим эффектом, проявляются после прохождения све-
тового излучения через пленку (структуру), а не до его взаимодействия с ней, а, во-вторых, результаты рас-
четов [15] величины экваториального эффекта Керра для пленки кобальта на кремниевой подложке (рис. 3) 
демонстрируют, что при использовании порядка умножения (13) достигается результат, который по характе-
ру спектральной зависимости и порядку величины согласуется с экспериментами. В то же время, применение 
обратного порядка умножения приводит к результатам моделирования, которые полностью не соответствуют 
экспериментальным данным.

Для случая полярного эффекта Керра (рис. 2а) тензор диэлектрической проницаемости в используемых 
координатах может быть представлен как
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Из (2) получаем:

	 P

0 0 0
0 0

,
0 0 0

0 0

a

b

s

d

U
U i

U
i U

 
 ζ D =  
  - ζ 

� (15)

где ζ = ε0εQ.
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Рис. 3. Результаты моделирования спектральной зависимости экваториального эффекта Керра (δ) 
пленки кобальта на кремниевой подложке с учетом порядка перемножения матриц:  

(а) представленного в (13), (б) обратного. hv – энергия фотона

Здесь также можно рассмотреть сумму матрицы (7) и 
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В силу того, что уже вторая степень матрицы (16) равняется нулю,
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Порядок умножения матриц рассмотрен при выводе выражения для экваториального эффекта. В резуль-
тате матрица Берремана для полярного эффекта принимает вид:
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Применяя аналогичные рассуждения, можно вывести матрицу Берремана для случая меридионального 
эффекта Керра (рис. 2б). В этом случае:
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УЧЕТ ТОЛСТЫХ СЛОЕВ

В методе Берремана учитываются интерфе-
ренционные эффекты. Однако в  моделируемых 
структурах могут присутствовать достаточно тол-
стые слои, толщина которых превосходит длину 
когерентности источника света  lcoh. Такие слои, 
как правило, представляют собой подложки, на ко-
торые наносятся пленки и сложные структуры, но 
при  этом и исследуемые структуры могут вклю-
чать в себя определенное количество толстых сло-
ев. Принцип учета таких слоев основывается на 
методе усреднения, при  котором отклонения от 
когерентности рассматриваются как случайные 
величины, подчиняющиеся нормальному распре-
делению  [16]. Данный подход требует привлече-
ния дополнительных вычислительных мощностей, 
однако он позволяет учитывать слои промежуточ-
ной толщины, в  которых наблюдается частичное 
нарушение условия когерентности. В  элементах 
матрицы Берремана толстого слоя производится 
замена частоты  ω на сумму  (ω  +  w), где w  –  слу-
чайная величина, распределенная по нормально-
му закону. Все характеристики среды, зависящие 
от частоты, при этом не изменяются. Таким обра-
зом, введение переменной w влияет только на из-
менение фазы. Математическое ожидание Mw = 0. 
Среднеквадратическое отклонение  sw зависит 
от толщины слоя и берется из условия, что при тол-
щине слоя, равном длине когерентности излуче-
ния, произойдет набег фазы p:

coh
.w

h
l

s = p

Усреднению подлежит величина рассчитываемо-
го эффекта для всей структуры. Рассмотрим случай, 
когда тонкопленочная структура наносится на  тол-
стую подложку с  толщиной  hsub. Тогда отражение 
от такой структуры вычисляется как:

2
coh 2

2
sub2 2coh

3 sub

1 ( )e .
2

l
w

hl
R R w dw

h

∞ -
p

-∞

′= ⋅
p

∫

Значения R′(w) определяются в  соответствии 
с  уравнением  (7) для  частоты излучения  w0. При 
этом в  матрицах всех слоев, кроме слоя, подверга-
ющегося усреднению, берется w = w0. В усредняе-
мом слое берется w  =  ω0  +  w. Все характеристики 
материалов для всех слоев берутся для частоты w0. 
Если толстых слоев несколько, проводится кратное 
интегрирование.

Другая проблема толстых слоев связана с  тем, 
что при большом поглощении в процессе выполне-
ния промежуточных вычислений для  матрицы или 
ее обратной матрицы может возникнуть ситуация 

переполнения. Для  решения данной проблемы 
предлагается ввести определенную погрешность 
в  расчеты. Максимальная допустимая толщина по-
глощающих слоев будет определяться, исходя из ус-
ловия, что при  прохождении этих слоев амплитуда 
световой волны уменьшается на 5–7 порядков. Это 
позволит избежать ситуации переполнения данных, 
и при  этом внесенная погрешность будет заведомо 
меньше погрешностей эксперимента.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках проведенного исследования предло-
жено использовать метод Берремана для  модели-
рования всех трех магнитооптических эффектов 
Керра  –  полярного, меридионального и экватори-
ального. Матричный метод Берремана, представ-
ленный в  данной работе, позволяет системно ана-
лизировать магнитооптические эффекты Керра 
в  изотропной среде в  рамках полученных точных 
формул магнитооптических эффектов. Это обеспе-
чивает хорошую базу для  более точного модели-
рования сложных многослойных структур, а также 
способствует углубленному пониманию их физиче-
ских характеристик, открывая возможности для по-
иска широкого спектра перспективных магнитных 
материалов. В работе предложены подходы к учету 
наличия в моделируемой структуре пленок, толщи-
на которых превышает длину когерентности источ-
ника света, что расширяет рассматриваемые классы 
микро- и наноструктур.
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