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Предложена математическая модель процесса нестационарной теплопроводности твер-
дых тел в случае, когда в уравнении теплопроводности нельзя пренебречь зависимостью те-
плофизических характеристик среды (теплоемкости, плотности и коэффициента теплопро-
водности) от температуры. На основании экспериментальных данных, по температурным 
зависимостям теплоемкости и коэффициента теплопроводности получены уравнения тепло-
проводности для случаев высоких ( ) и низких ( ) температур (θ – температура Де-
бая). Установлено, что в обоих случаях полученные зависимости имеют степенной характер, и 
это позволяет привести исходное уравнение теплопроводности к виду, допускающему приме-
нение классического метода разделения переменных при решении соответствующих краевых 
задач для уравнения теплопроводности. Решение уравнения теплопроводности рассматрива-
ется в приближении, в котором длина свободного пробега фононов ограничена и не зависит от 
температуры, так что температурное поведение коэффициента теплопроводности определяет-
ся только температурной зависимостью теплоемкости. Получены точные аналитические ре-
шения для краевых задач, моделирующих теплопроводность в диэлектриках и металлах, нахо-
дящихся в поликристаллическом состоянии. Рассмотрены решения, относящиеся к областям 
с фиксированными и движущимися границами. При решении краевых задач с движущимися 
границами в рамках предложенной модели теплопроводности использовано функциональное 
преобразование специального вида, позволяющее свести исходную задачу к задаче с фикси-
рованными границами, но с преобразованным уравнением теплопроводности. Полученные 
результаты могут быть использованы в инженерных исследованиях кинетики целого ряда 
физических и химико-технологических процессов в твердых телах и жидкостях: диффузии, 
седиментации, вязкого течения, замедления нейтронов, течения жидкостей через пористую 
среду, электрических колебаний, сорбции, сушки, горения и др.

Ключевые слова: уравнение нестационарной теплопроводности, температура Дебая, 
высокие и низкие температуры, фиксированные и движущиеся границы.
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A mathematical model of the process of unsteady thermal conductivity of solids is 
proposed in the case where the dependence of the thermal characteristics of the medium (heat 
capacity, density and thermal conductivity coefficient) on temperature cannot be neglected in 
the heat conduction equation. Based on the experimental data equations of thermal conductivity 
are obtained for the cases of high ( ) and low ( ) temperatures (θ is the Debye 
temperature). Both in the case of high and low temperatures, the temperature dependences 
of the heat capacity and the thermal conductivity coefficient are power-law, which allows us 
to bring the original heat conduction equation to a form that allows the use of the classical 
method of variable separation in solving the corresponding boundary value problems for the 
heat conduction equation. The solution of the thermal conductivity equation is considered in the 
approximation, in which the free path of phonons is limited and does not depend on temperature, 
so that the temperature behavior of the thermal conductivity coefficient is determined only 
by the temperature dependence of the heat capacity. Exact analytical solutions for boundary 
value problems modeling thermal conductivity in dielectrics and metals in the polycrystalline 
state are obtained. The solutions relating to both areas with fixed and moving boundaries 
are considered. In order to solve boundary value problems with moving boundaries, in the 
framework of the proposed model of thermal conductivity, the functional transformation of 
a special kind is used. This allows reducing the original problem to the problem with fixed 
boundaries, but with the transformed heat conduction equation. The obtained results can be 
used in engineering studies of the kinetics of some physical and chemical processes in solids 
and liquids – diffusion, sedimentation, viscous flow, neutron deceleration, fluid flow through a 
porous medium, electrical oscillations, sorption, drying, combustion, etc.

Keywords: equation of unsteady thermal conductivity, Debye temperature, high and low 
temperatures, fixed and moving boundaries.

Введение

В общем случае в уравнении нестационарной теплопроводности твердых тел при от-
сутствии внутренних источников тепловыделения [1]:

                                                                                                                     (1)

теплофизические характеристики среды С, ρ  и λ (С – теплоёмкость, ρ – плотность, λ – 
коэффициент теплопроводности) зависят от координат и температуры.
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В основном рассматривают случаи, когда в уравнении (1) все коэффициенты считаются 
постоянными и равными средним их значениям. Такое предположение справедливо, если 
теплофизические свойства материала меняются незначительно (изотропное гомогенное 
твердое тело, узкий температурный интервал). На практике, однако, для ряда материалов 
неоднородность физических свойств оказывается настолько значительной, а изменение 
свойств по координатам столь существенно, что в (1) необходимо учитывать зависимость 
коэффициентов переноса от пространственных координат [1]. Зависимость коэффици-
ентов переноса от температуры, когда процесс теплопроводности протекает в большом 
интервале изменения температуры, исследована в меньшей степени [2]. В последнем 
случае поток тепла становится нелинейным, и для определения температурного поля не-
обходимо решать краевые задачи для нелинейного дифференциального уравнения, что 
связано с большими вычислительными трудностями. 

В представленной работе рассматривается задача определения температурной зави-
симости нестационарной теплопроводности твердых тел. 

Уравнение теплопроводности при решении данной задачи будет иметь вид1:

                                                                                                           (2)

В настоящее время полученные теоретические зависимости С(Т) и λ(Т) хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными во всей температурной области. В качестве 
примера на рисунке приведены типичные зависимости теплоемкости и коэффициента 
теплопроводности от температуры [3–6]. Видно, что в подавляющем числе случаев тем-
пературная зависимость С(Т) и λ(Т) при высоких ( ) и низких ( ) температурах 
носит степенной характер: ; . В каждом из температурных интервалов по-
казатели α и β имеют свое значение. 

1В дальнейшем зависимостью ρ(Т) по сравнению с зависимостями С(Т) и λ(Т) будем пренебрегать.

Типичная температурная зависимость теплоемкости (a) и  коэффициента 
теплопроводности (b) для твердых тел. θ – температура Дебая [3].

Результаты и их обсуждение

Рассмотрим нестационарную теплопроводность твердых тел с фиксированными и 
подвижными границами.

1. Фиксированные границы
В температурных интервалах ( , ) для однородного стержня длины l с при-

нятыми температурными зависимостями теплофизических параметров уравнение (2) 
принимает вид:
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 ,                        (3)

где  – постоянная. 
Пусть теперь на конце стержня x = l поддерживается постоянная температура T = 0, а 

второй конец x = 0 изолирован, так что через него никакого изменения теплового потока 
не происходит. Этим предположениям отвечают граничные условия: 

T(l,t) = 0;                          (4)

В начальный момент t = 0 распределение температуры в области  задается 
функцией f0(x) :

                           (5)

Граничные условия накладывают ограничения на функцию f0(x):

f0(l);  

Частные решения уравнения (3) будем искать в виде произведения двух функций: 
. Выражение (3) преобразуется к виду:

                       (6)

Граничные условия при этом принимают вид:

Ф(l,t) = 0;                               (7)

Согласно (6), в исходном уравнении теплопроводности (3) переменные x и t раздели-
лись. С параметром разделения, равным постоянной величине γ2, уравнение (6) разобьет-
ся на два:

                        (8)

                       (9)

Решением временного уравнения (8) при α ≠ β является функция 

,                      (10)

где Cl – постоянная. 



53Российский технологический журнал    2019    Том 7   № 2  

Л.М. Ожерелкова, Е.С. Савин

После введения новой переменной  уравнение (9) принимает вид (α ≠ –1):

                                                         (11)

Граничные условия (7) становятся следующими:

,                        (12)

Рассмотрим конкретные случаи, позволяющие получить решение уравнения (11) в 
явном виде.

Тепло в твердых телах переносится частицами и квазичастицами (электронами, фо-
нонами, спиновыми волнами, экситонами и др.). В металлах фактически большую часть 
тепла переносят свободные электроны, а решетке принадлежит лишь малая часть вклада 
в теплопроводность. В диэлектриках тепло переносится фононами – квантами поля коле-
баний атомов кристаллической решетки. Температурная зависимость теплоемкости ди-
электриков хорошо изучена теоретически и экспериментально [7, 8]. Для оценки темпе-
ратурной зависимости коэффициента теплопроводности можно воспользоваться извест-
ной из кинетической теории газов формулой:

, 

где C – теплоемкость газа (в нашем случае газа фононов);
       v – средняя величина тепловой скорости частиц (фононов);

 l* – их эффективная длина свободного пробега. 
Величина скорости v имеет порядок величины скорости звука. Температурная зави-

симость    v по сравнению с зависимостями C(t) и l*(t) незначительна. Следовательно, 
температурная зависимость λ определяется произведением теплоемкости кристалла С и 
эффективной длины свободного пробега l*. Эта зависимость будет различна для моно- и 
поликристаллов. 

Монокристаллы, в отличие от поликристаллических и стеклообразных твердых тел, 
в целом обладают дальним порядком, и препятствовать распространению теплового по-
тока будут только столкновения фононов друг с другом. Поскольку при высоких темпе-
ратурах ( ) полное число фононов в кристалле пропорционально T, то вероятность 
рассеяния отдельного фонона, вносящего вклад в тепловой поток, тем выше, чем боль-
ше число других фононов, на которых он может рассеяться, поэтому длина свободного 
пробега должна падать с повышением температуры. Кроме того, поскольку при высоких 
температурах удельная теплоемкость подчиняется закону Дюлонга и Пти и не зависит 
от температуры, следует ожидать, что и теплопроводность будет падать с повышением 
температуры в пределе высоких температур.

В поликристаллических материалах также происходит рассеяние фононов граница-
ми зерен, причем эффективность этого процесса выше эффективности фононных стол-
кновений. Вероятность рассеяния границами зерен не зависит от длины волны фонона, 
так что в таких веществах в широком интервале температур l* постоянна и, следователь-
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но, теплопроводность пропорциональна теплоемкости. Таким образом, в области темпе-
ратур  и  для поликристаллов и стекол можно принять α = β. В этом случае 
решение временного уравнения (8) будет иметь вид:

                                   (13)

Выполнив интегрирование в (11), получим координатное решение: 

,                   (14)

где Аl, Bl – постоянные, α > –1. 
Из второго граничного условия (12) следует Bl = 0, и, чтобы выполнялось первое 

условие (12), необходимо  (n = 1, 2,...). Обозначив ClAl ≡ an, частное 
решение исходного уравнения получим в виде:

,                                                       (15)

Общее решение возьмем в форме ряда:

                                                                                      (16)

Коэффициенты an в (16) находятся из начального условия 

                                                                                                    (17)

Разложим функции, входящие в это уравнение, в ряд Фурье по косинусам:

                              (18)

С учетом выражений (18) уравнение (17) переписывается в виде:

                                                                     (19)

Умножая обе части уравнения (19) на  (k = 1, 2,...) и интегрируя по x от 
0 до l, получим систему алгебраических уравнений для нахождения коэффициентов an:

                                                                                                                           (20)
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Вопрос о разрешимости данной бесконечной системы в общем виде не ставится, ис-
следование возможно в частных случаях, при конкретных входных параметрах задачи.

В области высоких температур ( ) для диэлектриков, находящихся в поликри-
сталлическом состоянии, теплоемкость и коэффициент теплопроводности не зависят от 
температуры, так что α = 0, и из (16) следует: 

                                                                                                 (21)

Выражение (21) совпадает с результатом, полученным в [9].
В диэлектриках перенос тепла осуществляется фононами, и при низких температу-

рах ( ) теплоемкость С и коэффициент теплопроводности λ пропорциональны T3 [3]. 
Соответственно, тогда α = 3, так что решение (16) примет вид: 

                                                                                           (22)

В металлах при низких температурах ( ) теплоемкость может быть записана в 
виде суммы двух слагаемых, одно из которых описывает вклад электронов проводимо-
сти, а второе – вклад решетки [7, 8]:

,                                                                                                                        (23)

где  A1, A2  – постоянные, характерные для данного металла. 
Первое слагаемое (электронная часть теплоемкости) линейно зависит от температу-

ры T и поэтому доминирует при достаточно низких температурах . В этой 
же области температур коэффициент теплопроводности λ = A3T, где A3 – постоянная. 

Следовательно, параметр α = 1, и решение будет иметь вид:

                                                                                          (24)

2. Движущиеся границы
Существуют различные подходы при решении краевых задач теплопроводности в 

области с произвольно движущейся границей [10, 11]. К нашей задаче применимо функ-
циональное преобразование специального вида, основанное на введении подвижной си-
стемы координат, в которой подвижная граница становится неподвижной. В результате 
исходное уравнение теплопроводности преобразуется к виду, допускающему примене-
ние классического метода разделения переменных. Рассмотрим поликристаллические 
материалы, для которых характерна температурная независимость эффективной длины 
свободного пробега фононов, так что, согласно (12), температурное поведение коэффи-
циента теплопроводности определяется только теплоемкостью. Для случая высоких 
( ) и низких ( ) температур зависимость теплоемкости от температуры носит 
степенной характер , где α – параметр, имеющий различное значение в разных 
частях температурного интервала. В этих условиях уравнение теплопроводности запи-
сывается так: 
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                                                                                                               (25)

Граничные условия выберем в виде 

, ,                                                                                                              (26)

где по условию , f(t) – заданная функция времени. Начальное условие выбе-
рем в виде .

Введение новой переменной  преобразует (25) к виду:

                                                                                     (27)

Функция T(y,t) удовлетворяет граничным условиям на неподвижных границах:

,                                                                                                                        (28)

Начальное условие – . 
Для произвольного вида функции f(t) точное решение уравнения (27) невозможно. 

Приближенное решение может быть найдено, в частности, по теории возмущений – в 
случае, если f(t) слабо зависит от времени. Из вида выражения (27) следует, что при 
специальном выборе f(t), а именно, если f 2 линейно зависит от времени, переменные y и 
t разделяются. Таким особым случаем, в частности, является функция 

,                                                                                                                             (29)

где t0  – произвольная постоянная. 
Такой выбор f(t) удовлетворяет, в частности, начальному условию f(0) = 1, т. е. l(0) = l0.
Подставляя (29) в (27) и перенося начало отсчета времени заменой t + t0 = τ, получаем:

                                                                                                  (30)

Представим функцию T(y,τ) в виде произведения двух функций, одна из которых за-
висит только от времени, другая – от координаты:

                                                                                                                          (31)

В уравнении (30) с функцией T(y,τ) вида (31) переменные разделяются, и мы получа-
ем два уравнения для нахождения F(y) и G(τ):

,                                                                                                                                     (32)

,(33)

где γ2 – параметр разделения.
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Решением временного уравнения (32) является функция 

                                                                                                                                    (34)

Уравнение (33) после введения новой переменной  (α ≠ –1) становится ли-
нейным:

                                                                                                             (35)

Введение переменных ,  приводит уравнение (35) к стандарт-
ному виду вырожденного гипергеометрического уравнения: 

                                                                                    (36)

Согласно [12], его решением является функция

,

где C2, C3 –постоянные;

 – вырожденная гипергеометрическая функция;

.

Для функции u(y) получаем ( ):

                                                                (37)

Используя граничное условие , так что , получим C3 = 0. 

Выражение (37) принимает вид: 

                                                                                                               (38)

Коэффициент C2 находится из второго граничного условия ( ):

Так как решение уравнения (25) должно быть ограниченной функцией для любых зна-
чений координаты x ( ), то и функция u(y) должна быть ограниченной при всех 
значениях координаты y ( ). Необходимо, чтобы вырожденная гипергеометрическая 
функция  была полиномом степени . Выполнение этого условия требует, чтобы 
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первый аргумент а функции  принимал целые отрицательные значения (или ноль). 
Таким образом, должно быть ( ). С учетом явного вида а1 , получим:

 

Частное решение будет иметь вид:

                                                                                                       (39)

Выражение (39) представим через более простую функцию – четный полином 
Эрмита [13]:

                                                                                                    (40)

Принимая во внимание (40), для координатной функции F(y) получим:

                                                                                              (41)

Для общего решения T(y,τ), являющегося суперпозицией частных решений (34) и 
(41), находим:

,                                                                                     (42)

где  

Коэффициенты Сn находятся из начального условия :

                                                                                              (43)

Разложим функции, входящие в (43), в ряд Фурье по косинусам:

 
 ,   

Поступив далее так же, как и в первом случае, для нахождения коэффициентов an  
получим систему алгебраических уравнений вида (20). 
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Заключение

К настоящему времени наиболее полно изучено решение уравнения нестационарной 
теплопроводности для случая высоких температур ( ), поскольку в данной области 
температур теплофизические характеристики уравнения (теплоемкость C и коэффициент 
теплопроводности λ), согласно экспериментальным и теоретическим данным, не зависят 
от температуры и считаются постоянными. В общем случае температурной зависимости   
C(T) и λ(T) общее решение уравнения теплопроводности получить не удается. В рассма-
триваемом нами частном случае, когда зависимость C и λ от температуры в определенных 
частях температурного интервала носит степенной характер, получено точное аналити-
ческое решение уравнения нестационарной теплопроводности как с фиксированными, 
так и с движущимися границами. 

Полученные результаты можно применить в современных инженерных исследова-
ниях в машиностроительной, энергетической, атомной промышленности, в технологи-
ческих процессах химической, строительной, текстильной, пищевой, геологической и 
других отраслей.
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