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Введение

В 1939 г. шведский исследователь В. Вейбулл предложил функцию распределения, удоб-
ную для описания долговечности материалов [1]. При рассмотрении распределения мо-

ментов отказов в форме  в работе [2] предложена двухпараметрическая 
функция распределения вероятностей:
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                                                                                                                              (1)

где T, s –параметры масштаба и формы.
Частными случаями этого распределения являются: экспоненциальное распределение при 

параметре формы s = 1 и распределение Рэлея при s = 2.
Основной характеристикой надежности многих видов промышленной продукции (в част-

ности, изделий радиоэлектроники) является функция интенсивности отказов, или условная 
плотность вероятности возникновения отказа объекта, определяемая при условии, что до рас-
сматриваемого момента времени отказ не возник, по формуле:

                                                                                                                                (2)

где λ(t) – функция интенсивности отказов; 
f(t) – плотность распределения случайной величины t; 
P(t) – функция надежности (вероятность безотказной работы в течение времени t). 
На рис. 1 представлен характерный вид функции интенсивности отказов от времени. Очевид-

но, что вейбулловское распределение достаточно универсально, чтобы описывать интенсивность 
отказов отдельно на любом из характерных периодов. В начальный период I («детские болезни») 
функция надежности изделия описывается законом Вейбулла с параметром s < 1, что соответ-
ствует падению интенсивности отказов. В период II (нормальная эксплуатация) s= 1 получает-
ся экспоненциальное распределение, при котором интенсивность отказов постоянна. В период 
III (старения) функция надежности описывается законом Вейбулла (s > 1), что соответствует 
возрастанию интенсивности отказов.

Рис. 1. Характерный вид функции интенсивности отказов от времени.

Это приводит к мысли о возможности связать значение параметра формы, оцененное по 
статистическим данным, с видом отказа: при s < 1 отказ характеризует период приработки, при 
s = 1 – нормальную эксплуатацию, а при s > 1 – износ, – иными словами, проводить статисти-
ко-физический анализ надежности [3, 4].

Цель данной работы – показать возможность статистико-физического анализа на основе 
различения гипотез о параметре формы распределения Вейбулла.

Плотность распределения Вейбулла определяется формулой:

.                                                                                                                          (3)

Многие технические задачи (выборочный контроль качества, статистическое регулирова-
ние технологических процессов, обнаружение сигнала на фоне помехи, распознавание образов 
и др.) сводятся к решению математической проблемы о различении двух простых гипотез. 
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Американским статистиком А. Вальдом предложен последовательный критерий отношения 
вероятностей – правило различения двух простых гипотез и доказана его оптимальность в 
этом случае [5]. В работе [6] рассматривается задача применения критерия Вальда для про-
верки гипотез о параметре формы распределения Вейбулла. Однако критерий Вальда теряет 
свои оптимальные свойства в случае, когда фактическое значение контролируемого параме-
тра находится в промежутке между заданными значениями, соответствующими проверяемым 
гипотезам. Устранению указанного недостатка, разработке оптимальных последовательных 
критериев на основе модификации процедуры Вальда посвящен ряд работ, в которых предло-
жены оптимальный обобщенный последовательный критерий [7], двойной последовательный 
критерий отношения вероятностей [8], последовательный критерий с параболическими грани-
цами [9]. Сравнение эффективности указанных критериев при контроле качества продукции 
выполнено в [10].

В настоящей работе нами получены аналитические выражения для применения последо-
вательных критериев, описанных в [7–9], для решения задачи о значении параметра формы 
распределения Вейбулла, и методом статистического моделирования исследована их эффек-
тивность1.

Постановка задачи

Выдвигаются две гипотезы о величине параметра формы распределения Вейбулла 
и . При этом в качестве основной (нулевой) гипотезы будем принимать s0 = 1, 

что соответствует экспоненциальному закону. Эффективность критериев рассчитывается, исходя из 
среднего количества наблюдений, необходимого для принятия решения. 

Рассматриваемые критерии основаны на расчете логарифма отношения правдоподобия 
ln(Z):

,                                                                                                                                    (4)

который определяется после каждого испытания:

.                                                                                (5)

После проведения n испытаний получим:

.                                                      (6)

Принятие решения в критерии Вальда осуществляется следующим образом: если в резуль-
тате n-го наблюдения оказалось, что:

,                                                                                                                                 (7)

где , ; α и β  – заданные вероятности ошибок первого и второго рода,

то проводится следующее (n+1) наблюдение;

1Для краткости критерии будем называть по имени авторов, впервые их описавших: критерий Вальда, Айвазяна, 
Лордена, Гродзенского.
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если , то принимается гипотеза Н0,

если , то принимается гипотеза Н1.

Принятие решения в критерии Айвазяна осуществляется следующим образом: если в ре-
зультате n-го наблюдения оказалось, что:

,                                                                                                           (8)

где C0 и C1 – критические константы, определяемые заданными значениями ошибок первого 
и второго рода. (Точные, но весьма громоздкие формулы приводятся в работе [7], но можно 

воспользоваться приближенными соотношениями  , ;

,                                                                                                                                 (9)

– расстояние между гипотезами,

в данном случае: ,

Г(*) – гамма-функция, γ – постоянная Эйлера (γ ≈ 0.577)), то проводится следующее (n+1) на-
блюдение;

если , то принимается гипотеза Н0, 

если , то принимается гипотеза Н1.

Значения величины ρ(H0, H1) при s0 = 1 приведены в табл. 1.
Таблица 1. Значения расстояния между гипотезами при s0=1

s1 0.5 0.7 0.9 1 1.1 1.3 1.5 2 3
ρ(H0, H1) 1.175 0.249 0.02 0 0.017 0.13 0.328 1.175 5.663

Принятие решения в критерии Лордена осуществляется следующим образом: если в ре-
зультате n-го наблюдения оказалось, что:

,

где параметр s' определяется из следующего выражения: ,
 – среднее значение информации о различии между гипотезами H' и H0 относительно 

s', определяемое по формуле: ,
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в данном случае: ,

то проводится следующее (n+1) наблюдение;

если , то принимается гипотеза Н1, 

если , то принимается гипотеза Н0.

Значения параметра s' при s0 = 1 приведены в табл. 2.
Принятие решения в критерии с параболическими границами осуществляется следующим 

образом: если в результате n-го наблюдения оказалось, что:

,                                                                                                     (10)

где b и с – поправочные коэффициенты, при которых фактические вероятности ошибок перво-
го и второго рода будут равны заданным c заданной точностью и определяющиеся с помощью 
статистического моделирования,
то проводится следующее (n+1) наблюдение;

если  то принимается гипотеза Н0, 

если , то принимается гипотеза Н1.

Таблица 2. Значения промежуточного параметра s' при s0 = 1
s1 0.5 0.7 0.9 1 1.1 1.3 1.5 2 3
s' 0.7379 0.8462 0.9491 1 1.0502 1.1475 1.2431 1.477 5.663

Статистическое моделирование. Метод статистического моделирования реализуется 
следующим образом: с помощью генератора случайных чисел моделируется последователь-
ность случайных чисел, подчиняющихся распределению Вейбулла с заданным параметром 
масштаба T и параметром формы s = s0 (или s = s1, или s = (s0 + s1)/2), и моделируется процеду-
ра проверки до тех пор, пока не будет принята одна из гипотез. В случае фактического значе-
ния параметра s = (s0 + s1)/2 количество необходимых наблюдений, как правило, максимально, 
вследствие этого данный случай важен для определения эффективности критерия.

Моделирование проводится заданное количество раз, после этого рассчитывается среднее 
количество необходимых наблюдений и по отношению количества случаев принятия ошибоч-
ного решения к общему количеству реализаций вычисляются фактические вероятности оши-
бок α* и β*. Число реализаций моделирования должно быть достаточным, чтобы вероятность 
принятия гипотезы H0 и H1, рассчитанная по результатам моделирования, отличалась от истин-
ной не более, чем на величину ξ при доверительной вероятности γ. Иными словами, необходи-
мо выполнение условия: , где р и р* – истинная вероятность принятия одной из 
альтернативных гипотез и ее оценка. Приведенные ниже результаты получены при количестве 
реализаций105, что обеспечивает с вероятностью 0.99 отличие полученной оценки p* от истин-
ного значения p не более, чем на ε = 0.005. Определение величин фактических вероятностей 
ошибок позволяет оценить точность критерия и статистическим моделированием проводить 
уточнение критериев, полученных аналитически.

Моделирование проводилось при следующих исходных данных: при s0 = 1 и различных значе-
ниях параметра s1 = {0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5, 2.0}, характеризующего различные периоды эксплуа-
тации, и величинах вероятностей ошибок первого и второго рода: α = β = {0.01, 0.1, 0.3}. Результаты 
моделирования при заданных параметрах s0 = 1, T = 100, α = β = 0.1 показаны в табл. 3.



36 Российский технологический журнал  2016   Том 4   № 2   

Анализ надежности изделий на основе проверки гипотез о величине параметра формы 
распределения Вейбулла

Таблица 3. Результаты моделирования последовательных критериев 
при s0 = 1, T = 100, α = β = 0.1

Критерий Параметр
s1

Средняя продолжительность испытаний, t
s=s0 s=(s1+s0)/2 s=s1

Вальда 2 550 831 461
Айвазяна 2 520 663 635
Лордена 2 639 893 876

Гродзенского 2 437 571 608

Вальда 1.5 1430 2071 1147
Айвазяна 1.5 1443 2063 1794
Лордена 1.5 1707 2424 2274

Гродзенского 1.5 1141 1582 1623

Вальда 1.3 2946 4503 2486
Айвазяна 1.3 3477 4734 4697
Лордена 1.3 4104 5608 5799

Гродзенского 1.3 2677 3756 3657

Вальда 1.1 22553 28459 19634
Айвазяна 1.1 25714 35747 30888
Лордена 1.1 31968 42171 45356

Гродзенского 1.1 20119 27714 23842

Вальда 0.9 20558 29311 22015
Айвазяна 0.9 23229 29681 29479
Лордена 0.9 29392 38476 39207

Гродзенского 0.9 19120 25265 19325

Вальда 0.7 2262 3326 2190
Айвазяна 0.7 2350 3124 2851
Лордена 0.7 3087 4016 4055

Гродзенского 0.7 1985 2365 2021

Вальда 0.5 766 1162 833
Айвазяна 0.5 703 855 848
Лордена 0.5 1027 1291 1242

Гродзенского 0.5 652 748 689

Зависимость средней продолжительности испытаний при s0 = 1, T = 100, α = β = 0.1 от зна-
чения s1 при использовании рассматриваемых критериев показана на рис. 2.

Из рис. 2 видно, что наиболее эффективным является критерий с параболическими грани-
цами (критерий Гродзенского). Это обусловлено тем, что критерий с параболическими грани-
цами получен уточнением критерия Вальда путем замены прямолинейных границ параболи-
ческими, подбираемыми методом статистического моделирования.

Эффективность критериев относительно критерия Гродзенского (относительная эффек-
тивность), рассчитываемая как отношение среднего числа наблюдений при использовании 
рассматриваемого критерия и критерия с параболическими границами, при различных исход-
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Рис. 2. Зависимость средней продолжительности испытаний при s0 = 1, 
T = 100, α = β = 0.1 от значения s1 при различных критериях.

а

б

в
Рис. 3. Эффективность критериев относительно критерия Гродзенского 

(относительная эффективность): а) при α=β=0.1; б) при α=β=0.01; в) при α=β=0.3.
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ных данных показана на рис. 3 (а, б, в), эффективность критерия с параболическими граница-
ми при этом принята за 1.

Проведенное исследование позволило сделать следующие выводы:
- наиболее эффективным, как правило, является критерий с параболическими границами, 

полученными с помощью математического моделирования таким образом, чтобы фактические 
вероятности ошибок первого и второго рода соответствовали заданным;

- критерий Вальда является эффективным при высоких заданных вероятностях ошибок 
первого и второго рода и при сближении контролируемых параметров s0 и s1;

- критерий Айвазяна, в свою очередь, является наиболее эффективным, когда фактическое 
значение проверяемого параметра принимает промежуточное значение, а также при малых 
величинах ошибок первого и второго рода;

- критерий Лордена наименее эффективен, причем в случае его использования фактиче-
ские вероятности ошибок первого и второго рода минимальны, следовательно, эффективность 
данного критерия может быть значительно увеличена с помощью метода статистического мо-
делирования сужением контрольных границ до соответствия фактических ошибок заданным.

Полученные результаты могут быть использованы при проведении статистико-физическо-
го анализа надежности изделий и в других прикладных задачах.
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