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Резюме
Цели. Целью работы является исследование свойств максимально правдоподобных  (МП) оценок углов 
прихода детерминированных и  случайных сигналов в  многоэлементных антенных решетках, разработка 
эффективных алгоритмов нахождения МП-оценок и  определение точных значений пороговых отношений  
сигнал/шум, ниже которых возникают аномально большие ошибки, существенно превышающие теоретиче-
ски минимальные значения, определяемые границами Крамера – Рао. 
Методы. Теория оптимального приема сигналов, численное моделирование системы обработ-
ки сигналов в  многоэлементных антенных решетках на  основе разработанных алгоритмов нахождения 
МП-оценок, сравнение среднеквадратичных ошибок полученных оценок с  теоретически минимальными  
границами Крамера – Рао, найденными аналитически.
Результаты. В широком интервале значений отношений сигнал/шум выполнено численное исследование 
характеристик МП-оценок угла прихода детерминированных и случайных сигналов в многоэлементных ли-
нейных и круговых антенных решетках. Предложена методика определения с высокой точностью пороговых 
значений отношений сигнал/шум, ниже которых возникают аномально большие ошибки измерений. С по-
мощью численного моделирования показано, что когерентная и  некогерентная обработка сигналов дают 
одинаковые предельно достижимые точности при одинаковых отношениях сигнал/шум, превышающих по-
роговые значения. В то же время, на величину порога существенно влияют вид полезного сигнала и метод 
его обработки. Выявлены общие закономерности между этими пороговыми значениями, конфигурациями 
антенных решеток, типом обрабатываемого сигнала и используемым алгоритмом оценивания. 
Выводы. Полученные численные и аналитические результаты дают возможность выработать рекомендации 
по выбору конфигураций многоэлементных антенных решеток и основных параметров систем высокоточно-
го пеленгования источников излучения различных сигналов, что позволит избежать возникновения аномаль-
но больших ошибок измерений. Результаты могут быть использованы непосредственно при расчете харак-
теристик проектируемых систем. 
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Abstract
Objectives. The purpose of  this work is  to study in  detail the properties of  maximum likelihood  (ML) estimates 
of  the angles-of-arrival of  deterministic and random signals in  multielement antenna arrays, to  develop effective 
algorithms for finding ML  estimates and to  determine the exact values of  threshold signal-to-noise ratios  (SNR), 
below which abnormally large errors occur significantly in excess of the theoretically minimum values determined  
by the Cramér–Rao bounds.
Methods. The methods used include: the theory of optimal signal detection; intensive numerical simulation of the 
signal processing system in multielement antenna arrays based on the developed algorithms for finding ML estimates; 
and comparison of the standard errors of the estimates obtained by means of the theoretically minimal analytically 
established Cramér–Rao bounds.
Results. Numerical study of  the characteristics of  ML  estimates of  the direction of  arrival for deterministic and 
random signals was performed over a wide range of SNRs in multielement linear and circular antenna arrays. The 
study proposes a method for high-precision determination of threshold SNR values, below which anomalously large 
measurement errors occur. Numerical simulations demonstrate that coherent and incoherent signal processing 
yield the same ultimately achievable accuracy at the same SNR values above the threshold. At the same time, the 
threshold value is significantly influenced by the type of signal and the processing method. The general relationships 
between these threshold values, antenna array configurations, the type of  signal processed, and the estimation 
algorithm used were identified.
Conclusions. The numerical and analytical results obtained allow recommendations to  be developed relating 
to the choice of multielement antenna arrays configurations and the main parameters of systems for high-precision 
bearing of radiation sources of various signals. These enable abnormally large measurement errors to be avoided. 
The results can be directly utilized in the calculation of characteristics of systems under design.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача оптимального обнаружения и  оценива-
ния направления на источник сигнала, находящийся 
в  дальней зоне многоэлементной антенной решет-
ки  (АР), возникает во  многих областях, например, 
в  радиолокации, радиосвязи, гидролокации, гидро-
акустике, навигации, сейсмологии и  радиоастроно-
мии. В силу большой практической значимости ре-
шению этой задачи при различных предположениях 
о  временной структуре сигнала, геометрии  АР, па-
раметрах волнового фронта, количестве источников 
излучения и т.д., посвящено большое число публи-
каций, например,  [1–8]. Среди имеющихся в  этой 
области исследований можно также выделить ряд 
строгих математических работ, в  которых при раз-
личных предположениях найдены теоретические 
пределы для оценок угла прихода полезного сигнала, 
основанные на максимально правдоподобном (МП) 
подходе [9–16].

Основная причина широкого использования 
метода  максимального правдоподобия в  общей 
теории оптимального оценивания параметров сиг-
налов заключается в  том, что при определенных 
условиях регулярности функции правдоподо-
бия, больших отношениях сигнал/шум и  больших 
объемах выборки максимально правдоподобные 
оценки  (МП-оценки) являются асимптотически 
несмещенными, и их дисперсии достигают теорети-
чески минимальной величины, определяемой ниж-
ней границей Крамера – Рао (Cramér–Rao low bound, 
CRLB) [17, 18]. 

В то же время известно, что при оценивании па-
раметров сигналов МП-методом в  области малых 
отношений сигнал/шум ниже некоторого порогового 
значения возникают аномально большие ошибки, су-
щественно превышающие CRLB. Следует отметить, 
что пороговый эффект в теории МП-оценивания был 
обнаружен достаточно давно. Описание и  перво-
начальное исследование этого эффекта выполнено 
в ряде классических монографий, посвященных тео-
рии оптимального оценивания параметров сигналов, 
например, в [19, 20]. 

Попытки создания аналитического аппарата для 
анализа точности МП-оценок параметров сигналов 

при малых отношениях сигнал/шум сделаны в  из-
вестных математических работах [21–23], в которых 
были найдены и исследованы более точные нижние 
границы для дисперсий МП-оценок в области малых 
отношений сигнал/шум. Наиболее полный обзор 
подходов, используемых в этих работах, и получен-
ных в  них результатов можно найти в  [13,  14,  24]. 
К  сожалению, проведенные исследования не  увен-
чались крупными прорывами в этой области в силу 
большой сложности аналитического описания воз-
никающих при этом существенно нелинейных задач, 
специфических для каждого сценария построения 
системы оценивания и реализации алгоритма нахож-
дения МП-оценок. 

Несмотря на это, в силу большой практической 
важности общей задачи повышения точности оце-
нивания параметров сигналов, изучение пороговых 
эффектов и методов снижения пороговых значений 
отношений сигнал/шум, при которых начинают 
возникать аномально большие ошибки, продолжа-
ет оставаться актуальным. Это следует из ряда на-
учных статей зарубежных и  российских авторов, 
опубликованных в последние годы по этой темати-
ке [25–32]. 

Одним из  перспективных методов исследова-
ния поведения МП-оценок в  области малых и  по-
роговых отношений сигнал/шум является прямое 
численное моделирование систем обработки сигна-
лов [14]. Современная вычислительная техника по-
зволяет провести достаточно большое количество 
численных экспериментов по  обработке сигналов 
при разных значениях отношений сигнал/шум, 
определить с  высокой точностью сами пороговые 
значения и достижимые точности МП-оценок угла 
прихода в  области малых значений отношений 
сигнал/шум для различных конфигураций мно-
гоэлементных  АР и  видов принимаемых сигна-
лов [15, 16, 33–40].

В представленной статье выполнено детальное 
численное исследование точности МП-оценок углов 
прихода детерминированных и случайных сигналов 
в многоэлементных АР. Анализ проведен для наибо-
лее распространенных конфигураций эквидистант-
ных АР – линейной и круговой с различным числом 
элементов.
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1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ВОЛНОВОГО 

ФРОНТА ДЛЯ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ 
И СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ

Рассмотрим задачу оценивания угла прихода  θ 
сигнала с плоским волновым фронтом от источника, 
находящегося в дальней зоне, многоэлементной АР 
с  линейной и  круговой конфигурацией. Будем по-
лагать, что расстояние d между антенными элемен-
тами в  обоих случаях составляет половину длины 
волны  (λ/2). На  рис.  1  изображены схемы приема 
сигналов рассматриваемыми АР и соответствующие 
им диаграммы направленности.

Будем полагать, что АР состоят из М элементов 
и для них выполняется условие узкополосности, т.е. 
время распространения сигнала на апертуре решетки 
много меньше времени корреляции комплексной ам-
плитуды сигнала. Тогда комплексный вектор отсче-
тов наблюдаемых сигналов x[n] = (x1[n], …, xM[n])T 
размерности M можно записать в виде:

	 x[n] = a[n]s + ξ[n],� (1)

где a[n]  – комплексная амплитуда полезного сиг-
нала, излучаемого источником, одинаковая на  всех 
элементах АР; s = (s1, …, sM)T – неизвестный вектор 
плоского волнового фронта  (вектор-фазор) прини-
маемого полезного сигнала, зависящий от угла при-
хода сигнала по  отношению к  нормали к  апертуре 
антенны  θ; знак  «T» означает транспонирование; 
ξ[n] = (ξ1[n], …, ξM[n])T – комплексный гауссовский 
вектор независимых собственных шумов в антенных 
элементах с нулевыми средними значениями и дис-
персиями σ2; ξ[n] ~ CN(0, σ2I), где n – дискретные мо-
менты времени взятия выборок; CN  – комплексное 
нормальное распределение; I – единичная матрица.

Предполагается, что оценивание угла прихода 
сигнала осуществляется на  основании обработки 
N  отсчетов наблюдаемого вектора  х[n],  n  =  1  −  N. 
Далее мы  будем рассматривать две наиболее часто 
используемые модели излучаемого источником сиг-
нала а[n]:

d = λ/2

d 
= 

λ/
2

М = 8

θ
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Рис. 1. Примеры схем приема сигналов М-элементными эквидистантными АР и соответствующие 
им диаграммы направленности для M = 8: (а) линейной АР с апертурой D1, (б) круговой АР с апертурой D0
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Детерминированный известный сигнал. 
В  этом случае предполагается, что a[n]  – априори 
известная на приемнике функция времени, выража-
ющая закон модуляции полезного сигнала в момент 
времени n. Эта модель, например, достаточно хоро-
шо описывает случай определения угла прихода сиг-
нала мобильного устройства на  базовую станцию, 
передающего обусловленные стандартом преамбулы 
в системах сотовой связи или беспроводного широ-
кополосного доступа в Интернет (Wi-Fi) [10, 41, 42].

Случайный неизвестный сигнал. В этом случае 
предполагается, что a[n] – комплексный стационар-
ный гауссовский сигнал с некоррелированными от-
счетами, имеющий нулевое среднее значение 

[ ] 0,a n =  где знак  .  означает усреднение по ста-
тистическому ансамблю, и  неизвестную мощность 

2[ ] .a nν =  Эта модель адекватно описывает слу-
чай определения угла прихода сигнала от источника 
с  неизвестными характеристиками, находящегося 
в дальней зоне АР [11, 29].

После того, как решена задача начального обна-
ружения узкополосного полезного сигнала в прием-
ной М-элементной  АР и  принято решение о  нали-
чии сигнала, на  следующем этапе решается задача 
оптимального оценивания неизвестных параметров 
полезного сигнала, в рассматриваемом случае мощ-
ности и угла прихода волнового фронта1.

Для обеих моделей полезного сигнала (детерми-
нированной или случайной) вектор-фазор волнового 
фронта s рассматривается как неизвестный детерми-
нированный вектор, зависящий от  начальной фазы 
сигнала, угла прихода сигнала θ и геометрии антен-
ны. Для произвольной геометрии АР его можно за-
писать в виде: 

	 0 1 2
T

0( , ) e e e e ,Mj j j jj j j j = j θ = ⋅  s s  �(2)

где φ0  – начальная фаза сигнала  (на одном из  эле-
ментов  АР или в  центре антенны), а  фаза сигнала 
на m-м элементе АР определяется как сумма началь-
ной фазы φ0  и соответствующего набега фазы сиг-
нала  φm по  отношению к  начальной фазе. Следует 
отметить, что такая модель не учитывает возможных 

1   Согласно строгой статистической теории задача обна-
ружения и  оценивания неизвестных параметров полезного 
сигнала должна решаться совместно на  основе обобщенно-
го отношения правдоподобия (generalized likelihood ratio test, 
GLRT)  [14]. Эффективность GLRT-метода в  применении 
к  рассматриваемой здесь задаче была достаточно подробно 
исследована в статьях авторов [28, 29, 43]. [According to strict 
statistical theory, the problem of detection and estimation of the 
unknown parameters of the useful signal should be resolved jointly 
based on  the Generalized Likelihood Ratio Test  (GLRT)  [14]. 
The effectiveness of  the GLRT  method applied to  the problem 
considered here has been thoroughly investigated in [28, 29, 43].]

флуктуаций фаз и  амплитуд вектора-фазора сигна-
ла, обусловленных средой распространения, поло-
жением антенных элементов, угловым положением 
удаленного источника полезного сигнала, что, на-
пример, характерно для моделей гидроакустических 
каналов [7, 8].

Для оценки неизвестных параметров волнового 
вектора s будем использовать метод максимального 
правдоподобия, согласно которому в качестве оцен-
ки следует взять то значение  ŝ  из области его допу-
стимых значений, для которого функция правдопо-
добия W(x[1], …, x[N]|s) для наблюденных значений 
выборки векторов  [1], , [ ]Nx x  принимает наиболь-
шее возможное значение. При условии гауссовского 
распределения наблюдаемых векторов x[n] функция 
правдоподобия может быть представлена в следую-
щем виде:

	 x R xH 1

1

( [ ] ) ( [ ] )

( [1], , [ ] | )

1
e ,

det( )

N

i
n n

MN N

W N

�

�
� �µ �µ

�

�
�
�

x x s

R

...

� (3)

где знак  «H» означает эрмитово сопряжение, 
T[ ] [ ] ,n n=R x x  μ – ковариационная матрица и век-

тор средних значений гауссовского распределения 
наблюдаемого вектора х, соответственно. 

Для каждой из  рассматриваемых моделей по-
лезного сигнала ковариационная матрица и  вектор 
средних значений, входящие в  функцию правдопо-
добия (3), находятся следующим образом: 

•	 для детерминированного полезного сигнала

	 R = σ2I, μ = a[n]s.� (4)

Будем считать, что ковариационная матрица век-
тора собственного шума является единичной, что эк-
вивалентно знанию уровня собственных шумов (ка-
либровке). Это приводит к функции правдоподобия 
вида

	 ( ) ( )H

1
[ ] [ ] [ ] [ ]1( | ) e ;

N

n
n a n n a n

MNW =
− − −∑

=
π

x s x s
x s  � (5)

•	 для случайного полезного сигнала

	 μ = 0, R = I + νssH,� (6)

что приводит к функции правдоподобия вида

	 1 1 ˆtr ( )( / ) det( ) e ,MN N NW − −− − −= π R R Rx s R
� (7)

где tr – след матрицы.
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Для детерминированного сигнала, находя мак-
симум функции правдоподобия  (5), несложно по-
казать, что максимально правдоподобная оценка 
вектора-фазора  (без учета априорной информации 
о плоской форме волнового фронта полезного сигна-
ла) определяется выражением:

	 *

1
ˆ [ ] [ ] ,

N

n
a n n

=
= =∑s x y � (8)

где знак «*» означает комплексное сопряжение, а век-
тор у представляет собой сигналы на выходах M парал-
лельных корреляторов (или согласованных фильтров), 
осуществляющих первоначальную оптимальную об-
работку сигналов с M антенных элементов.

Для случайного сигнала в общем случае произ-
вольного волнового фронта МП-оценка вектора ŝ  
выражается через первый собственный вектор  ψ̂1, 
соответствующий максимальному собственному 
числу  1λ̂  выборочной ковариационной матрицы сиг-
налов на элементах АР, следующим образом [28]: 

	 ψ̂1ˆ ˆ / .Mψ =1 s � (9) 

Однако, когда источник полезного сигнала нахо-
дится в  дальней зоне антенны, его волновой фронт 
является плоской волной с  одинаковой амплитудой 
сигналов на элементах АР. Для того, чтобы учесть эту 
важную априорную информацию при нахождении 
МП-оценки волнового фронта сигнала рассмотрим две 
основные конфигурации АР – линейную и круговую. 

Для линейной эквидистантной АР набеги фаз φm 
относительно ее геометрического центра можно за-
писать как

	 ( )2 sin ,m
dm mj = ∆j ⋅ = π θ ⋅
λ

� (10)

где Δφ – набег фаз между соседними элементами.
Когда отсчет набега фаз φm ведется от геометриче-

ского центра  АР и  нумерация антенных элементов m  
осуществляется симметрично относительно этого 
центра, то для нечетного числа элементов индекс эле-

мента 
1 1, ..., 1, 0, 1, ..., ,

2 2
M Mm − −

= − −
 
а для четно-

го числа элементов 
1 1 1 1, ..., , , ..., .

2 2 2 2
M Mm − −

= − −  
Для круговой АР  набеги фаз φm  относительно 

ее геометрического центра определяются как

	
2 ( 1)2 cos ,m

R m
M

π − j = π θ − λ  
� (11)

где m = 1, …, M; R – радиус круговой АР.
Очевидно, что задача оценивания вектора-фазора 

плоского волнового фронта  s для обеих 

конфигураций АР (линейной и круговой) сводится толь-
ко к оценке начальной фазы и угла прихода полезного 
сигнала, поэтому МП оценка  ŝ  находится путем реше-
ния задачи максимизации скалярного произведения:

•	 для детерминированного сигнала между вектором 
сигналов у  на выходах согласованных фильтров 
и  «пробным»  (trial) вектором-фазором плоской 
волны  ,s  фазы которого определяются выражени-
ем (10) для линейной АР и (11) для круговой АР;

•	 для случайного сигнала между собственным век-
тором ψ̂1 ˆ ˆ Mψ =1 s  и «пробным» (trial) вектором-
фазором плоской волны  .s
Различные алгоритмы нахождения МП-оценок 

параметров плоского волнового фронта для ли-
нейной  АР подробно рассматривались в  рабо-
тах [26, 41, 42] для известного детерминированного 
сигнала и в [29, 43] для случайного сигнала. В этих 
работах были предложены эффективные двухэтап-
ные алгоритмы нахождения МП-оценок. При этом 
на  первом этапе находится грубая оценка волново-
го фронта полезного сигнала путем сканирования 
сектора пространства возможных углов прихода 
полезного сигнала. Такое сканирование для экви-
дистантных АР обычно осуществляется с использо-
ванием дискретного преобразования Фурье  (ДПФ) 
от вектора сигналов, наблюдаемых на элементах АР. 
На  втором этапе грубая оценка уточняется путем 
нахождения поправки к  оценке волнового вектора, 
найденного на  первом шаге. При этом использует-
ся или регрессионный алгоритм, или итерационный, 
а круговая АР заменяется на виртуальную линейную 
неэквидистантную АР [41]. Для удобства сравнения 
этапы нахождения МП-оценок вектора-фазора пло-
ского волнового фронта детерминированных и слу-
чайных сигналов приведены в табл. 1.

Таблица 1. Этапы нахождения МП оценок 
вектора-фазора плоского волнового фронта 
детерминированных и случайных сигналов

Этапы Детермини
рованный сигнал Случайный сигнал

МП оценка 
в случае произ-
вольного волно-
вого фронта

*

1
ˆ [ ] [ ]

N

n
a n n

=
= =∑s x y ˆ ˆM= ψ1s ψ̂1

Грубая оценка 
в случае пло-
ского волнового 
фронта (ДПФ 
с пересемпли-
рованием)

0

H

,
ˆ arg max

j ∆j
=s s y

s s� ψ
0

H

,

ˆ ˆ ˆargmax
� ��

1

Уточнение 
оценки с по
мощью линей-
ной регрессии

0ˆ ( 1)m mj = j + ∆j − 0ˆ ( 1)m mj = j + ∆j −
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2. ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ВОЛНОВОГО ФРОНТА СИГНАЛОВ

Эффективность разработанных алгоритмов на-
хождения МП-оценок угла прихода плоского волно-
вого фронта сигнала определялась путем сравнения 
дисперсий оценок, получаемых в численных экспе-
риментах, с  минимально возможными, определя-
емыми неравенствами Крамера  –  Рао  [11,  13,  14]. 
При этом в  случае детерминированного полезного 
сигнала при исследовании вопроса о предельно до-
стижимых точностях оценки параметров плоского 
волнового фронта необходимо рассматривать задачу 
совместного оценивания начальной фазы и угла при-
хода сигнала. Поэтому рассмотрим сначала общий 
случай определения нижних границ Крамера – Рао 
для произвольного числа оцениваемых параметров, 
которые удобно записать в виде вектора η. Тогда дис-
персия i-го оцениваемого параметра ηi удовлетворя-
ет неравенству

	 � � � �22 ˆ ˆ( ) ( ) ,i i i ii� � � � � � � ηCRB � (12)

где η – вектор оцениваемых параметров, ˆ iη  – оценка 
i-го параметра, .   – знак усреднения, а  CRB(η)  – 
корреляционная матрица оценок параметров (Cramér–
Rao bound, CRB), обратная к информационной матри-
це Фишера (Fisher information matrix, FIM): 

CRB(η) = FIM−1(η).

В соответствии с  общей методологией нахож-
дения границ Крамера  –  Рао  [11] при оценивании 
точности нескольких параметров  (вектора параме-
тров  η) необходимо сначала найти выражение для 
информационной матрицы Фишера через произво-
дные от функции правдоподобия, элементы которой 
в общем случае выражаются в виде:

	
� �

2

,
ln( ( | )( ) .i j
i j

W y� �� η� �η � � � �
�� ��� �� �

FIM �  (13)

Для модели наблюдений с аддитивным гауссов-
ским шумом  (1) выражение для информационной 
матрицы Фишера записывается в виде [16]:

	

� � 1 1
,

H
1

( ) tr

2Re ,

i j
i j

i j

� �

�

� �� �� �η � �� �
�� ��� �� �

� ��µ �µ� �� � �
�� ��� �� �

R RFIM R R

R �  (14)

где Re{∙} – действительная часть выражения.

2.1. Детерминированный полезный сигнал

В случае, когда наблюдается детерминиро-
ванный сигнал с  неизвестным волновым фронтом 
вида  (2) в  гауссовском шуме, корреляционная ма-
трица шума R (4) не зависит от оцениваемых пара-
метров  φ0 и  θ и поэтому первое слагаемое в  выра-
жении (14) будет равно нулю. Для рассматриваемой 
задачи вектор оцениваемых параметров η  =  [θ,  φ0] 
и  с учетом  (4) матрица Фишера  (14) может быть 
представлена в виде:

	 H

,

( ) ( )
( ) 2 SNR Re ,i j

i j
N

� �� � � �� �η � � � �� �
�� ��� �� �

S SFIM �(15)

где 

2

1
2

1 [ ]
SNR

N

n
a n

N ==
σ

∑
  – отношение сигнал/шум 

на  одном антенном элементе, равное отношению 
средней мощности принятого полезного сигнала 
на одном элементе к мощности шума. 

Для линейной АР в случае, когда начальная фаза 
сигнала φ0 оценивается в геометрическом центре ан-
тенны, матрица Фишера (15) становится диагональ-
ной и имеет следующий вид [36]:

	
2 2

2

( ) 2 SNR

( 1)
2 cos 0

.12

0

N

d M M

M

η � � �

� ��� �� �� �� �� �� �� �
� �� 


FIM

� (16)

Это позволяет легко найти обратную ей корреля-
ционную матрицу для оценок угла прихода и началь-
ной фазы сигнала:

	 1
0 0( , ) ( , ).−θ j = θ jC FIM � (17)

У этой матрицы размерности 2 × 2 недиагональ-
ные элементы равны нулю, а диагональные элемен-
ты являются минимально возможными дисперсиями 
оценок угла прихода θ и начальной фазы φ0 полезно-
го сигнала:

( )2 2 2
1 1 6CRB( ) ,

SNR cos ( 1)2 N M Md
θ = ⋅ ⋅

⋅ ⋅ θ −π λ
� (18)

	 0
1 1CRB( ) .

2 SNRN M
j = ⋅

⋅
� (19)

Для круговой АР  в  случае, когда фаза сигна-
ла оценивается в  геометрическом центре антенны, 



54

Olesya V. BolkhovskayaMaximum likelihood estimates of the angle-of-arrival of deterministic and random signals 
in multielement antenna arrays of various configurations

Russian Technological Journal. 2025;13(6):47–62

матрица Фишера  (15) также становится диагональ-
ной и записывается в следующем виде [41]:

	
2 2
0

2

2
0

( ) 2 SNR .

0

R
MN

M

� ��
� �η � � � �� �
� �� �

FIM � (20)

Это позволяет легко найти обратную ей корреля-
ционную матрицу оценок угла прихода θ и началь-
ной фазы полезного сигнала φ0, диагональные эле-
менты которой равны: 

	 2 2 2
0

1 1CRB( ) ,
SNR 4N M R

θ = ⋅
⋅ ⋅ π ⋅ λ

� (21)

	 0
1 1CRB( ) ,

2 SNRN M
j = ⋅

⋅
� (22)

а недиагональные элементы равны нулю.

2.2. Случайный полезный сигнал

В случае, когда полезный сигнал является слу-
чайным гауссовским процессом, корреляцион-
ная матрица  R наблюдаемого вектора  х[n] зависит 
от оцениваемых параметров φ0 и θ, а вектор средних 
значений μ равен нулю (6). Поэтому первое слагае-
мое в выражении для матрицы Фишера (14) не равно 
нулю, а второе слагаемое равно нулю. 

Однако оценивание начальной фазы φ0 в векто-
ре-фазоре не имеет смысла, т.к. комплексная ампли-
туда a[n] случайного полезного сигнала s[n] = a[n]s 
на  каждом отсчете имеет случайную фазу, равно-
мерно распределенную в интервале [−π, π]. В этом 
случае нахождение первого слагаемого в  выраже-
нии (14):

	 1 1
,( ) tri j

i j

� �
� �� �� �η � � �

�� ��� �� �

R RFIM R R � (23)

приводит к  тому, что все элементы матрицы 
Фишера, кроме одного, оказываются равными 
нулю. Поэтому в  рассматриваемом случае мож-
но оценить только один параметр – угол прихода 
полезного сигнала θ. С учетом выражения (6) для 
корреляционной матрицы  R можно найти ее  об-
ратную матрицу

	 1 H
1 M

− ν
= −

+ ν
R I ss � (24)

и, подставляя (6) и (24) в первое слагаемое форму-
лы (14), получить выражение для нужного элемента 
матрицы Фишера:

( )
4
s

2 2 2
n n s

H H
H

2 2
2

2
FIM( )

( ) ( ) 1 ( ) ( )( ) ( )

( 1)2 cos .
12

N M
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M

d M M

⋅ ⋅ ⋅ σ
θ == ×

σ σ + σ

 ∂ η ∂ η ∂ η ∂ η
× − η η = ∂θ ∂θ ∂θ ∂θ 

− = π θ λ 

s s s ss s � (25)

где 2
sσ  и  2

nσ  – дисперсии сигнала и шума соответ-
ственно.

Для линейной АР, подставляя в  выражение для 
матрицы Фишера (25) вектор-фазор с фазами, опре-
деляемыми формулой  (10), легко найти нижнюю 
границу для дисперсии оценки угла прихода в виде:

	
( )

1
2

2 2 2 2

1CRB( ) FIM ( )
2

1 SNR 6 .
SNR cos ( 1)

d
M

N M M

−θ = θ = ×
π λ

+ ⋅
× ⋅

⋅ θ −

 � (26)

Для круговой АР нижнюю границу для диспер-
сии оценки угла прихода случайного сигнала мож-
но найти аналогичным образом. Для этого следует 
подставить в выражение для матрицы Фишера (25)  
вектор-фазор с  фазами, определяемыми форму-
лой (11). В результате получим

1
2 2 2 2 2

0

1 SNRCRB( ) FIM ( ) .
SNR 4

M
N M R

− + ⋅
θ = θ =

⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ λ
� (27)

Для удобства сравнения все найденные нижние 
границы для дисперсий оценок угла прихода сигна-
ла линейной и круговой АР приведены в табл. 2 где 
CRB(θ) обозначены соответственно буквой L для ли-
нейной АР, и буквой С – для круговой, а индексы det 
и  rand соответствуют детерминированному и  слу-
чайному сигналам соответственно.

Из приведенных в  табл.  2  формул следует, что 
отношения нижних границ Крамера – Рао для дис-
персий оценок угла прихода для случайного и детер-
минированного сигналов оказывается одинаковым 
для линейной и для круговой АР, и равными

	 rand rand

det det

1 SNR .
SNR

L CM
L M C

+ ⋅
= =

⋅
� (28)

Причем из  выражения  (28) следует, что при 
увеличении отношения сигнал/шум и  числа антен-
ных элементов  (при произведении  M  ·  SNR  >>  1) 
границы Крамера  –  Рао для дисперсий оценок 
угла прихода случайного и  детерминированно-
го сигналов становятся одинаковыми. Так, в  слу-
чае M  =  8  разница между  CRB для случайного 
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и  детерминированного сигналов становится мень-
ше 10% уже при SNR > 0.8 дБ, а в случае М = 16 – при 
SNR  >  −2.2  дБ, что также подтверждается резуль-
татами численных экспериментов, приведенными 
на рис. 2 и рис. 3 в следующем разделе.

3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИК АЛГОРИТМОВ, 

РЕАЛИЗУЮЩИХ МП ОЦЕНКИ УГЛА ПРИХОДА 
ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА

Сравнительный анализ характеристик рассмо-
тренных выше алгоритмов оценивания углов при-
хода полезного сигнала был проведен на примерах 
линейных и круговых АР с разным числом антенных 
элементов в условиях однолучевого канала с  адди-
тивным гауссовским шумом (1). Для всех конфигу-
раций АР расстояние между антенными элементами 
бралось равным половине длины волны  (d  =  λ/2). 
В  качестве полезного детерминированного сигна-
ла  a[n] использовался сигнал с  псевдослучайной 
двоичной фазовой манипуляцией (0, π) с постоянной 
амплитудой, известный на приемнике, а  в качестве 
полезного случайного сигнала  – комплексная гаус-
совская последовательность независимых отсчетов 
такой же длины N.

Как отмечалось выше, в работах [9, 16] была те-
оретически доказана неэффективность алгоритмов 
МП-оценивания угла прихода полезного случайного 
сигнала при конечном объеме выборки N, что при-
водит к  недостижимости границы Крамера  –  Рао 
только за счет увеличения величины SNR при фик-
сированном размере выборки. Однако подробные 
численные исследования этого факта, проведенные 
в  работе  [29], показали, что при достаточно боль-
ших отношениях сигнал/шум предельные значения 
дисперсий МП-оценок углов прихода превышают 
границу Крамера  –  Рао на  относительную величи-
ну порядка ~1/(N − 1), которой, очевидно, на прак-
тике можно пренебречь при больших  N. Поэтому, 

в  представленных ниже численных экспериментах, 
чтобы избежать учета конечности выборки, объем 
выборки был выбран достаточно большим (N = 64) 
для обеих моделей полезного сигнала, детерминиро-
ванной и случайной.

Для определения пороговых уровней отношений 
сигнал/шум  SNRth  (ниже которых возникают ано-
мально большие ошибки) предложена следующая 
методика. Пороговые значения  SNRth находились 
как значения, при которых среднеквадратичное от-
клонение  (СКО) оценок углов прихода полезного 
сигнала превышали теоретические нижние границы 
Крамера – Рао (CRLB) на заданное количество про-
центов. Несомненным достоинством данной методи-
ки является то, что нижние границы Крамера – Рао 
легко рассчитываются по аналитическим формулам, 
приведенным в табл. 2 для линейной и круговой АР. 
Уровень превышения теоретических значений вы-
бран равным 10% на основе результатов предвари-
тельных численных экспериментов, показывающих, 
что с одной стороны при SNR < SNRth происходит 
быстрый, почти скачкообразный, рост СКО оценок, 
а  с другой стороны, измерение такого 10%-го сме-
щения возможно выполнить с  большой точностью 
порядка 1% при разумном числе экспериментов (по-
рядка 1 млн).

При этом исследовались среднеквадратичные 
ошибки МП-оценок углов прихода плоского вол-
нового фронта, получаемых с  применением ал-
горитмов, описанных в  разделе 2  и приведенных 
в табл. 1 для обеих моделей полезного сигнала. Для 
каждого алгоритма, конфигурации АР и модели сиг-
нала СКО оценок углов прихода сигналов находи-
лись по 2 · 105 численным экспериментам, в каждом 
из которых обрабатывался сигнал длиной в N отсче-
тов (N = 64). 

Для линейных АР  (uniform linear array, ULA) 
на  рис.  2  приведены графики среднеквадратич-
ных ошибок  σsin θ оценок синусов углов прихода 
для детерминированного и  случайного сигналов 

Таблица 2. Итоговые формулы для CRB(θ) для различных типов сигнала и конфигурация АР

Решетка Детерминированный полезный сигнал Случайный полезный сигнал

Линейная АР
( )det 2 2 2

1 1 6
SNR cos ( 1)2

L
N M Md

= ⋅ ⋅
⋅ ⋅ θ −π λ ( )rand 2 2 2 2 2

1 1 SNR 6
SNR cos ( 1)2

ML
N M Md

+ ⋅
= ⋅ ⋅

⋅ θ −π λ

Круговая АР det 2 2 2
0

1 1
SNR 4

C
N M R

= ⋅
⋅ ⋅ π ⋅ λ rand 2 2 2 2 2

0

1 SNR
SNR 4

MC
N M R

+ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ π ⋅ λ

Примечание. Значения границ Крамера – Рао в табл. 2 даны для произвольного радиуса круговой антенны. В случае, когда рас-

стояние между соседними элементами круговой антенны равно половине длины волны, отношение 2 2
0 2

1 .
16sin ( / )

R
M

λ =
π
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в  зависимости от  отношения сигнал/шум, измеря-
емого на одном антенном элементе. При этом угол 
прихода полезного сигнала задавался в каждом экс-
перименте случайным и  равномерно распределен-
ным в интервале ±60°. Штриховыми линиями соот-
ветствующих цветов изображены нижние границы 
Крамера  –  Рао для детерминированного сигнала 
в соответствии с формулой (18) и случайного сигна-
ла в соответствии с формулой (26).

Из представленных на  рис.  2  результатов вид-
но, что СКО оценок для обеих моделей сигналов 
при увеличении SNR стремятся к одинаковым пре-
дельным значениям, зависящим от числа антенных 
элементов  M. При удвоении числа антенных эле-
ментов СКО оценок уменьшается приблизительно 
в 2.83 раза, что находится в хорошем соответствии 
с  аналитическими выражениями, приведенными 
в табл. 2. Интересно также отметить, что для того, 
чтобы добиться такого же уменьшения СКО оценок 
при фиксированном числе антенных элементов  М, 
необходимо увеличить отношение сигнал/шум при-
близительно на  10  дБ. В  то же  время пороговые 
значения сигнал/шум  SNRth, при превышении ко-
торых СКО оценок практически достигают границ 
Крамера – Рао, существенно зависят от вида полез-
ного сигнала. Для детерминированных сигналов по-
роговые значения сигнал/шум оказываются суще-
ственно меньше, чем для случайных сигналов. 

ULA, N = 64
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Рис. 2. СКО оценок синусов углов прихода  
для детерминированного (det) и случайного (rand) 

сигналов в зависимости от отношения  
сигнал/шум для линейной АР при разном числе 

антенных элементов М

Для круговых АР  (uniform circular array, 
UCA) на  рис.  3  приведены аналогичные гра-
фики среднеквадратичных ошибок  σθ оценок 
углов прихода для детерминированного и  слу-
чайного сигналов в  зависимости от  отношения  
сигнал/шум на одном антенном элементе. При этом 
угол прихода полезного сигнала задавался слу-
чайным равномерно распределенным в интервале 
от 0° до 180°/M (в силу радиальной M симметрии 
задачи это распределение эквивалентно равномер-
ному распределению от 0° до 360°). Штриховыми 
линиями соответствующих цветов изображены 
границы Крамера  –  Рао для детерминированного 
сигнала в  соответствии с  формулой  (21) и  слу-
чайного сигнала в соответствии с формулой  (27). 
Из  представленных результатов видно, что для 
круговой АР, как и для линейной АР, СКО оценок 
углов для обеих моделей сигналов при увеличе-
нии SNR стремятся к  одинаковым предельным 
значениям, зависящим от числа антенных элемен-
тов  M, а  пороговые значения сигнал/шум  SNRth, 
при превышении которых СКО  оценок практиче-
ски достигают границ Крамера – Рао, существенно 
зависят от вида полезного сигнала. При этом для 
детерминированных сигналов пороговые значения 
сигнал/шум также оказываются ниже, чем для слу-
чайных сигналов. 
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Рис. 3. СКО оценок углов прихода  
для детерминированного (det) и случайного (rand) 

сигналов в зависимости от отношения  
сигнал/шум для круговой АР при разном числе 

антенных элементов М
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Из сравнения двух рассмотренных геометрий АР 
видно, что поведение зависимостей СКО оценок 
углов приходов сигналов от  числа антенных эле-
ментов М и отношения сигнал/шум имеет одинако-
вый характер в области больших SNR  (превышаю-
щих SNRth). В то же время, при равном количестве 
антенных элементов и  расстоянии между ними, 
СКО  оценок для линейной  АР  (в случае нулевого 
угла прихода сигнала с  направления перпендику-
лярного апертуре  АР) оказываются приблизитель-
но в 2.5 раза меньше, чем для круговой. Очевидно, 
что это связано с приблизительно в 3 раза меньшим 
размером апертуры круговой АР по сравнению с ли-
нейной АР. Однако несложно показать, что это пре-
имущество линейной АР над круговой АР в точно-
сти оценивания углов прихода сигнала сохраняется 
только в  секторе  ±67°, при больших углах круго-
вая АР имеет более высокую точность оценивания, 
чем линейная  АР. Кроме того из  полученных ре-
зультатов (аналитических и численных) следует, что 
точность оценивания круговой АР при больших от-
ношениях сигнал/шум (SNR > SNRth) вообще не за-
висит от углов прихода полезного сигнала. 

Во второй серии численных экспериментов для 
всех рассмотренных выше конфигураций АР и мо-
делей сигналов проведено более детальное иссле-
дование достигаемых точностей оценивания углов 
прихода сигнала в  наиболее интересных интерва-
лах значений отношений сигнал/шум вблизи поро-
говых SNRth. Для этого количество численных экс-
периментов для каждого  SNR вблизи  SNRth было 
увеличено до  106  и при нахождении уточненных 

пороговых значений использовалась линейная ин-
терполяция.

Для модели детерминированного полезного сиг-
нала в  табл.  3  представлены уточненные значе-
ния SNRth для линейной и круговой АР (даны с точ-
ностью до 0.1 дБ), соответствующие им СКО оценок 
углов прихода σsin θ/sin θ (даны с точностью до 3 зна-
чащих цифр) и  предельные нижние границы 
Крамера – Рао  ( )det det ,L C  рассчитанные с по-
мощью аналитических выражений, приведенных 
в  табл.  2. Контрольные величины относительного 
10%-го превышения  СКО над границами 
Крамера  –  Рао  (δσsin θ/δσθ) приведены в  нижней 
строчке таблицы (даны с точностью до 3 значащих 
цифр).

Для модели случайного полезного сигнала 
в табл. 4 аналогичным образом представлены уточ-
ненные значения  SNRth, для линейной и  круго-
вой АР, соответствующие им СКО оценок углов при-
хода  σsin θ/sin θ и  предельные нижние границы 

Крамера  –  Рао  ( )rand rand ,L C  рассчитанные  
также с  помощью формул, приведенных в  табл.  2. 
Контрольные величины относительного 10%-го пре-
вышения СКО над границами Крамера – Рао приве-
дены в нижней строчке табл. 4.

Для более наглядного сравнения числен-
ных результатов, приведенных в  табл.  3  и  4, 
на  рис.  4  на одном графике представлены рассчи-
танные уточненные пороговые значения отношений  
сигнал/шум (SNRth) для всех конфигураций АР и мо-
делей полезного сигнала.

Таблица 3. Значения SNRth для линейной и круговой АР для детерминированного сигнала

M
8 16 32 64

ULA UСA ULA UСA ULA UСA ULA UСA

SNRth, дБ −13.3 −10.3 −15.5 −13.6 −17.5 −16.8 −20.0 −20.1

σsin θ/sin θ 2.20 · 10−2 3.92 · 10−2 9.95 · 10−3 2.03 · 10−2 4.44 · 10−3 1.04 · 10−2 2.09 · 10−3 5.43 · 10−3

det detL C 2.00 · 10−2 3.53 · 10−2 9.04 · 10−3 1.85 · 10−2 4.04 · 10−3 9.49 · 10−3 1.90 · 10−3 4.94 · 10−3

δσsin θ/δσθ 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100

Таблица 4. Значения SNRth для линейной и круговой АР для случайного сигнала

M
8 16 32 64

ULA UСA ULA UСA ULA UСA ULA UСA

SNRth, дБ −7.3 −6.4 −9.1 −9.0 −10.7 −10.3 −12.2 −12.2

σsin θ/sin θ 1.42 · 10−2 3.07 · 10−2 5.90 · 10−3 1.48 · 10−2 2.37 · 10−3 5.76 · 10−3 9.55 · 10−4 2.45 · 10−3

rand randL C 1.29 · 10−2 2.79 · 10−2 5.36 · 10−3 1.35 · 10−2 2.15 · 10−3 5.23 · 10−3 8.68 · 10−4 2.23 · 10−3

δσsin θ/δσθ 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100 0.100
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Из приведенных на рис. 4 графиков можно сде-
лать важные практические выводы. Во-первых, по-
роговые значения отношений сигнал/шум сильно 
зависят от вида принимаемого сигнала, так для детер-
минированных сигналов они оказываются приблизи-
тельно на 6–7 дБ ниже, чем для случайных сигналов. 
Во-вторых, пороговые значения отношений сиг-
нал/шум очень слабо зависят от  конфигурации  АР 
и при большом числе антенных элементов (М > 16) 
практически совпадают для рассмотренных в рабо-
те линейных и  круговых  АР. При этом при удвое-
нии количества антенных элементов значения SNRth 
уменьшаются приблизительно на 2 дБ. 
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Рис. 4. Зависимости уточненных пороговых значений 
отношений сигнал/шум (SNRth) от числа антенных 
элементов для всех конфигураций АР и моделей 

полезного сигнала

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено численное исследование точ-
ности МП-оценок угла прихода сигнала с  плоским 
волновым фронтом, принимаемого линейной и кру-
говой АР. Проведен анализ двух моделей полезного 
сигнала – детерминированного с априори известной 
формой и случайного – гауссовского шума с некор-
релированными отсчетами. 

В ходе численного эксперимента показано, что, 
в  соответствии с  теорией оптимальных оценок, 

при увеличении отношения сигнал/шум и  боль-
ших объемах выборки среднеквадратичные ошибки 
МП-оценок для обеих моделей сигнала стремятся 
к  одинаковым теоретически предельным значени-
ям  (границам Крамера  –  Рао), зависящим только 
от числа антенных элементов M и конфигурации АР.

В работе предложен метод строгого определения 
пороговых значений отношений сигнал/шум  (ниже 
которых возникают аномально большие ошибки) 
на  основе заданного относительного превышения 
СКО оценок максимального правдоподобия теоре-
тически предельных нижних границ Крамера – Рао, 
найденных аналитически. Проведенное численное 
моделирование позволило найти с  высокой точно-
стью такие пороговые значения для детерминиро-
ванных и случайных моделей сигналов. 

Выявлены достаточно простые закономерности 
между основными характеристиками системы оце-
нивания: геометрией  АР, числом антенных элеме-
тров, типом обрабатываемого сигнала и  использу-
емым алгоритмом. Эти закономерности на  основе 
интерполяции и  аппроксимации уже представлен-
ных в  работе результатов  (без проведения допол-
нительного численного моделирования), позво-
ляют определять пороговые значения отношений  
сигнал/шум для двух базовых моделей сигналов  
(детерминированной и  случайной) в  линейных 
и  круговых АР  практически с  любым количеством 
антенных элементов, большим четырех. 

Таким образом, одним из основных результатов 
работы является доказательство с помощью числен-
ного моделирования того факта, что когерентная 
и  некогерентная обработка сигналов дает одинако-
вые предельно достижимые точности при одинако-
вых отношениях сигнал/шум больше пороговых зна-
чений (SNR > SNRth). В то же время, вид полезного 
сигнала и метод его обработки существенно влияют 
на величину пороговых значений SNRth, ниже кото-
рых возникают аномально большие ошибки.

Полученные в  работе результаты могут быть 
практически использованы на начальном этапе про-
ектирования и определения архитектуры систем вы-
сокоточного пеленгования и  локализации источни-
ков излучения различных сигналов.
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