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Резюме 
Цели. В  измерительной системе с  индукционной передачей информации с  перемещающейся конструкции 
на неподвижный приемник информационный сигнал, несущий информацию о параметрах перемещающейся 
конструкции, формируется магнитной системой, содержащей постоянный магнит, установленный на непод-
вижной части измерительной системы. Магнитное поле постоянного магнита (МППМ) определяет магнитный 
поток, и, следовательно, индукционный ток в другом элементе магнитной системы – проводящем витке, рас-
положенном на перемещающейся конструкции. Для теоретического обоснования параметров измерительной 
системы, в т.ч. для оптимизации ее составных частей, необходима простая, удобная для применения анали-
тическая модель информационного сигнала (АМИС), что определяет требования к математическому описа-
нию МППМ. Известные решения задач по расчету МППМ содержат обратные тригонометрические функции 
или представлены результатами численных расчетов, что затрудняет их использование для разработки АМИС 
измерительной системы. Целью данной статьи является получение точного решения задачи расчета МППМ 
и разработка на основании этого точного решения аналитической модели нормальной составляющей вектора 
магнитной индукции (НСВМИ) постоянного магнита, используемой для разработки АМИС. 
Методы. Использовались методы математического анализа и метод эквивалентного соленоида.
Результаты. Получено точное решение задачи расчета НСВМИ МППМ, имеющего форму параллелепипеда, 
на основании которого получено выражение, аппроксимирующее формулу точного решения, – аналитиче-
ская модель НСВМИ.
Выводы. Полученная аналитическая модель НСВМИ может быть использована для теоретической разра-
ботки  АМИС измерительной системы с  индукционной передачей информации о  параметрах перемещаю-
щейся конструкции на неподвижный приемник сигнала. 

Ключевые слова: постоянный магнит, магнитная индукция, эквивалентный соленоид, нормальная состав-
ляющая, аналитическая модель
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Abstract
Objectives. In  a  measuring system based on  the inductive transmission of  information from a  moving structure 
to a stationary signal receiver, the signal carrying useful information about the parameters of the moving structure 
is formed by a magnetic system containing a permanent magnet mounted on the stationary part of the measuring 
system. The magnetic field of the permanent magnet (MFPM) determines the magnetic flux, and, consequently, the 
induction current in a conducting coil located on the moving structure. In order to theoretically justify the parameters 
of the measuring system including the optimization of its components, a simple and easy-to-use analytical model 
of the useful signal for determining the requirements for the mathematical description of the MFPM is required. The 
use of known solutions for developing an analytical model of the useful signal of the measuring system is complicated 
by the need to use inverse trigonometric functions or the results of numerical calculations. The present work sets out 
to obtain an exact solution to the problem of calculating the MFPM and on this basis to develop a simple, convenient 
analytical model of the normal component of the magnetic induction vector (NCMIV) of a permanent magnet used 
to develop an analytical model of the useful signal.
Methods. The equivalent solenoid method was used along with mathematical analysis approaches.
Results. An exact solution for calculating the normal component of the magnetic induction vector of the parallelepiped-
shaped permanent magnet was obtained. Based on this, a straightforward and easy-to-use analytical model of the 
NCMIV was developed, which closely approximates the formula derived for the exact solution.
Conclusions. The developed analytical model of the NCMIV can be used for theoretical development of an analytical 
model of the useful signal of a measuring system with inductive transmission of information about the parameters 
of a moving structure to a stationary signal receiver.
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ВВЕДЕНИЕ

В задачах передачи информации о  параметрах 
конструкции, меняющей свое положение относи-
тельно неподвижного приемника сигнала, в основ-
ном используется радиоканал (например, для пере-
дачи значений параметров газа в  пневматической 
шине транспортного средства). При этом на  кон-
струкции размещаются измерительные преобразо-
ватели параметров, определяющих ее  состояние, 

в  электрические сигналы, поступающие в  радио
передатчик. На  неподвижной части, например, 
на корпусе транспортного средства, по отношению 
к которому меняет свое положение колесо с пнев-
матической шиной, размещается приемник радио-
сигнала.

Использование радиоканала для передачи ин-
формации обычно связано с трудностями, обуслов-
ленными ограничениями на использование электро-
магнитного излучения.
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В измерительной системе с  индукционной пе-
редачей информации о состоянии перемещающейся 
конструкции  [1,  2] информационный сигнал, несу-
щий информацию о состоянии конструкции, форми-
руется магнитной системой, которая формализова-
на следующим образом  (рис.  1). На  верхней грани 
постоянного магнита, имеющего форму параллеле-
пипеда высотой H и основанием с размерами a и b, 
размещается прямоугольный проводящий виток  1. 
В  плоскости, параллельной верхней грани посто-
янного магнита, движется со  скоростью V  относи-
тельно постоянного магнита конструкция с располо-
женным на ней витком 2, имеющим прямоугольную 
форму, так, что проекция  (точка  A) центра вит-
ка 2 (точка O2) на ось Ox перемещается вдоль оси Ox. 
Расстояние от плоскости до верхней грани постоян-
ного магнита равно d. Электрическое сопротивление 
витка 2 определяется параметром конструкции.

При перемещении витка 2  в  магнитном поле 
постоянного магнита  (МППМ) в витке 2 возникает 
индукционный электрический ток, сила которого за-
висит от скорости витка 2, электрического сопротив-
ления витка 2, а также от нормальной составляющей 
вектора магнитной индукции (НСВМИ) МППМ, пер-
пендикулярной плоскости витка  2. Индукционный 
электрический ток перемещающегося витка 2 созда-
ет переменное магнитное поле в месторасположении 
витка 1. Электродвижущая сила витка 1, обусловлен-
ная магнитным потоком переменного магнитного 
поля индукционного тока перемещающегося витка 2, 
является информационным сигналом, содержащим 

информацию о  параметре конструкции. Для опре-
деления характеристик магнитных полей различных 
магнитных систем развиты аналитические  [3–11] 
и численные [12–24] методы расчетов характеристик. 
В данной статье для точного решения задачи распре-
деления НСВМИ МППМ в плоскости, параллельной 
верхней грани постоянного магнита, применен ме-
тод эквивалентного соленоида. Полученные резуль-
таты использовались для разработки аналитической 
модели НСВМИ, которая может быть использована 
для разработки аналитических моделей магнитных 
потоков, создающих индукционные электрические 
токи в проводящих витках 1 и 2. Результаты расчетов 
распределения МППМ, изложенные в [11], дополне-
ны расчетами распределения МППМ в геометриче-
ской области вблизи постоянного магнита.

Рис. 2. Геометрическая схема расчета НСВМИ МППМ

Постоянный магнит

Постоянный магнит

Виток 1

Виток 2

d

A

O2

O x

V

Рис. 1. Схема магнитной системы

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Магнитное поле создается однородно намагниченным по оси Oz постоянным магнитом (рис. 2). Начало 
системы координат Oxyz размещается в центре основания магнита. Используя рис. 2, рассчитаем нормиро-
ванную НСВМИ МППМ Bz n(x, y, z) в точке M(x, y, z), расположенной в заданной плоскости z ≥ H.
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В соответствии с методом эквивалентного соленоида [3–6] заменим постоянный магнит системой поверх-
ностных электрических токов с линейной плотностью λ, текущих в плоскостях, перпендикулярных оси Oz. 
Тогда по полоске боковой поверхности постоянного магнита шириной dh, расположенной на высоте h от его 
основания, протекает поверхностный электрический ток силой I = λdh. Периметр полоски образован отрез-
ками AD, DC, CB, BA, где |AD| = |CB| = b, |DC| = |BA| = a.

Величина магнитной индукции BAD(x, y, z) тока I отрезка AD в точке M(x, y, z) определяется соотноше-
нием [3]:

	 0
AD

0

cos cos( , , ) ,
4

B x y z I
r

µ α - β
=

π
�  (1)

где r0 − расстояние от точки M(x, y, z) до отрезка AD.
Вектор магнитной индукции BAD направлен под углом γ к оси Oz.
С использованием рис. 2 получены следующие соотношения:

	
2 2

2

2cos ,

( )
2 2

by

a bx y z h

+
- β =

   + + + + -   
   

� (2)

	
2 2

2

2cos ,

( )
2 2

b y

a bx y z h

-
α =

   + + - + -   
   

� (3)

	
2

2

2cos .

( )
2

ax

ax z h

+
γ =

 + + - 
 

� (4)

Нормальная составляющая вектора магнитной индукции BADz, создаваемая электрическим током отрез-
ка AD, определяется формулой:
	 AD AD( ,  ,  ) ( ,  ,  )cos .zB x y z B x y z= γ � (5)

Нормальные составляющие вектора магнитной индукции электрических токов отрезков DC,  CB,  BA 
определяются таким же образом. 

Нормальная составляющая вектора магнитной индукции, создаваемая электрическим током I, протека-
ющим по полоске шириной dh на высоте h постоянного магнита, является суммой НСВМИ электрических 
токов отрезков AD, DC, CB, BA:

	 AD DC CB BA( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ).hz z z z zB x y z B x y z B x y z B x y z B x y z= + + + � (6)

В дальнейшем символами AD, DC, CB, BA будем обозначать боковые поверхности постоянного магнита, 
содержащие соответствующие отрезки.

С учетом (1)–(6) получим формулу для вычисления нормированной НСВМИ электрического тока боко-
вой поверхности AD:

	

11 11
AD 2 2 2 2 2 2 2 20 0 11 1 1 11 1 1

12 12
2 2 2 2 2 2 2 2
12 1 1 12 1 1

( )4 ( ,  ,  ) arcsin arcsin
( )( ) ( )( ( ) )

( )
arcsin arcsin ,

( )( ) ( )( ( ) )

H

z
z z H

B x y z dh
z z H

z z H

z z H

 α α -π  = - +
 µ l α + β β + α + β β + - 

 α α - + -
 α + β β + α + β β + - 

∫
 � (7)

где 11 ,
2
b yα = -  12 ,

2
b yα = +  1 .

2
axβ = +
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Нормированная НСВМИ МППМ Bz n(x, y, z) является суммой нормированных НСВМИ всех электриче-
ских токов боковых поверхностей постоянного магнита. С учетом (7) получим:

	

4
1 1

n 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

( )
( ,  ,  ) arcsin arcsin

( )( ) ( )( ( ) )

( )
arcsin arcsin sign( ) ,

( )( ) ( )( ( ) )

i i
z

i i i i i i i

i i
i

i i i i i i

z z H
B x y z

z z H

z z H

z z H

=

 α α - = - +
 α + β β + α + β β + - 

 α α -  + - β
 α + β β + α + β β + -  

∑
� (8)

где 11 ,
2
b yα = -  12 ,

2
b yα = +  1 2

axβ = +  (для AD); 21 ,
2
axα = +  22 ,

2
a xα = -  2 2

byβ = +  (для DC); 31 ,
2
byα = +  

32 ,
2
b yα = -  3 2

a xβ = -  (для CB); 41 ,
2
a xα = -  42 ,

2
a xα = +  4 2

b yβ = -  (для BA).
Нормальная составляющая вектора магнитной индукции электрического тока боковой поверхности CB 

меняет знак при
 

 > ,
2
ax  так же, как и НСВМИ электрического тока боковой поверхности BA при .

2
by >  

Изменение знаков НСВМИ учитывается функцией sign(βi).
Bz n(x, y, z) является четной функцией координат x и y, следовательно, расчет распределения Bz n(x, y, z) 

в заданной плоскости можно делать только для ее четверти, ограниченной неравенствами: 0 ,x≤  0 .y≤  Для 
получения более удобного для дальнейших исследований выражения Bz n(x, y, z) формула (8) была разложена 
в ряд Тейлора, анализ которого показал, что формулу  (8) можно заменить простой, удобной для расчетов 
формулой – аналитической моделью НСВМИ:

	

2 22 2

n max max
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y(0, 0, ) 1 1    ,  ,
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0                                                               ,  ,
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где xmax, ymax − «размеры» магнитного поля в плоскости z = const, т.е. координаты xmax, ymax, зависящие от коорди- 
наты  z, которые подбираются так, чтобы в  области max max,x x y y≥ ≥  плоскости z  =  const НСВМИ  МППМ  
становилась равной нулю.

На рис.  3  приведены графики зависимостей нормированной НСВМИ  МППМ Bz  n(x,  y,  z) в  плоскости 
z = 13 мм в зависимости от координаты x при различных значениях координаты y, при следующих параметрах 
постоянного магнита: a = b = 16 мм, H = 8 мм. Значения Bz n(x, y, z) для графиков 1, 2, 3 рассчитаны по точной 
формуле (8), а для графиков 4, 5, 6 – по формуле (9). 

Анализ показал, что отличие результатов расче-
тов по точной формуле  (8) от результатов расчетов 
по аппроксимирующей формуле (9) значительно для 
точек плоскости с координатами x ≥ 6 мм, y ≥ 6 мм, 
при которых относительная погрешность δ расчетов 
нормированной НСВМИ МППМ по аналитической 
модели принадлежит отрезку 15% 33%.≤ d ≤

Для точек плоскости с  координатами x  ≤  6  мм, 
y ≤ 6 мм относительная погрешность δ составила ме-
нее 15%, причем для точек плоскости, ограниченных 
неравенством r ≤ 4 мм, где r − расстояние от начала 
системы координат до точки плоскости, относитель-
ная погрешность составила δ ≤ 3.8%; для точек пло-
скости, ограниченных неравенством r ≤ 2 мм, отно-
сительная погрешность составила δ ≤ 2.6%.

Параметры информационного сигнала измери-
тельной системы: амплитуда, форма зависимости 
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Рис. 3. Графики нормированной НСВМИ МППМ:  
1 − Bz n(x, 0, 13), 2 − Bz n(x, 4, 13),  

3 − Bz n(x, 8, 13), 4 − Bz n.anal(x, 0, 13),  
5 − Bz n.anal(x, 4, 13), 6 − Bz n.anal(x, 8, 13)
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от времени на интервале его длительности, определяются скоростью изменения магнитных потоков в вит-
ках 1 и 2 при нахождении центра витка 2 над центром сечения постоянного магнита. В этом случае погреш-
ность расчетов параметров информационного сигнала наименьшая, потому что магнитные потоки и скорость 
их изменений определяются в основном центральной частью распределения НСВМИ МППМ – в точках пло-
скости с координатами, ограниченными неравенствами x ≤ 6 мм, y ≤ 6 мм.

При больших значениях координат НСВМИ МППМ − периферийная часть МППМ, быстро уменьшается, 
а  скорость изменения магнитных потоков, определяемая периферийной частью МППМ, меньше скорости 
изменения магнитных потоков, определяемой центральной частью МППМ.

Проведенные оценки погрешностей расчетов НСВМИ по аппроксимирующей формуле (9) показали воз-
можность использования аналитической модели НСВМИ для разработки аналитической модели информа-
ционного сигнала измерительной системы с погрешностью расчетов значений информационного сигнала, 
не превышающей 15%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное следование позволяет сделать сле-
дующие выводы:

1.	Методом эквивалентного соленоида полу-
чена точная аналитическая формула для 
расчета НСВМИ  МППМ, имеющего форму 
параллелепипеда, перпендикулярной к  за-
данной плоскости, параллельной торцу маг- 
нита.

2.	Получено выражение аналитической моде-
ли НСВМИ, позволяющее относительно просто 
вычислять магнитные потоки в витках 1 и 2.

3.	Обоснована возможность использования ана-
литической модели НСВМИ для теоретической 
разработки аналитической модели информаци-
онного сигнала измерительной системы с индук-
ционной передачей сигнала.
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Резюме 
Цели. Трижды периодические минимальные поверхности – это непересекающиеся поверхности с нулевой 
средней кривизной, состоящие из повторяющихся в трех направлениях декартовой системы координат эле-
ментов. Использование конструкций, основанных на минимальных поверхностях, в теплотехническом обо-
рудовании связано с их преимуществами перед классическими решетчатыми и сотовыми конструкциями, 
часто применяемыми на практике. Целью работы является исследование теплопереноса при фильтрацион-
ном течении несжимаемой жидкости в пористой среде с упорядоченной макроструктурой на основе трижды 
периодической минимальной поверхности (гироида).
Методы. Для решения задачи теплопереноса в  пористой среде применяется метод конечных разностей. 
Для реализации алгоритма метода конечных разностей разработано программное обеспечение Heat Transfer 
Solver на языке программирования Python.
Результаты. В  рамках настоящего исследования разработано программное обеспечение на  языке про-
граммирования Python для численного решения методом конечных разностей задачи теплопереноса в по-
ристой среде c упорядоченной макроструктурой. Функционал программы позволяет исследовать динамику 
процесса теплопереноса и  влияние различных параметров на  распределение температуры. При помощи 
данной программы изучен процесс теплопереноса в пористой среде на основе гироида. Получены графиче-
ские зависимости температуры твердотельного каркаса и жидкости, а также теплового потока от координа-
ты в различные моменты времени. Определены характерные временные интервалы, в которых наблюдается 
наибольшее абсолютное значение градиента температур.
Выводы. Результаты работы, включающие как разработанное программное обеспечение, так и зависимо-
сти температур, могут найти применение в ряде инженерных задач, где важным является прогнозирование 
температурного распределения в пористых материалах при различных условиях эксплуатации.

Ключевые слова: пористая среда, течение жидкости, теплообмен, трижды периодическая минимальная 
поверхность, гироид, метод конечных разностей
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Abstract
Objectives. Triply periodic minimal surfaces are non-intersecting surfaces with zero mean curvature, consisting 
of elements repeating in three directions of the Cartesian coordinate system. The use of structures based on minimal 
surfaces in heat engineering equipment is associated with their advantages over classical lattice and honeycomb 
structures, often used in practice. The aim of the work is to study heat transfer during filtration flow in a porous medium 
of an incompressible fluid having an ordered macrostructure based on gyroid triply periodic minimal surface.
Methods. In order to solve the problem of heat transfer in a porous medium, the finite difference method is used. 
As a means of implementing the finite difference method algorithm, the Heat Transfer Solver software was developed 
in the Python programming language.
Results. The described software program was used to  obtain a  numerical solution of  the heat transfer problem 
in a porous medium with an ordered macrostructure using the finite difference method. The program functionality 
enables the investigation of  the heat transfer process dynamics and the influence of  various parameters on  the 
temperature distribution. The program was used to  study the heat transfer process in  a  porous medium based 
on gyroid triply periodic minimal surface. Graphical dependencies of the solid framework and fluid temperatures, 
as well as the heat flux on the coordinate at different time steps, were obtained. Characteristic time intervals with the 
highest absolute temperature gradient values were identified.
Conclusions. The results of  the work, including both the developed software and the obtained temperature 
dependencies, can be used in a number of engineering problems where it is important to predict the temperature 
distribution in porous materials under various operating conditions.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время важной задачей в теоретиче-
ской и прикладной теплотехнике является повышение 
энергетической эффективности теплотехнического 
оборудования [1], которое широко используется в раз-
личных отраслях промышленности. Одним из методов 
интенсификации теплообмена является применение 
пористых материалов в конструкции теплообменных 
устройств  [2], катализаторов  [3]  и  т.д. Повышение 
площади поверхности теплообмена и  турбулизация 
потока являются основными причинами использова-
ния пористых материалов в тракте теплообменников.

Большинство применяемых на  практике пори-
стых материалов обладают стохастической струк-
турой, или, иными словами, случайной формой 
и  размерами пор. Однако существуют целые клас-
сы пористых материалов с  упорядоченной структу-
рой, к  которым, например, относятся решетчатые 
и  сотовые конструкции  [4,  5], а  также конструкции 
на  основе трижды периодических минимальных 
поверхностей  (ТПМП). Такие поверхности являют-
ся предметом большого числа исследований  [6–11] 
ввиду своих превосходных прочностных свойств при 
высоком значении пористости, что позволяет про-
ектировать легкие, но  при этом прочные конструк-
ции. Одним из  преимуществ пористых материалов 
с ТПМП-структурой также является возможность ва-
рьирования их свойств (теплофизических, механиче-
ских и др.) путем изменения характерных геометри-
ческих параметров минимальных поверхностей [8].

Несмотря на вышеуказанные преимущества, при 
использовании пористых ТПМП-материалов в  кон-
струкции теплотехнического оборудования можно 
столкнуться с  рядом трудностей ввиду отсутствия 
математических моделей, описывающих процессы 
переноса  (тепла, массы, импульса), поскольку это 
влечет за собой большие затраты времени и ресур-
сов на  изготовление опытных образцов и  проведе-
ние натурных экспериментов. В связи с этим важной 
задачей является математическое моделирование 
тепломассопереноса в  пористых средах, структура 
которых основана на ТПМП.

Для решения задач тепломассопереноса при-
меняются как численные, так и  аналитические ме-
тоды  [12–14]. Аналитические методы, например, 
метод разделения переменных и  метод интеграль-
ных преобразований позволяют получать точные 
решения в  частных случаях. Однако такие мето-
ды применимы только к  ограниченному числу за-
дач с определенными ограничениями и условиями. 
В  связи с  этим при решении сложных задач  (с  не-
линейными свойствами или сложной геометрией) 
на  практике часто применяются численные мето-
ды  (метод конечных разностей, метод конечных  

элементов и  др.)  [15,  16], позволяющие находить 
приближенные решения с заданной точностью.

В настоящей работе при помощи метода конеч-
ных разностей решена одномерная задача тепло
переноса в  пористой среде, структура которой 
основана на ТПМП вида гироид, при течении несжи-
маемой жидкости.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работе рассматривается теплообмен в  пори-
стой среде со  структурой, основанной на  гирои-
де [17, 18], при низкой скорости течения жидкости, 
характерной для фильтрационных течений. Схема 
задачи изображена на рис. 1. На рис. 1а изображена 
элементарная ячейка гироида, характерными геоме-
трическим параметрами которой являются толщина 
стенки  δ и  длина ребра куба  a, в  который вписана 
ячейка. При варьировании данных параметров изме-
няется пористость материала, что оказывает влияние 
как на  гидродинамические характеристики потока, 
так и на интенсивность теплоотдачи.

Пористая среда, через которую протекает жид-
кость, изображена на  рис.  1б. Решетка  ТПМП 
образуется путем копирования элементарной 
ячейки (рис. 1а) в ортогональных направлениях де-
картовой системы координат с периодом равным a.

Для описания теплообмена при течении жидкости 
через пористую среду воспользуемся двухтемператур-
ной моделью, предложенной Wakao N. и Kagei S. [19]. 
Двухтемпературная модель позволяет описывать каж-
дый компонент пористой среды (твердое тело и жид-
кость) с использованием отдельных уравнений энер-
гии для каждой фазы, что дает возможность более 
точно описывать процесс теплообмена, в особенности 
при отсутствии локального равновесия.

δ

a

x
L0

Направление 
потока

(б)(а)

Рис. 1. Схема задачи: (а) элементарная ячейка 
гироида, (б) пористая ТПМП-среда.  

x – координата, L – толщина пористого материала
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Математическая постановка задачи, включа-
ющая основные дифференциальные уравнения,  
а также начальные и граничные условия, имеет вид:
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где t – время; Tт(x, t), Tж(x, t) – функции температур 
твердотельного каркаса и жидкости соответственно; 
φ  – пористость; u  – скорость потока жидкости;  
(ρcp)т, (ρcp)ж – плотность и  теплоемкость твердого 
материала и жидкости соответственно; λэфф.т, λэфф.ж – 
эффективная теплопроводность твердотельного кар-
каса и  жидкости; λт  – теплопроводность твердого 
материала; T0 – начальная температура; T1, T2 – тем-
пературы окружающих сред до  и  после пористой 
зоны; αт.ж – коэффициент теплоотдачи между жидко-
стью и твердотельным каркасом; α1 – коэффициент 
теплоотдачи на  границе твердотельного каркаса 
и окружающей среды в точке x = 0; α2 – коэффициент 
теплоотдачи на  границе твердотельного каркаса 
и окружающей среды в точке x = L.

Стоит отметить, что задача теплопереноса рас-
сматривается отдельно от  задачи переноса мас-
сы в  пористой среде, и, соответственно, в  систему 
уравнений не включены уравнения сохранения мас-
сы и импульса. Это связано с тем, что в некоторых 
частных случаях динамика течения может оказы-
вать малое влияние на  тепловые эффекты. Кроме 

того, свойства жидкости и твердого тела изменятся 
незначительно в диапазоне рассматриваемых темпе-
ратур, поэтому функции для описания зависимости 
свойств соответствующих фаз от температуры также 
не включены в постановку задачи.

В качестве начального условия как для твер-
дого тела, так и  для жидкости принята одинаковая 
температура T0. На границах твердотельного карка-
са (в точках x = 0 и x = L) задается граничное условие 
3-го рода. Температура жидкости в точке x = 0 имеет 
постоянное значение, которое соответствует темпе-
ратуре окружающей среды на входе в пористую зону. 
Поскольку нет явных данных о температуре жидко-
сти в точке x = L, предположим, что тепловой поток 
на границе равен нулю.

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ

Решение задачи (1)–(7) осуществляется методом 
конечных разностей. Для этого введем в рассмотре-
ние пространственно-временную сетку, где N – коли-
чество шагов по координате, а M – по времени:
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где Δx, Δt – шаги по координате и времени соответ-
ственно.

Конечно-разностная аппроксимация диффе-
ренциальных уравнений  (1),  (2) и  краевых усло- 
вий (3)–(7) следующая:
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Задача решается в соответствии с явной схемой 
для получения значений температур  Tж  и  Tт в  ка-
ждом узле сетки на каждом временном шаге. Явная 
схема была выбрана благодаря ее простой реализа-
ции и  достаточной точности для рассматриваемой 
задачи. При этом устойчивость решения обеспечи-
вается подбором шага по времени Δt в зависимости 
от Δx в соответствии с критерием Куранта.

Для реализации алгоритма решения поставлен-
ной задачи методом конечных разностей разработа-
но программное обеспечение на  языке программи-
рования Python. Графический интерфейс программы 
представлен на рис. 2. Для его построения исполь-
зовалась библиотека Tkinter. В основном цикле про-
граммы можно выделить следующие этапы:

1.	Ввод основных параметров задачи через специ-
альные текстовые поля. Функционал програм-
мы позволяет вручную задавать как теплофизи-
ческие свойства исследуемых материалов, так 
и размер пространственно-временной сетки.

2.	Считывание параметров, инициализация масси-
вов для Tж, Tт и выполнение основного цикла ме-
тода конечных разностей. Конечно-разностная 
схема для основных дифференциальных уравне-
ний (8), (9) и граничных условий (11), (12), (14) 
на языке программирования Python представле-
на на рис. 3.

3.	 Визуализация результатов, включающая по-
строение графика изменения температуры твер-
дотельного каркаса и  жидкости в  пределах 
рассматриваемой области. Для отображения инте-
рактивного графика изменения температуры в  по-
ристой среде использовалась библиотека Matplotlib.  

L, м
T1, К
T2, К
T0, К

λэфф.ж, Вт/(м∙К)
λэфф.т, Вт/(м∙К)

λт, Вт/(м∙К)
αт.ж, Вт/(м2∙К)
α1, Вт/(м2∙К)
α2, Вт/(м2∙К)

ρж, кг/м3 
ρт, кг/м3

cp.т, Дж/(кг∙К)
cp.ж, Дж/(кг∙К)

ϕ
u, м/с

N
M

Δt, с

Инициализация интерфейса  
(библиотека Tkinter)

Ввод параметров

Основной цикл

• � Считывание параметров
• � Инициализация массивов Тж, Тт 

и начальных условий
• � Выполнение основного алгорит-

ма метода конечных разностей

Отображение результатов  
(библиотека Matplotlib)

• � Считывание шага по времени
• � Построение графика зависи

мости температур Тж, Тт  
от координаты в заданный 
момент времени

Выбор временного шага

Рис. 2. Интерфейс и алгоритм разработанной программы

Рис. 3. Конечно-разностная схема на языке программирования Python
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Пользователь имеет возможность управлять ото-
бражением графика через слайдер, изменяя вре-
менной шаг и мгновенно обновляя графики тем-
пературных полей. Это позволяет исследовать 
динамику процесса теплопереноса и  влияние 
различных параметров на распределение темпе-
ратуры.
Программа была протестирована на  кор-

ректность путем сравнения численных решений 
с известными аналитическими решениями для част-
ных случаев задачи. Исходный код, а также исполня-
емый файл программы представлены на платформе 
Mendeley Data1 [20].

РЕЗУЛЬТАТЫ

При помощи разработанной программы была ре-
шена задача теплопереноса в пористой среде, струк-
тура которой основана на гироиде. Получены графи-
ческие зависимости изменения температуры 
твердотельного каркаса и  жидкости. В  частности, 
представлен график зависимости температуры жид-
кости и твердотельного каркаса от координаты в раз-
личные моменты времени  (рис.  4). Данный график 
был получен при следующих константах и значени-
ях теплофизических свойств твердотельного каркаса 
и жидкости, а также граничных и начальных услови-
ях: cp.т  =  800  Дж/(кг  ∙  К), ρт  =  1412  кг/м3, 
λт  =  0.375  Вт/(м  ∙  К), cp.ж  =  4200  Дж/(кг  ∙  К), 
ρж  =  1000  кг/м3, λж  =  0.6  Вт/(м  ∙  К), 
λэфф.ж  =  0.296  Вт/(м  ∙  К), λэфф.т  =  0.059  Вт/(м  ∙  К), 

0.8,φ =  L = 0.04 м, T0 = 273 К, T1 = 323 К, T2 = 273 К, 
α1  =  1000  Вт/(м2  ∙  К), α2  =  10  Вт/(м2  ∙  К), 
αт.ж = 500 Вт/(м2  ∙  К), u = 0.0002 м/с. Коэффициенты 
эффективной теплопроводности твердой и  жидкой 
фазы в пористом материале со структурой, основан-
ной на гироиде, определялись в соответствии с мето-
дикой, представленной в [21].
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T,
 K

323.0

310.5

298.0

285.5

273.0

50
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1

150

150

t = 300 c

300

Рис. 4. График распределения температуры 
в пористой среде: 

–––––– твердотельный каркас; – – – – жидкость

1  https://data.mendeley.com/datasets/kcn33tr7sb/2. Дата об-
ращения 23.07.2025. / Accessed July 23, 2025. 

Из графика на  рис. 4  видно, что при заданных 
условиях температуры жидкости и  твердого карка-
са значительно отличаются во всем диапазоне про-
странственной координаты, что подчеркивает важ-
ность использования двухтемпературной модели для 
точного описания распределения температур в пори-
стых средах.

График на  рис. 5  демонстрирует изменение 
температуры в  различных точках пористого ма-
териала, а  именно, в  начале, в  середине и  в кон-
це рассматриваемой области. Из  анализа данно-
го графика можно заключить, что при заданных 
условиях теплообмена температура жидкости 
значительно быстрее достигает максимально-
го значения, заданного граничным условием 
(T1  =  323  К). При t  >  300  c температурные кри-
вые жидкости и твердотельного каркаса начинают 
сближаться, что свидетельствует о  снижении аб-
солютного значения градиента температур и при
ближении к  термодинамическому равновесию  
в системе.

0	 150	 300	 450	 600
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298.0
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273.0
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Рис. 5. График изменения температуры в пористой 
среде во времени: 

–––––– твердотельный каркас; – – – – жидкость

На рис. 6 представлен график распределения те-
плового потока, определяемого в соответствии с за-
коном Ньютона – Рихмана (|q| = αт.ж(Tж – Tт)), в по-
ристом материале по координате. На ранних этапах 
процесса (t ≈ 10 с) распределение теплового потока 
имеет выраженный пик вблизи левой границы обла-
сти, что связано с большим абсолютным значением 
градиента температуры, вызванным принятием гра-
ничного условия 1-го  рода в  точке 𝑥  =  0. По  мере 
увеличения времени (10 с <  t < 200 с) наблюдается 
рост теплового потока со смещением пикового зна-
чения к  правой границе области. Наибольшая эф-
фективность процесса отмечается в момент времени 
t ≈ 200 с, за которым следует постепенное снижение 
интенсивности теплообмена, поскольку температу-
ра жидкости к  этому моменту имеет максимально 
возможное значение во всем диапазоне x, что также 
видно на рис. 3.

https://data.mendeley.com/datasets/kcn33tr7sb/2
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Рис. 6. График распределения теплового потока

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье представлено исследование 
теплопереноса в  пористой среде с  упорядоченной 
макроструктурой, основанной на гироиде, при филь-
трационном течении. Для математического моде-
лирования исследуемого процесса использовалась 
двухтемпературная модель Wakao N. и Kagei S.

Для численного решения поставленной задачи 
теплопереноса в  пористой среде (1)–(7) методом 
конечных разностей была разработана программа 
на  языке программирования  Python. Функционал 
разработанной программы предусматривает постро-
ение графика температуры твердотельного каркаса 
и жидкости, а встроенный в него слайдер временного 
шага позволяет визуализировать изменение темпе-
ратурных кривых, что важно для исследования ди-
намики процесса теплопереноса. Главным преиму-
ществом программы является возможность быстро, 
в отличие от прямых методов моделирования (напри-
мер, методом конечных элементов в ANSYS 2), полу-
чить решение поставленной задачи, что достигается 
за счет отсутствия необходимости в построении вы-
числительной геометрии и расчетной сетки.

Пористые материалы со  структурой на  осно-
ве ТПМП, таких как гироид, могут быть использова-
ны в проектировании теплообменников, катализато-
ров и других устройств, где важно минимизировать 
массу конструкции без ущерба для ее  прочности 

2  https://www.cadfem-cis.ru/ (in Russ.). Дата обращения 21.07.2025. / Accessed July 21, 2025. 

и  эффективности. Моделирование теплопереноса 
в пористых ТПМП с использованием разработанной 
программы позволяет быстро прогнозировать их по-
ведение в реальных условиях эксплуатации, что важ-
но для ряда инженерных задач в энергетике, хими-
ческой промышленности, машиностроении и других 
отраслях.

Результаты данной работы могут стать базисом 
для дальнейших научных исследований в  области 
моделирования тепломассопереноса в  пористых 
средах. В перспективе возможно расширение моде-
ли и программы за счет учета уравнения движения 
жидкости в  пористой среде, что позволит опреде-
лять как профиль скорости, так и потери давления. 
Также перспективным направлением может стать 
разработка аналогичных моделей для других видов 
минимальных поверхностей, что позволит подби-
рать структуры с  необходимыми характеристиками 
по теплопередаче, прочности и массе в зависимости 
от поставленных инженерных задач.
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