
107

Russian Technological Journal. 
2025;13(4):107–122

УДК 536.715
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2025-13-4-107-122
EDN FXQFZG

Математическое моделирование 

Mathematical modeling

©  Е.В. Радкевич, М.Е. Ставровский, О.А. Васильева, Н.Н. Яковлев, М.И. Сидоров, 2025

ISSN 2782-3210 (Print)
ISSN 2500-316X (Online)

НАУЧНАЯ СТАТЬЯ

Моделирование детонационного режима, 
возбуждаемого турбулизацией процесса горения

Е.В. Радкевич 1, М.Е. Ставровский 2, @, О.А. Васильева 3,  
Н.Н. Яковлев 4, М.И. Сидоров 5

1 Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Москва, 119991 Россия
2 МГТУ имени Н.Э. Баумана, Москва, 105005 Россия
3 Московский государственный строительный университет, Москва, 129337 Россия
4  Федеральный исследовательский центр химической физики им. Н.Н. Семёнова РАН, Москва, 

119991 Россия
5 МИРЭА – Российский технологический университет, Москва, 119454 Россия
@ Автор для переписки, e-mail: stavrovskiyme@bmstu.ru 

• Поступила: 12.12.2024 • Доработана: 14.03.2025 • Принята к опубликованию: 30.05.2025

Резюме
Цели. Объектом исследования являются критические процессы с избыточной энергией, к которым отно-
сятся процессы горения и взрыва, разрушения материалов, кристаллизации, спекания материалов и др. 
Предметом исследования являются результаты численного моделирования турбулизации процесса горе-
ния (ламинарно-турбулентного перехода) и закономерностей явлений, связанных с ламинарно-турбулент-
ным переходом в критических процессах.
Методы. Использован термодинамический анализ, обозначивший траектории эволюции системы и по-
казавший, что в процессе горения существуют области устойчивости ламинарного горения, а также мета-
стабильные и лабильные области, где ламинарное горение неустойчиво. Применен энергетический подход 
к решению задач исследования, при котором основное внимание уделяется вопросам изучения перераспре-
деления избыточной энергии и формирования отличительных признаков структуры и параметров объекта и 
процессов.
Результаты. Представлены результаты численного эксперимента вибрационного режима турбулизации 
процесса горения, как взаимодействие резонанса Раушенбаха и ламинарно-турбулентного перехода. На 
многообразии локального равновесия смоделирован резонанс при накачке кинетической энергии, реали-
зующий сброс избыточной энергии. Для пояснения возникающих при этом новых понятий описан резонанс 
адиабатического гидродинамического процесса и показана возможность избежать резонанс через меха-
низм сброса избыточной энергии турбулизацией ламинарного процесса, что подтверждается результатами 
натурных экспериментов.
Выводы. Показано, что в вибрационном горении можно избежать резонанс за счет срыва с многообразия 
локального равновесия турбулизацией ламинарного процесса (приближения локального равновесия) при 
накачке кинетической энергии. В процессе горения существуют области устойчивости ламинарного горе-
ния, а также метастабильные и лабильные области, где ламинарное горение неустойчиво. Это не означает,  
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что в области устойчивости не будут наблюдаться признаки турбулентности при ее развитом состоянии  
и в этих областях диффузия возмущений будет их размывать, тогда как в областях неустойчивости процесс 
«отрицательной» (кановской) диффузии будет их концентрировать. Сделано предположение, что области не-
устойчивости гомогенной системы являются источниками возмущений, а области устойчивости – «стоками».

Ключевые слова: ламинарно-турбулентный переход, детонация, горение, энергия, диффузия
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Abstract
Objectives. The work considers critical processes involving excess energy, which include combustion and 
explosion, destruction of materials, crystallization, sintering of materials, etc. The results of numerical modeling of 
the turbulence of the combustion process (laminar–turbulent transition) and the patterns of phenomena associated 
with the laminar–turbulent transition in critical processes are studied.
Methods. Thermodynamic analysis was used to outline the trajectories of a system’s evolution and identify areas of 
laminar combustion stability during combustion, as well as metastable and labile regions where laminar combustion 
is unstable. An energy analysis approach was used to solve research problems involving the study of the redistribution 
of excess energy and the formation of distinctive structural features and parameters of the object and processes.
Results. The results of a numerical experiment of the vibrational turbulence regime of the combustion process 
are presented as an interaction of the Rauschenbach resonance and laminar–turbulent transition. The resonance 
occurring during kinetic energy pumping, which implements the discharge of excess energy, is modeled on a variety 
of local equilibrium. In order to explain the new concepts that arise in this case, the resonance of the adiabatic 
hydrodynamic process is described. The possibility of avoiding resonance through the mechanism of dumping 
excess energy by turbulence of the laminar process is confirmed by the results of field experiments.
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ВВЕДЕНИЕ

В формулировках Кана и Хилларда теории не-
равновесных фазовых переходов [1, 2] и в теории 
критической опалесценции Дебая [3] при описа-
нии критических явлений детали химии опуще-
ны, а логика оперирует только понятием энергии. 
Все критические процессы – процессы с избыточ-
ной энергией. Деградация ламинарного процес-
са через процесс турбулизации приводит к сбросу 
энергии [4–8]. Гипотеза, которой придерживаются 
авторы – «турбулизация является одним из механиз-
мов зарождения устойчивой зоны детонации» [4]. 
Экспериментально эта гипотеза подтверждена 
А.Н. Шиплюком1 и др. [9–11] применением регули-
руемой неоднородности на обтекаемой поверхности. 
Интересует место и момент срыва с многообразия 
локального равновесия при сбрасывании избытка 
энергии через турбулизацию процесса.

Будем оперировать понятием энергии в несколь-
ких формах:
 а)  химическая энергия будет представлена в виде 

концентраций;
 б)  неравновесная часть свободной энергии 

у Кана – градиент концентрации;
 в)  механическая составляющая в «градиентной» 

форме напряжений (структура как пружина), да-
ющая когерентную спинодаль [11];

 г)  по аналогии может быть добавлена кинетиче-
ская энергия вихрей (как квазичастиц – жидких 
частиц механики сплошной среды).
Энергетический метод решения ряда задач 

в большинстве случаев отличается наглядностью 

1 Шиплюк А.Н. Развитие возмущений и управление по-
граничными слоями при гиперзвуковых скоростях: дис. … 
д. ф.-м. н. Новосибирск, 2005. 320 с. [Shiplyuk A.N. Growth 
of perturbations and control of boundary layers at hypersonic 
speeds. Dr. Sci. Thesis (Phys.-Math.). Novosibirsk, 2005. 320 p. 
(in Russ.).]

и простотой. Механизмы обратной связи необхо-
димы для того, чтобы наметить наиболее простые 
практические методы воздействия на колебательную 
систему и для того, чтобы дать ее полное теоретиче-
ское описание. Хорошо известным, но недостаточно 
изученным переходным процессом является смена 
режимов с ламинарного на турбулентный.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ТУРБУЛИЗАЦИИ ВИБРАЦИОННОГО ГОРЕНИЯ

Предложено решение следующих задач:
• вывод модели ламинарного горения в поле силы 

тяжести с энергетическим учетом гидродина-
мики;

• энергия завихренности, мера деградации лами-
нарного горения, энтропия и свободная энергия 
процесса турбулизации ламинарного горения;

• знакопеременная диффузия, аналог оператора 
Кана – Хилларда в уравнении для внутренней 
энергии (замыкания срыва с многообразия лами-
нарного процесса горения);

• численный эксперимент вибрационного режима 
турбулизации процесса горения, как взаимодей-
ствие резонанса Раушенбаха [5] и ламинарно- 
турбулентного перехода.

МЕХАНИЗМ ТУРБУЛИЗАЦИИ 
ВИБРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА ГОРЕНИЯ

На многообразии локального равновесия (в рам-
ках ламинарного процесса приближения локального 
равновесия) в [6–8] смоделирован вибрационный 
взрыв (резонанс при накачке кинетической энергии), 
реализующий сброс избыточной энергии. Для пояс-
нения возникающих при этом новых понятий в [8] 
описан резонанс адиабатического гидродинамиче-
ского процесса и показана возможность избежать ре-
зонанс через механизм сброса избыточной энергии 

Conclusions. The possibility of avoiding resonance in vibrational combustion due to disruption of the local 
equilibrium from the manifold by turbulence of the laminar process (approximation of local equilibrium) during 
pumping kinetic energy is demonstrated. During the combustion process, areas of laminar combustion stability 
are identified, along with metastable and labile areas where laminar combustion is unstable. However, this does not 
mean that signs of turbulence will not be observed in the stability region in its developed state: in these regions the 
diffusion of perturbations will blur them, whereas in the instability regions the process of negative (Cahn) diffusion will 
result in their concentration. It can be assumed that the instability regions of a homogeneous system are sources of 
perturbations, while the stability regions are sinks.
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турбулизацией ламинарного процесса [12], что под-
тверждается реальным экспериментом.

При вибрационном горении, в терминах 
И.Г. Баренблата, возникает превращенное состояние, 
в котором механизмом сброса избыточной энергии 
является либо резонанс, либо турбулизация процес-
са. В случае одной активной компоненты глобальную 
неоднородность системы можно характеризовать 
как неоднородное распределение энтальпии по по-
току (смеси). При накачке кинетической энергии, 
в процессе горения в поле силы тяжести в фазовом 
пространстве переменных (объем V, давление P, тем-
пература T, приведенное количество активной ком-
поненты n, энтропия S, внутренняя энергия E, ско-
рость активной компоненты u1, скорость пассивной 
компоненты u2) приращение энтальпии есть полный 
дифференциал на многообразии локального равнове-
сия [5], на котором ламинарный процесс (в приближе-
нии локального равновесия) описывается уравнени- 
ями (1)–(4) классической двухкомпонентной модели 
процесса горения в поле силы тяжести:

 ∂tρ + ∂x(ρU) = εRΔρ, (1)

2
0 2 0 2

R 2 g 0

((1 ) ) ((1 ) )
(1 ),

∂ − ρ + ∂ − ρ + ∂ =

= ε D + ε −
t x xc n u c n u P

u c n

2
0 1 0 1

R 1 g 0

( ) ( )
,

∂ ρ + ∂ ρ + ∂ =

= ε D + ε ρ
t x xc n u c n u P

u c n

Rdiv ,ρ + = ε D
d E P U E
dt

где ρ – плотность; х – пространственная переменная; 
t – время; с0 – концентрация активной компоненты; 
εg – ускорение свободного падения; εR = 1/Re,  
Re – число Рейнольдса, R * * */ ( ),ε = ε ρ U L  где *ρ  – 
характерная плотность однородной смеси; *U  – ха-
рактерная скорость однородной смеси; *L  – харак-
терный размер среды; ε – кинетическая вязкость; 
средняя скорость смеси – 0 1 0 2(1 ) ,= + −U c nu c n u  

= ∂ + ∂t x
d U
dt

 и кинетические уравнения [13, 14]:

 ( ) ( , ),ρ = ∂ λ∂ +x x
dc T T QW n T
dt

 (2)

где c – молярная концентрация, Q – теплота;

( ) ( , ),ρ = ∂ ρ ∂ −x x
d n D NNn W n T
dt

где D – коэффициент подвижности, NNn – приведен-
ное количество активной компоненты двухкомпо-
нентной смеси.

 
*

0 e ,
−β= ρ

E
RTW k n  (3)

где k0 – константа скорости реакции при температу-
ре, β – порядок реакции, R – универсальная газовая 
постоянная, *E  – энергия активации.

Замыкающие уравнения в этом случае – уравне-
ния состояния:

 

0
ad

1
0

( 1) ( , )

,

= γ − ρ + ρ − ρ +
ρ

+ ρ + ρµ + ρ

P
P E g x e

TS n RnT
 (4)

где γ – показатель адиабаты, 0
adP  – начальное давле-

ние по адиабате, ρ0 – плотность , g – гравитационная 
постоянная, e1 = 1, 0, 0, μ – химический потенциал;

 
2

0
2

0 0 0

( )
ln 0,

  µ ρ
 + + + =   ρ  

d T nTS nS n R
dT n T

 (5)

где μ0 – химический потенциал на входе, T0 – темпе-
ратура, n0 – приведенное количество активной ком-
поненты.

Основная гипотеза – механизмом ламинарно- 
турбулентного перехода в процессе горения при на-
качке кинетической энергии является диффузионное 
расслоение, которое реализуется в одномерном случае 
полосчатой структурой перемежения слоев с боль-
шими (турбулизированные слои) и малыми гради-
ентами (ламинарные слои) переменных. Увеличение 
энтропии системы при переходе от ламинарного состо-
яния к турбулентному представим в форме энтропии 
смешения удельных объемов (слоев идеальной смеси), 
имеющих разные значения гидродинамической со-
ставляющей энтальпии, работы против силы тяжести, 
энергетической составляющей процесса горения и со-
ставляющей, обусловленной сжимаемостью.

ТУРБУЛИЗАЦИЯ ВИБРАЦИОННОГО  
ГОРЕНИЯ. НАКАЧКА

Для вибрационного горения за меру деградации 
процесса ламинарно-турбулентным переходом есте-
ственно взять отношение плотности энергии завихрен-
ности HM к плотности кинетической энергии (меры 
деградации ламинарного процесса горения):

M

21
2

ρ
=

ρ

H
h

U
,

где индекс M означает многообразие локального рав-
новесия. При этом учитываем энергетическое влияние 
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гравитации на ламинарно-турбулентный переход 
в процессе горения. Для конструирования фазового 
перехода 2-го рода прежде всего необходимо постро-
ить аналог потенциала Ландау – Гинзбурга (удель-
ную свободную энергию Гиббса). Исследуем воз-
можность распространения теории неравновесных 
фазовых переходов в форме теории спинодального 
распада Кана – Хилларда на ламинарно-турбулент-
ный переход процесса горения при накачке кине-
тической энергии. Условие срыва с многообразия 
локального равновесия формулируется в терминах 
меры деградации ламинарного процесса горения. 
Перейдем к новым переменным. По аналогии с ла-
зерной терминологией Хакена [15] введем накачку:

 2
( 1) ,γ − ρ

ξ =
ρ 

E
U

 (6)

где U  – внутренняя энергия.
Переменную ламинарно-турбулентного перехо-

да, обозначим как

M
2 ,= = ξ + ν

ρ

H
h

U

где число вибрационной турбулизации:

0
ad3

0 0 1 0
0

2

0
0

2

( , ) ( )

( )
( )

,

−ρ − ρ + ρ − ρ
ρ

ν = +
ρ

µ 
− + µ − ρ 
 +

ρ





P
E g x e

U
d T

T T RT n
dT

U

где E0 – начальная внутренняя энергия.
Энергия завихренности:

M 0 0 1
0

ad 0
0 0

0

0
ad,g comb 0

0
0 0 ad

( 1)( ) ( , )

( )
( ) ( )

( )
( )

( 1) ,

= γ − ρ − ρ − ρ +

µ 
+ ρ − ρ + − + µ − ρ = ρ  

µ 
= − + − + µ ρ − 

 
− γ − ρ −

H E E g x e

P d T
T T RT n

dT

d T
P P T T n

dT

E P

где 
0

ad 3
ad,g g 1

0
( 1) ( , )= γ − ρ + ρ − ρ ε

ρ

P
P E x e  – давление 

адиабатического гидродинамического процесса 
в поле тяжести; Pcomb = RTnρ – уравнение 
Менделеева – Клайперона.

Начальное парциальное давление 0
ad const,=P  

а также ρ0 = const, и начальная внутренняя энергия 
E0 = const.

Как показано ниже, условие возбуждения турбу-
лентности имеет вид ν ≪ 1. Следует заметить, что 
при ν → 0, чем больше U2, тем более развитой явля-
ется турбулентность (ν – аналог числа Рейнольдса).

Условие зарождения ламинарно-турбулентно-
го перехода при вибрационном горении (обратная 
связь) – достаточная малость числа вибрационной 
турбулизации (ν → 0), если U2 → ∞. Последнее спра-
ведливо, если

 2 0,→
Tn
U

 (7)

что проверяем численным экспериментом.

ПОТЕНЦИАЛ ЛАМИНАРНО-ТУРБУЛЕНТНОГО 
ПЕРЕХОДА ПРОЦЕССА ГОРЕНИЯ F~(ξ, ν) 

Ламинарно-турбулентный переход при вибраци-
онном горении наступает при увеличении скорости 
пассивной компоненты на входе. Этому соответству-
ют фазовые переходы в системах ограниченно рас-
творимых жидкостей с нижней критической точкой 
расслоения (в таких системах расслоение наступает 
при повышении температуры, что соответствует по-
вышению энтальпии; в гидродинамических систе-
мах – увеличению гидродинамической составляю-
щей полной энтальпии). Из эксперимента известно, 
что смесь турбулизированных и ламинарных сло-
ев (губки в терминологии Ландау) можно считать со-
вершенной смесью, для которой энтропия процесса 
ламинарно-турбулентного перехода равна:

 s = (h) = −(h2ln(h2) + (1 − h2)ln(1 − h2)), (8)

 h = ξ + ν, ν → 0, если |U| → ∞. (9)

Распределение h представляет избыточную эн-
тальпию неоднородной термодинамической систе-
мы по отношению к однородной. Назовем h2 и s – 
безразмерными энтальпией и энтропией процесса 
ламинарно-турбулентного перехода соответственно. 
Безразмерную свободную энергию Гиббса G про-
цесса ламинарно-турбулентного перехода зададим 
в форме

  2 2 2
comb combcomb comb comb( ; , ) ( ) ( ),ξ α ν = − α νF h h s h  (10)

представляющей собой аналог уравнения 
Гиббса – Гельмгольца ΔG = ΔH − TΔS, где роль ин-
тенсивной переменной T (температуры) играет пара-
метр 2

comb comb( ) ,α ν h  отражающий связь между тем-
пературой и энтальпией H, обусловленную 
энергоемкостью среды (аналог теплоемкости); α – 
параметр на расчетном интервале; νcomb – число тур-
болизации при накачке тепла; hcomb – расчетная 
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энтальпия. Здесь функция α(νcomb) определяется гра-
фиком, показанным на рис. 1б. На рис. 1a приведены 
графики потенциала comb( ; , )ξ α νF  при ν = 0.2 и раз-
ных значениях α.

Проведем по [13] коррекцию потенциала 
comb( ; , ):ξ α νF

1) для −1 < νcomb ≤ 0, −1 + |ν| < ξ < 1 + |ν| положим:

comb

comb comb
2 2

comb

( , )

( , ), 0 1 | |,

_( ( ) (0)+ (0, )), 0.

ξ ν =

ξ ν ≤ ξ < + ν= 
γ ξ − ν ξ <

F

F

h h F

 (11)

Константу γ_ находим из условия

22 _ (0, ) 2 (1 2 ln( )

(1 2 ) ln(1 ))

2

2 2

γ ν = ν = ν + αν ν +
ξ

+ α − αν − ν

d F
d

или
γ_ = (1 + 2αν2ln(ν2) + α(1 − 2ν2)ln(1 − ν2)).

2) для 0 < ν < 0.5, −1 − ν < ξ < 1 − ν

comb

comb comb comb

1

( , )

( , ), 1 ,
( ), 1 .+

ξ ν =

ξ ν −ν ≤ ξ < − ν= γ ξ ξ < − ν

F

F
g

Константу γ+ находим из условия 

1 comb comb comb" ( ) "( , ).+γ −ν = −ν −νg F

Здесь

g1(ξ, ν) = h2(1 + α(1 − h2)6ln(1 − h2)).

Графики потенциала ламинарно-турбулентного 
перехода показаны на рис. 2а и 2б.

УРАВНЕНИЕ СРЫВА С МНОГООБРАЗИЯ 
ЛОКАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ 

(НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ЛАМИНАРНОГО 
ПРОЦЕССА ПРИБЛИЖЕНИЯ 

ЛОКАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ)

Будет показано, что накачка кинетической энер-
гией приводит к избыточной энергии ламинарного 
процесса приближения локального равновесия и вы-
зывает его неустойчивость. Последнее выражается 
либо резонансом, либо срывом с многообразия ло-
кального равновесия, которое имеет характер тур-
булизации процесса. Через турбулизацию процесса 
«сбрасывается» избыток энергии, порожденный на-
качкой кинетической энергией. Опишем математи-
ческую модель турбулизации процесса.

–1.2 –1.0 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
ξ

–0.6 –0.4 –0.2 0 0.2 0.4 0.6
νcomb

α
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α = 0.6

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

F

(а) (б)

Рис. 1. (а) Графики потенциала F(ξ; α; νcomb) при ν = 0.2 и разных значениях α = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0,6, 
(б) зависимость α(νcomb)

(а) (б)

Рис. 2. Графики потенциала F̃(ξ; ν) для значений ν:  
(а) −0.20, −0.10, −0.05, (б) 0.05, 0.10, 0.20
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Моделирование детонационного режима,  
возбуждаемого турбулизацией процесса горения

Для моделирования срыва с многообразия ло-
кального равновесия, деградации ламинарного про-
цесса горения при нагреве смеси в фазовом простран-
стве безразмерных переменных 1 2( , , , , , )ρ 

  E u u T n  
надо перейти к новым переменным 1 2( , , , , , ),ξ ρ   u u T n  
а именно, перейти к накачке ξ, как переменной лами-
нарно-турбулентного перехода. Уравнения

 2div 0; ( 1)ρ + = γ − = ξ


    



d E P U E U
dt

 (12)

позволяют получить для накачки: 

2 22 ( ) ( 1) div ,ρ + ρ ξ = ρ ξ = − γ −


      

  

  

d d dU E U U U P U
dt dt dt

 

где P  – давление, dt  – дифференциал по темпера-
туре.

Отсюда: 2
2 ( 1) div 0.ρξ γ −

ρ ξ + + =






 






 

d d PU U
dt U dt U

Здесь

 2
0 2 g 0

2
0 1 g 0

1 1( )

1 [ ((1 ) ) (1 )

1 ( ) ]+ ( ).

= ρ − ρ=
ρ ρ

= −∂ − ρ − ∂ + ε − ρ −
ρ

− ∂ ρ − ∂ + ε ρ ∂ ρ
ρ

 

  

  

 

  

 



    



  

     



x x

x x x

d d dU U U
dt dt dt

c n u P c n

c n u P c n U U

Окончательно:

2
0 2

2
0 1 g

2

2 [ ((1 ) )

( ) 2 ] +

( 1)+ 2 ( ) div 0.

ξ
ρ ξ − ∂ − ρ +

+ ∂ ρ + ∂ − ε ρ

γ −
ξ∂ ρ + =



 





  





   



 





x

x x

x

d c n u
dt U

c n u P

PU U
U

Теперь регуляризуем вязкостью уравнения для 
импульсов и уравнение неразрывности (гидродина-
мики) вязкостью:

 R( ) ,∂ ρ + ∂ ρ = ε Dρ




 

   xt U  (13)

2
0 2 0 2

g 0 R 2

((1 ) ) ((1 ) )

(1 ) ,

∂ − ρ + ∂ − ρ + ∂ =

= ε − ρ + ε D


 



    



   

x xt c n u c n u P

c n u

2
0 1 0 1

g 0 R 1

( ) ( )

,

∂ ρ + ∂ ρ + ∂ =

= ε ρ + ε D


 



    



   

x xt c n u c n u P

c n u

где 0 1 0 2(1 )= + −  

 U c nU c n U  – средняя скорость сме-
си, RRe 1 / ,= ε  * * * * *Re / ( ) / ( )= η = η ρD DU L U L  – 

число Рейнольдса однородного состояния 
* *

* * * 1 2, , , , ,ρ n T u u  ηD – динамическая вязкость в числе 
Рейнольдса, *

* * * 1 * * *(1 )= + −U c n u c n U  – характерная 
скорость однородной смеси, *L  − характерный раз-
мер среды, Rε  − динамическая вязкость.

От уравнения для внутренней энергии перейдем 
к уравнению для накачки, в котором введем знакопе-
ременную диффузию Кана (оператор Кана перемен-
ной диффузии):

    

( )

2
0 2

2
0 1 g

2 2
K2

2 [ ((1 ) )

( ) 2 ] 2 ( )

( 1) div ( , ) ,

ξ
ρ ξ − ∂ − ρ +

+ ∂ ρ + ∂ + ε ρ + ξ∂ ρ +

 γ −
+ = ∂ ∂ ξ ν − ε ∂ ξ 

 



  



  

  





 

    

 








x

x x x

x x x

d c n u
dt U

c n u P U

P DU F
TU

 (14)

где εK – знакопеременная диффузия Кана, 

* * * */ ( ),= ρD D U L T  D − коэффициент подвижности, 
а потенциал F в этом случае

( , ) ( , ).ξξ ν = ∂ ξ νF G

Добавим уравнения кинетики для температуры 
и приведенного количества вещества .n  
Окончательно получаем модель турбулизации ви-
брационного горения в переменных гидродинамики, 
кинетики и накачки:

 R( ) ,∂ ρ + ∂ ρ =ε Dρ




 

   xt U  (15)

2
0 2 0 2

g 0 R 2

((1 ) ) ((1 ) )

(1 ) ,

∂ − ρ + ∂ − ρ + ∂ =

= ε − ρ + ε D


 



    



   

x xt c n u c n u P

c n u

2
0 1 0 1

g 0 R 1

( ) ( )

,

∂ ρ + ∂ ρ + ∂ =

= ε ρ + ε D


 



    



   

x xt c n u c n u P

c n u

 ( ) ( , ),ρ = ∂ λ∂ +
 

     

 



x x
dc T T TSW n T
dt

 (16)

( ) ( , ),ρ = ∂ ρ ∂ −
 

  

   



x x
d n D n W n T
dt

 
*

0 e ,
−β= ρ







E
RTW k n  (17)

  

2
0 2

2
0 1 g

2 2
K2

2 [ ((1 ) )

( ) 2 ] 2 ( )

( 1) ˆ ˆdiv [ ( , ) ] ,
∼

ξ
ρ ξ − ∂ − ρ +

+ ∂ ρ + ∂ + ε ρ + ξ∂ ρ +

 γ −
+ = ∂ ∂ ξ ν − ε ∂ ξ 

 



  

  

  





 

    

 






x

x x x

x x x

d c n u
dt U

c n u P U

P DU F
TU

 (18)
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 0
ad,g comb 0

( )
( ) ,

 µ
= + + − + µ ρ  

 





    

 



d T
P P P T T n

dT
 (19)

2
0 2

0 0 0
( ) ln .

  ρ
 = − µ +    ρ  



 

 

 




 

d TnS T n
dT T n

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ  
МОДЕЛИ (15)–(19)

Для установления возможности турбулизации 
процесса горения проведем численные эксперимен-
ты модели (15)–(19) на отрезке [0,1]∈x  с краевыми 
условиями управления скоростью накачки кинети-
ческой энергии:

0
2 0 0 12

1 0 1 1 0 1

2 1 0 1

0 1 0 1

| (1 ) | |

| | | | 0,
| | | 0,

| | | | ,

= = =

= = = =

= = =

= = = =

= + ∂ ρ = ∂ ρ =

= ∂ = ∂ = ∂ = ∂ =

∂ = ∂ = ∂ =

∂ ξ = ∂ ξ = ∂ µ = ∂ µ

    

       

     



  

 

 

  

x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x

u u Vt

u u T T
u n n

(где 2 2
comb K

ˆ ˆ( , ) ,µ = ξ ν − ε ∂ ξ
xF  combF̂  – свободная 

энергия, полученная в результате расчета) и началь-
ными условиями, моделирующими в одномерном 
случае впрыскивание из форсунки горючей компо-
ненты двухкомпонентной смеси:

0
0 10 0 1
0

2 00 02

| 1, | 0.2,

| 0.2, | 10,
= =

= =

ρ = ρ = = =

= = = =

 

 

   

 

 

t t

t t

u u

u u T T

* 100.=E  Начальные данные для накачки ξ0 = const 
из зоны лабильности потенциала comb

ˆ ( , )υξ νF  (ин-
декс υ  – турбулизация по скорости):

K g0.04, 0.01.ε = ε = 

Пример 1 (рис. 3a–3з). Снятие резонанса турбу-
лизацией (далеко от резонанса), для j = 1 в формуле 
для стандартного химического потенциала:

 0 0 * *
0

( ) ( ) ,
 
 µ = − +
  



 





j

j
TT T B R A
T

 (20)

где 0 ( )µ 

 T  – химический потенциал; 0
T  – начальная 

температура; * *, ,T B A  – постоянные; R – универ-
сальная газовая постоянная.

Базовые параметры турбулизации вибрацион-
ного горения: u1(0) = u2(0) = 10, ξ(0) = 0.2, ρ(0) = 1, 
сечения на всех представленных ниже графиках 
t = 0.005, 0.010, 0.025, 0.035, 0.050, 0.065, 0.125; 
T(0) = 10.

Как видно на рис. 3а, б, давление растет, энтро-
пия падает, т.е. дефлаграция переходит в детонацию 
при подключении турбулизации. Растут температура 
и плотность.

Пример 2 (рис. 4а–4к). Снятие резонанса турбу-
лизацией (для критических значений * 3),+ =A R  
для j = 4 в (20). Рассматриваем счет для базовых па-
раметров турбулизации вибрационного горения: 
u1(0) = u2(0) = 10, ξ(0) = 0.2, ρ(0) = 1.5. Для всех гра-
фиков ниже сечения t = 0, 0.005, 0.010, 0.025, 0.035, 
0.050, 0.065, 0.125. Первый вариант (базовый): 
T(0) = 5. Существенно растут давление и энтропия. 
Имеется обширная зона детонационного режима ви-
брационного горения (без турбулизации была узкая 
зона детонационного горения вблизи резонанса [3]). 
Растет внутренняя энергия, но относительно накачи-
ваемой кинетической энергии она уменьшает-
ся (ξ → 0). Часть накачиваемой кинетической энер-
гии переходит в теплоту.

Пример 3 (рис. 5a–5к). Снятие резонанса для 
j = 4 (20) (вдали от критических параметров резо-
нанса), при низких температурах, при базовых па-
раметрах турбулизации u1(0) = u2(0) = 12; 
ξ(0) = 0.2, ρ(0) = 1.5; сечения t̃  = 0, 0.005,  
0.010, 0.025, 0.035, 0.050, 0.065, 0.125. Здесь  
T(0) = 0.8. Давление и энтропия падают. Растет 
внутренняя энергия, но относительно накачивае-
мой кинетической энергии она уменьшает-
ся (ξ → 0). Часть кинетической энергии уходит 
в теплоту (растут T  и ).TS

Пример 4 (рис. 6a–6к). Снятие резонанса тур-
булизацией (вблизи критических параметров ре-
зонанса) для j = 4 в (20), при низких температу-
рах, u1(0) = u2(0) = 8, ξ(0) = 0.2, ρ(0) = 1.5, сечения 
t̃  = 0, 0.005, 0.010, 0.025, 0.035, 0.050, 0.065, 0.125; 
T(0) = 0.8.

Энтропия падает, а давление растет (так же, как 
и до турбулизации, но значительно шире зона дето-
нации). Растет внутренняя энергия, но относительно 
накачиваемой кинетической энергии она уменьша-
ется (ξ → 0). Часть накачиваемой кинетической 
энергии переходит в теплоту (растут внутренняя 
энергия E  и ).T

Пример 5 (рис. 7a–7к). Перемешивание. 
Численный эксперимент (20) для j = 4, * 0.5+ =A R  (ба-
зовые параметры), 0

0 10 0 1|  1, | 0.2;= =ρ = ρ = = =
 

   t tu u  
0

2 0 2| 0.2;= = =


 tu u 00| 10= = =


 

tT T  – константы; 
10| 0.5,= = =



 tn n  (0;0.3) (0.4;0.5),∈ x  0| 0.66,= =


 tn  
(0.3;0.4);∈x  * 100;=E  t̃  = 0, 0.005, 0.010, 0.025, 

0.035, 0.050, 0.065, 0.125. начальные данные для вну-
тренней энергии 0 0 2const, 8, 8.= = = 

E T u
Снятие резонанса для перемешивания. С началь-

ными условиями, моделирующими в одномерном 
случае впрыскивание из трех форсунок горючей 
компоненты двухкомпонентной смеси.
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Рис. 3. Результаты численного эксперимента модели (15)–(19) на отрезке [0,1]x ∈  для разных значений t:  
(а) S̃, (б) P̃, (в) ũ1, (г) ũ2, (д) приведенное количество вещества ñ, (е) ν̃, (ж) T̃, (з) ρ̃ 
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Рис. 5. Результаты расчета по снятию резонанса для j = 4 (20) (вдали от критических параметров резонанса) 
при низких температурах для разных значений t̃: (а) S̃, (б) P̃, (в) ũ1, (г) ũ2, (д) ñ, (е) ν̃, (ж) T̃, (з) ρ̃, (ж) Ẽ, (к) ξ
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Рис. 6. Результаты расчета снятия резонанса турбулизацией (вблизи критических параметров резонанса) для j = 4  
в (20) при низких температурах для разных значений t̃: (а) S̃, (б) P̃, (в) ũ1, (г) ũ2, (д) ñ, (е) ν̃, (ж) T̃, (з) ρ̃, (ж) Ẽ, (к) ξ
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Ẽ

ñ
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Рис. 7. Результаты численного эксперимента (20) для j = 4, A* + R = 0.5  
для разных значений t̃: (а) S̃, (б) P̃, (в) ũ1, (г) ũ2, (д) ñ, (е) ν̃, (ж) T̃, (з) ρ̃, (ж) Ẽ, (к) ξ
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Энтропия и давление падают (так же, как и до 
турбулизации). С увеличением скорости 2

u  ней-
тральной компоненты на входе появляется режим 
детонационного горения. В этом численном экспе-
рименте также возникает режим детонационного го-
рения. Растут температура, плотность и внутренняя 
энергия. На характере графиков отражено влияние 
силы тяжести. Аналогичные результаты численного 
эксперимента получены для снятия резонанса турбу-
лизацией j = 4  в (20) при перемешивании, с увеличе-
нием начальной скорости пассивной переменной 

0
2 10.=u  С увеличением скорости нейтральной ком-

поненты 2u  на входе при перемешивании появляется 
режим детонационного горения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведенные исследования позволяют утвер-
ждать, что термодинамический метод обеспечивает 
принципиальные возможности исследования эво-
люции системы (в данном случае стремление к рас-
слоению на «турбулентное» и «не турбулентное» 
горение). Следует отметить, что использованный 
термодинамический анализ может только обозна-
чить тенденции развития процесса (принципиаль-
ную возможность реализации), выбор траектории 
эволюции системы, но не скорость этого процесса. 
В тоже время этот анализ позволяет заключить, что 
в процессе горения существуют области устойчиво-
сти ламинарного горения, а также метастабильные 
и лабильные области, где ламинарное горение не-
устойчиво. Это не означает, что в области устойчиво-
сти не будут наблюдаться признаки турбулентности 
при ее развитом состоянии. Просто в этих областях 
диффузия возмущений будет их размывать, тогда как 
в областях неустойчивости процесс «отрицатель-
ной» (кановской) диффузии будет их концентриро-
вать. Можно предположить, что области неустойчи-
вости гомогенной системы являются источниками 
возмущений, а области устойчивости – стоками. Все 
эти предположения проверены путем численного 

эксперимента с использованием математической мо-
дели, приведенной выше. Математическая модель 
ламинарно-турбулентного перехода в процессе горе-
ния, как аналога неравновесного фазового перехода, 
может усложняться, начиная с исходной термодина-
мической модели.
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