
78

Russian Technological Journal. 
2025;13(4):78–94

УДК 004.02
https://doi.org/10.32362/2500-316X-2025-13-4-78-94
EDN CVZOXD

Математическое моделирование 

Mathematical modeling

©  С.М. Бекетов, Д.А. Зубкова, А.М. Гинцяк, Ж.В. Бурлуцкая, С.Г. Редько, 2025

ISSN 2782-3210 (Print)
ISSN 2500-316X (Online)

ОБЗОРНАЯ СТАТЬЯ

Современные методы оптимизации 
и особенности их применения

С.М. Бекетов @,  
Д.А. Зубкова,  
А.М. Гинцяк,  
Ж.В. Бурлуцкая,  
С.Г. Редько

Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, Санкт-Петербург, 195251 Россия
@ Автор для переписки, e-mail: salbek.beketov@spbpu.com  

• Поступила: 29.10.2024 • Доработана: 13.01.2025 • Принята к опубликованию: 13.05.2025

Резюме 
Цели. Цель статьи – провести аналитический обзор методов и инструментов оптимизации, используемых в моде-
лировании, для выявления их ключевых особенностей, эффективности и областей возможного применения. Ис-
следование направлено на формирование целостной картины современных подходов, что позволит специалистам 
выбирать наиболее удобные методы для решения разнообразных задач. Ключевая задача – составить системати-
зированное представление об инструментах оптимизации, охватывающее различные методики и подходы, кото-
рые обеспечат как теоретическую, так и практическую ценность для разработки более эффективных моделей.
Методы. Для достижения поставленных целей исследование основывалось на обширной выборке научных 
публикаций и аналитических материалов, отобранных из специализированных баз данных и технической до-
кументации.
Результаты. Проведены анализ и классификация существующих методов оптимизации, что позволило вы-
явить их сильные и слабые стороны, особенности применения, а также определить взаимосвязь между тео-
ретическими концепциями и их практической реализацией. В ходе анализа рассмотрены различные подходы 
к оптимизации, охватывающие как классические, так и современные методы, что обеспечило всесторонний 
обзор применимых подходов в моделировании.
Выводы. Проведенное исследование подтверждает важность грамотного подбора методов оптимизации, что 
способствует более эффективному и точному моделированию. Полученные результаты подчеркивают необходи-
мость дальнейшего изучения и сравнительного анализа методов на практике с целью более глубокого понимания 
их эффективности и применимости в различных условиях. Перспективы будущих исследований включают экс-
периментальное тестирование эффективности различных подходов на базе нескольких моделей, что позволит 
определить их преимущества и недостатки для более точного выбора метода в зависимости от специфики задач.

Ключевые слова: методы оптимизации, особенности применения, многокритериальные методы оптимиза-
ции, оптимизационные алгоритмы, эволюционные алгоритмы, оптимизация цифровых моделей, оптимизацион-
ная задача, программные инструменты оптимизации
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Abstract
Objectives. The authors conduct an analytical review of available optimization methods and simulation tools 
to identify their key features, effectiveness, and possible applications. The aim was to form an integrated picture 
of modern approaches, which may facilitate decision making when selecting the most appropriate method for 
a particular task. The key objective was to review and classify various optimization tools, which of theoretical and 
practical value for developers of new models.
Methods. Scientific publications and analytical materials were retrieved from specialized databases and technical 
documentation libraries.
Results. The analysis and classification of existing optimization methods allowed the authors to identify their 
advantages, disadvantages, and application features, as well as to determine the relationship between theoretical 
concepts and their practical implementation. During the analysis, various optimization approaches were considered, 
covering both classical and modern simulation methods.
Conclusions. The importance of informed selection of optimization methods, which raise the efficiency and accuracy 
of simulation procedures, is highlighted. The results obtained indicate the need for further study and comparative 
analysis of the methods used in practice in order to establish their efficiency and applicability in various scenarios. 
Future research directions include experimental testing of the effectiveness of various approaches based on several 
models in order to determine their advantages and disadvantages for a more informed selection of the method 
suitable for a particular task.

Keywords: optimization methods, application features, multi-criteria optimization methods, optimization algorithms, 
evolutionary algorithms, optimization of digital models, optimization problem, optimization software tools
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ВВЕДЕНИЕ

Оптимизация играет важную роль в моделиро-
вании, помогая достигать оптимальных результа-
тов, экономить ресурсы и повышать качество раз-
рабатываемых продуктов и систем. Она становится 
необходимым элементом современного инженер-
ного процесса, направленного на эффективное ре-
шение сложных задач и достижение высоких стан-
дартов в технологическом прогрессе [1]. Однако 
для обеспечения эффективности и точности оп-
тимизации важно избегать излишних повторений 
и учитывать разнообразие методов и их сложность 
в программной реализации. Это особенно важно 
в таких областях, как проектная деятельность [2], 
энергетика [3] и система здравоохранения [4], где 
даже небольшие улучшения могут иметь значи-
тельные последствия.

Библиометрический анализ оптимизационных 
техник подчеркивает эволюцию концепции «оптими-
зация» от проб и ошибок к более формализованным 
подходам [5, 6]. Данная эволюция приводит к необхо-
димости систематизированного изложения основных 
методов приближенного решения задач оптимизации, 
которые рассматривают их вычислительные аспекты, 
области применимости и достоинства. Однако выбор 
метода оптимизации должен соответствовать особен-
ностям моделей. Для этого необходимо учитывать 
требования к подходящим методам и инструментам, 
основываясь на понимании сути моделей и особен-
ностей систем для создания более гибких и адаптив-
ных условий для развития [7, 8].

Актуальность исследования методов оптими-
зации обусловлена рядом факторов, включая ра-
стущую сложность социотехнических и социо-
экономических систем, развитие вычислительных 
мощностей и появление новых, более эффективных 
методов [9, 10].

Целью статьи является проведение аналитиче-
ского обзора методов оптимизации. Данная цель 
направлена на классификацию методов оптимиза-
ции, а также оценку перспективности применения 
этих методов в моделях. Рассмотрение большого 
разнообразия методов оптимизации и дальнейший 
их анализ упрощает процесс исследования и делает 
оптимизационные подходы более доступными для 
широкого круга специалистов.

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Анализ литературы позволяет выделить несколько 
ключевых методов оптимизации, которые широко при-
меняются в различных областях исследования. Рост ин-
тереса к проблемам оптимизации моделей вызвал значи-
тельный объем исследований в этой области за последние 
несколько лет, что подчеркивает актуальность и важность 
разработки эффективных методов оптимизации.

Обзор литературы в рамках данной статьи основан 
на научно-исследовательских базах данных, Scopus1, 
RSCI2 и ВАК3. Поиск литературы проводился по следу-
ющим ключевым словам: «тип оптимизации», «много-
критериальные методы оптимизации», «вычислитель-
ная сложность методов оптимизации», «параллельные 
вычисления», «методы оптимизации», «принятие ре-
шений», «оптимизационные алгоритмы», «эволюци-
онные алгоритмы», «статистические методы», «мате-
матические методы», «имитационное моделирование», 
«оптимизация моделей», «оптимизационная задача», 
«проблемы оптимизации». Общее количество статей 
по этим запросам за 5 лет составляет 434.

Был выполнен анализ статей, и выбраны наибо-
лее распространенные методы оптимизации в различ-
ных областях исследования. Результаты проведенного 
анализа (доли встречающихся статей относительно 
общего объема за последние 5 лет) показаны на рис. 1.

Методы оптимизации моделей определяют усло-
вия существования объекта или протекания процесса, 
при которых достигается наилучшее значение какого- 
либо свойства этого объекта или процесса. Они при-
меняются для эффективного нахождения наилучших 
решений в различных задачах, где необходимо оптими-
зировать определенные параметры или критерии [11].

Результаты представляют собой сводный обзор 
методов оптимизации и их классификацию, позволяя 

1 https://www.scopus.com/. Дата обращения 29.10.2024. / 
Accessed October 29, 2024.

2 Russian Science Citation Index – база данных, которая 
выделяет лучшие российские журналы в РИНЦ и размеща-
ет их на платформе Web of Science. [Russian Science Citation 
Index is a database that distinguishes the best Russian journals 
and places them on the Web of Science platform.]

3 Высшая аттестационная комиссия при Министерстве 
науки и высшего образования Российской Федерации. [Higher 
Attestation Commission under the Ministry of Science and Higher 
Education of the Russian Federation.]. https://vak.minobrnauki.
gov.ru/. Дата обращения 29.10.2024. / Accessed October 29, 2024. 

For citation: Beketov S.M., Zubkova D.A., Gintciak A.M., Burlutskaya Zh.V., Redko S.G. Modern optimization methods 
and their application features. Russian Technological Journal. 2025;13(4):78−94. https://doi.org/10.32362/2500-
316X-2025-13-4-78-94, https://www.elibrary.ru/CVZOXD
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исследователям выбирать конкретный метод опти-
мизации моделей в зависимости от поставленных за-
дач, типа оптимизации, возможности учета сложных 
целевых функций, а также достоинств и недостатков 
методов.

КЛАССИФИКАЦИЯ  
МЕТОДОВ ОПТИМИЗАЦИИ

Методы оптимизации можно разделить на две 
категории: методы, основанные на оценке пара-
метров апостериорного распределения, и методы, 
основанные на неточной и аппроксимационной 
оценке. Апостериорная оценка – оценка, получен-
ная эмпирическим путем, при выполнении опыта, 

эксперимента, а аппроксимационная оценка – это 
оценка, приближенная к реальным значениям. 
Внутри последней включены еще две подгруппы – 
первая основана на эволюционных алгоритмах, 
а вторая основана на имитационном моделировании. 
Разработанная авторами классификация методов оп-
тимизации приведена на рис. 2.

Стохастическое оптимизационное 
моделирование методом Монте-Карло

В стохастическом моделировании часто приме-
няется метод Монте-Карло, особенно в ситуациях, 
где требуется учет вероятностных параметров. Его 
широкое применение обусловлено возможностью 
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Рис. 1. Доли статей в различных областях исследования за 5 лет
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прогнозирования различных исходов на основе ве-
роятностных факторов. 

Процесс стохастического моделирования методом 
Монте-Карло включает в себя следующие шаги: гене-
рация случайных входных данных, выполнение моде-
лирования, аккумуляция результатов и оценка явлений, 
которая в общем виде может быть описана формулой:

 
1

1 ( ),
N

i
mc f i

N =
= ∑   (1)

где mc – оценка явления методом Монте-Карло, N – 
количество выполненных моделирований, f(i) – ре-
зультат i-го запуска модели.

В отличие от детерминированных методов, пред-
полагающих строгое следование фиксированным 
алгоритмам, метод Монте-Карло основан на много-
кратном повторении экспериментов (симуляций) с ис-
пользованием случайных входных данных. Каждый 
запуск модели дает один возможный результат, а мно-
жество таких результатов позволяет оценить стати-
стическое распределение исходов и, таким образом, 
более точно прогнозировать вероятностные явления.

Процесс стохастического моделирования мето-
дом Монте-Карло включает такие этапы как гене-
рация случайных входных данных, моделирование, 
аккумуляция результатов (результаты каждого от-
дельного моделирования сохраняются), оценка явле-
ний, где на основе накопленных данных проводит-
ся статистическая обработка, вычисляются средние 
значения, дисперсии, вероятности наступления со-
бытий и другие характеристики.

Применение метода Монте-Карло не ограничивает-
ся определенной областью и находит применение в раз-
личных задачах прогнозирования. Например, метод 
Монте-Карло использовался в сочетании с функцией 
ошибки в виде гауссовой функции для прогнозирования 
распространения эпидемии COVID-19 в Италии [12]. 
Авторы провели 150 симуляций методом Монте-Карло, 
чтобы получить более точный прогноз числа смертных 
случаев в Китае и Италии.

Метод Монте-Карло также применялся для срав-
нения производительности методов приоритезации 
критериев для выбора мест строительства солнечных 
электростанций в Иране [13]. В исследовании исполь-
зовались две меры надежности для оценки различных 
методов приоритезации, и симулятор Монте-Карло 
оценивал значения надежности в каждом из этих ме-
тодов, проводя анализ чувствительности.

Оптимизация методом максимального 
правдоподобия

Метод максимального правдоподобия (Maximum 
Likelihood Estimation, MLE) представляет со-
бой статистический подход, часто используемый 

самостоятельно или в сочетании с другими метода-
ми для обработки данных в исследованиях или при 
решении задач. Метод позволяет оценивать неиз-
вестные параметры, максимизируя функцию прав-
доподобия, и находит применение для различных 
целей [14].

Метод MLE ищет такое значение θ, при котором 
функция правдоподобия максимальна:

 θMLE = arg maxθL(θ|X), (2)

где X – выборка данных; θ – параметрическая модель; 
L(θ|X) – функция правдоподобия, которая для данной 
модели измеряет вероятность получения наблюдае-
мых данных X при условии значения параметра θ.

Данный алгоритм реализации метода можно 
представить следующим образом: если предполага-
ется, что данные наблюдений описываются опреде-
ленной статистической моделью, то MLE позволяет 
подобрать такие параметры модели, которые делают 
наблюдаемые данные наиболее вероятными.

Основные шаги применения метода максималь-
ного правдоподобия состоят из определения параме-
трической модели, формулировки функции правдо-
подобия, максимизации функции правдоподобия.

Метод максимального правдоподобия широко 
применяется в статистике для оценки параметров 
в различных моделях, таких как линейные и обоб-
щенные линейные модели, факторный анализ, мо-
делирование структурных уравнений, проверка ги-
потез, формирование доверительных интервалов 
и дискретные модели выбора. Он основан на мак-
симизации функции правдоподобия, отражающей 
вероятность выбора конкретного параметра при 
известных событиях. Метод MLE нацелен на по-
иск параметров, при которых результаты модели 
наиболее соответствуют реальным данным. Оценка 
правильности параметров производится с исполь-
зованием информационного критерия Акаике, ко-
торый сбалансированно оценивает сложность моде-
ли и увеличивает достоверность при оптимальном 
соотношении с максимальным правдоподобием. 
Наилучшей считается модель с минимальным зна-
чением информационного критерия Акаике и мак-
симальным значением правдоподобия. Используется 
следующая формула для информационного крите-
рия Акаике (Akaike information criterion, AIC):

 AIC = −2lnL + 2K, (3)

где L – значение функции правдоподобия моде-
ли (условная вероятность получить наблюдаемые 
данные при заданных параметрах модели), K – число 
параметров модели.

Критерий Акаике можно понять как меру ком-
промисса между точностью и простотой модели. 
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Если модель слишком сложна (например, содержит 
большое количество параметров), она может хорошо 
подстраиваться под данные, но теряет способность 
обобщать их. Критерий Акаике помогает избежать 
этой проблемы, добавляя штраф за увеличение коли-
чества параметров.

Оптимизация в байесовских моделях

Байесовские модели основаны на теореме 
Байеса, которая описывает способ обновления веро-
ятностных оценок параметров модели на основе но-
вых данных. Эти модели учитывают априорную ин-
формацию о параметрах и корректируют ее с учетом 
наблюдаемых данных. Теорема Байеса определена 
формулой:

 P D P( | ) ( )( | ) ,
( )

P D
P D
θ θθ �  (4)

где θ – вектор параметров модели; D – набор дан-
ных, на котором обучается модель; P(θ|D) – апосте-
риорная вероятность параметров модели с учетом 
данных; P(D|θ) – вероятность данных с учетом па-
раметров модели; P(θ) – априорная вероятность па-
раметров модели; P(D) – маргинальная вероятность 
данных.

Применение байесовских моделей начинает-
ся с задания априорного распределения, которое 
отражает начальные предположения о параметрах 
модели. Данное распределение может быть инфор-
мативным, если есть данные из предыдущих иссле-
дований, или неинформативным, если начальные 
предположения минимальны. Затем вычисляется 
правдоподобие, которое показывает, насколько ве-
роятны наблюдаемые данные при различных значе-
ниях параметров. На следующем этапе с помощью 
теоремы Байеса априорное распределение объединя-
ется с правдоподобием для получения апостериор-
ного распределения, которое отражает обновленные 
знания о параметрах модели после учета данных. 
Полученное апостериорное распределение интер-
претируется для оценки параметров, определения 
доверительных интервалов и других статистических 
выводов. Таким образом, байесовские модели пред-
ставляют собой метод, позволяющий объединять 
априорные знания и новые данные для более точной 
оценки параметров [15]. 

Такие модели применяются в задачах статисти-
ческого анализа, машинного обучения и других об-
ластях, где необходимо учитывать неопределенность 
и обновлять вероятностные оценки по мере посту-
пления новых данных. 

Например, в работе [16] предложена математи-
ческая модель обнаружения аномальных наблюде-
ний с использованием анализа чувствительности 

нейронной сети. Байесовский подход в данном ис-
следовании позволяет учитывать неопределенность 
параметров и накапливать знания о поведении дан-
ных, что делает метод эффективным для выявления 
аномалий в сложных многомерных пространствах 
данных, таких как медицинские системы монито-
ринга или прогнозирования заболеваний. 

В области экономики байесовские модели помога-
ют оценивать влияние налоговых схем на различные 
социальные группы [17]. Использование теоретиче-
ских основ плановой экономики в сочетании с бай-
есовскими методами позволяет анализировать веро-
ятностные эффекты изменений в налоговой политике 
и разрабатывать оптимальные схемы налогообложе-
ния, учитывающие неопределенность исходных дан-
ных и прогнозов. Байесовские методы используются 
при разработке и анализе машинных алгоритмов обу-
чения, особенно в задачах оптимизации. 

Например, в работе [18] предложена модель 
машинного обучения для организации работы со-
трудников в удаленном и гибридном режимах. 
Байесовский подход позволяет эффективно оцени-
вать неопределенность в данных, связанных с про-
изводительностью сотрудников, и учитывать вероят-
ностное распределение различных факторов, таких 
как график работы, взаимодействие в команде и осо-
бенности рабочих процессов, что делает модель бо-
лее адаптивной и гибкой.

Интерполяционная оптимизация 
вероятностных распределений

Интерполяционная оптимизация вероятност-
ных распределений – это метод, который сочетает 
интерполяцию данных с построением вероятност-
ных распределений для заполнения промежуточных 
значений между известными дискретными точками. 
Для этого используются сплайны – гладкие кусочно- 
полиномиальные функции, которые позволяют ап-
проксимировать сложные зависимости с высокой 
степенью точности.

В этом подходе ключевая задача состоит в том, 
чтобы построить функцию, которая не только про-
ходит через заданные точки вероятностных распре-
делений, но и сохраняет их важные характеристики, 
такие как математическое ожидание. Для построе-
ния сплайнов задается функция вида [19]:

 2 3( ) ( ) ( ) ,
2 6
i i

i i i i i i
c d

S a b x x x x x x= + − + − + −  (5)

где , , ,i i i ia b c d  – коэффициенты, подлежащие опре-
делению на каждом из отрезков; 1, ,i n=  1 .i ix x x− ≤ ≤

Метод применяется в тех случаях, когда необходи-
мо предсказать значения вероятностных распределений 
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в промежуточных точках на основе дискретных дан-
ных. Например, в моделях сплайны могут использо-
ваться для интерполяции вероятностных распределе-
ний во времени или по значениям параметров.

Особое внимание уделяется сохранению средних 
характеристик распределения. Для этого использу-
ются сплайны, которые обеспечивают совпадение 
математического ожидания аппроксимированной 
функции с математическим ожиданием исходного 
распределения. Такой подход позволяет сохранять 
статистические свойства данных, что особенно важ-
но в задачах, где требуется корректное представле-
ние вероятностных характеристик.

Одним из примеров применения такого подхода 
является исследование отказов сложных систем при 
комбинированных нагрузках. В работе [20] описан 
интерполяционный метод, который позволяет оце-
нивать вероятность отказа системы на основе огра-
ниченного количества данных об испытаниях при 
различных типах нагрузок. Использование сплайнов 
для интерполяции вероятностей отказа позволяет 
восстановить распределения для промежуточных 
значений параметров нагрузки, сохраняя при этом 
исходные статистические характеристики. 

Другой пример связан с моделированием солнеч-
ной радиации, где сплайны с сохранением среднего 
значения применяются для интерполяции данных 
о солнечной активности [21]. Автор предложил ме-
тод интерполяции, который позволяет корректно 
восстанавливать распределение солнечной радиации 
в промежуточных точках временного ряда, обеспечи-
вая совпадение математического ожидания сплайн- 
функции с исходным усредненным значением. 

Смешанно-целочисленное 
оптимизационное программирование

Смешанно-целочисленное программирование 
представляет собой следующую оптимизационную 
задачу [22]:

 T 1 2 1 2max{ : , , },≤ ≤ ≤ ≤ ∈ix Sc x b Ax b d x d  (6)

где 1 2 1 2, , , , ;∈mb b c d d  A – действительная  
m n× -матрица; x – n-вектор переменных (неизвест-
ных); {1, ..., }⊆S n  – множество целочисленных пе-
ременных, а ix  – подмножество S, ограниченное це-
лыми числами.

Для решения задач смешанного целочисленного 
программирования на практике часто используется 
несколько подходов. 

Метод ветвления и привязки [23] основан на раз-
биении исходной задачи на подзадачи, каждая из ко-
торых решается отдельно. Основная идея заключа-
ется в построении дерева решений, где на каждом 

уровне происходит разбиение пространства поиска, 
а привязка используется для исключения нереле-
вантных вариантов на основе решений предыдущих 
узлов дерева. Данный метод применяется в задачах 
логистики, где необходимо учитывать как целочис-
ленные, так и непрерывные переменные, например, 
при оптимизации маршрутов доставки.

Метод разрезания плоскостей [24] направлен 
на улучшение приближенного решения путем добав-
ления новых ограничений, которые исключают неце-
лые решения из области допустимых решений. Такие 
ограничения, называемые «разрезами», позволяют 
постепенно уточнять область поиска и улучшать каче-
ство решения. Метод разрезов часто используется в за-
дачах управления запасами и распределения ресурсов.

Методы декомпозиции [25], такие как обобщен-
ная декомпозиция Бендерса, предполагают разби-
ение сложной задачи на более простые подзадачи. 
Каждая из подзадач решается отдельно, а затем ре-
зультаты объединяются для получения решения ис-
ходной задачи. Такой подход эффективен для задач 
большого объема, например, в задачах сетевого пла-
нирования или моделирования энергосистем.

Исследование, представленное в работе [26], 
подробно анализирует эти методы и их примене-
ние в задачах линейной и нелинейной оптимизации. 
Основное внимание уделяется особенностям каж-
дого подхода и их эффективности в зависимости 
от специфики задачи. Примеры включают как зада-
чи планирования, так и оптимизацию моделей, где 
необходимо учитывать смешанные ограничения.

Оптимизационные моделирование  
на основе дерева событий

Деревья решений (Decision Trees) – метод мо-
делирования, классификации и регрессии [27]. Это 
иерархическая структура, в которой каждый узел 
представляет собой проверку некоторого признака, 
каждая ветвь – результат проверки, а листья содер-
жат значения целевой переменной или решение. 
Деревья решений позволяют строить модели, спо-
собные принимать решения на основе анализа мно-
жества входных признаков, что делает их полезными 
в задачах анализа данных и прогнозирования.

Однако для задач, в которых необходимо учиты-
вать временной фактор и вероятности последователь-
ности событий, используются непрерывные деревья 
событий (Continuous-Time Event Trees, CTET) [28]. 
Такие структуры являются развитием идеи деревь-
ев решений и позволяют моделировать временные 
зависимости и вероятностный характер событий. 
В таких деревьях события описываются статистиче-
скими вероятностями или экспоненциально распре-
деленными скоростями событий.
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События в дереве событий связаны со ста-
тистическими вероятностями или постоянными 
скоростями, экспоненциально распределенными 
по Пуассону. Например, отказы компонентов обыч-
но могут происходить при некоторой постоянной 
частоте отказов λ (постоянная функция опасности). 
В простейшем случае вероятность отказа зависит 
от скорости λ и времени воздействия t:

 P = 1 − e−λt, (7)

где P ≈ λt, если λt < 0.001. 
Данная формула описывает экспоненциальное 

распределение событий, характерное для процессов, 
происходящих случайным образом во времени, та-
ких как отказы оборудования или других систем.

Непрерывные деревья событий полезны при оцен-
ке рисков в проектах, где возможны цепочки событий 
с временной зависимостью. Например, в управлении 
проектами дерево событий может моделировать риски, 
связанные с отказами оборудования или задержками 
в процессе, учитывая вероятность возникновения про-
блем на каждом этапе [29]. Данный подход позволяет 
предсказать вероятные сценарии развития событий 
и разработать стратегии минимизации рисков.

Оптимизация  
в теоретико-игровых моделях

Теоретико-игровое моделирование представляет 
собой метод анализа стратегических взаимодействий 
между участниками с целью оптимизации их страте-
гий [30]. Данный метод широко применяется для из-
учения ситуаций конфликта или сотрудничества, где 
каждый участник стремится максимизировать свой 
выигрыш или минимизировать потери в зависимо-
сти от решений других участников.

Ключевым понятием в теории игр является рав-
новесие Нэша. Равновесие Нэша возникает, когда 
ни один участник не имеет мотивации изменить свою 
стратегию, учитывая выбранные стратегии других 
участников. Это означает, что при данной стратегии 
каждого игрока никто не имеет желания изменить 
свои действия, т.к. любое отклонение от текущей 
стратегии не приведет к улучшению его выигрыша.

Математическая формулировка: (S, H) – некоопе-
ративная игра n лиц в нормальной форме, где S – на-
бор чистых стратегий, а H – набор выигрышей. Когда 
каждый игрок {1, ..., }i n∈  выбирает стратегию x{i}, 
принадлежащую S в профиле страте-
гий (x{1}, …, (x{n}), игрок i получает свой вы-
игрыш H{i}(x). Профиль стратегий x*{i} ∊ S является  
равновесием по Нэшу, если изменение своей страте-
гии с x*{i} на x{i} не выгодно ни одному игроку i,  
т.е. для любого игрока i: * *( ) ( , ).i i i iH x H x x−≥

Работа [31] посвящена решению задач оптимиза-
ции в условиях неопределенности с использованием те-
ории игр, в частности модели игры с природой. Данная 
модель применяется, когда участник (игрок) взаимо-
действует с внешней средой, поведение которой невоз-
можно контролировать и которая представляется в виде 
«природы» или внешнего фактора неопределенности. 
Для выбора оптимальной стратегии использовались 
три классических критерия: Вальда, Байеса и Гурвица. 

Встроенные методы оптимизации 
в дискретно-событийных и гибридных моделях

Дискретно-событийное и гибридное модели-
рование с встроенной процессной оптимизацией 
представляют методы оптимизации системных про-
цессов в контексте научных исследований. Дискретно-
событийное моделирование позволяет представлять 
систему в виде набора сущностей и ресурсов, акценти-
руя изменения, связанные с дискретными событиями, 
в то время как гибридное моделирование, объединяя 
дискретные и непрерывные аспекты, обеспечивает бо-
лее точное отражение динамики систем [32].

Процессная оптимизация, встроенная в модели, 
представляет собой интегрированный механизм, на-
правленный на автоматическую регулировку параме-
тров, эффективное управление ресурсами и динамиче-
скую адаптацию процессов в процессе моделирования. 

Данный подход к оптимизации работает при про-
стом изменении варьируемых параметров (например, 
при разных дискретных значениях мощности ресур-
сов), однако значительно усложняется с появлением 
различных по структуре вариантов осуществления 
процессов. Кроме того, некоторые из существую-
щих сред имитационного моделирования, имеющие 
встроенную подсистему процессной оптимизации, 
предполагают ручную настройку репликаций, что 
вызывает сложности ввиду большого объема требуе-
мых для задачи репликаций и вероятности человече-
ской ошибки: пользователь может случайно упустить 
оптимальный вариант из списка прогонов.

Также наблюдается тенденция к использованию 
гибридного моделирования для описания сложных  
социально-экономических и социотехнических систем. 
Данный подход включает в себя комбинации базовых 
парадигм имитационного моделирования. Гибридное 
моделирование позволяет рассматривать систему с раз-
личных точек зрения, что позволяет получить более 
полное и точное представление о ее поведении [33].

Метод дифференциальной эволюции

Метод дифференциальной эволюции является 
одним из методов эволюционного моделирования, 
предназначенным для решения задачи многомерной 
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оптимизации. По классификации оптимизационных 
методов он относится к классу стохастических мето-
дов, т.к. использует в процессе поиска решения генера-
тор случайных чисел. Также он использует и некоторые 
идеи генетических алгоритмов, но, в отличие от них, 
не требует работы с переменными в бинарном коде.

Алгоритм работы метода начинается с инициа-
лизации начальной популяции точек (кандидатов), 
которая случайным образом генерируется в про-
странстве поиска. Эта популяция представляет по-
тенциальные решения для оптимизационной зада-
чи [34]. На следующем этапе осуществляется выбор 
трех случайных точек (векторов) из текущей попу-
ляции. Эти три точки будут использоваться для соз-
дания нового вектора, который представляет собой 
потомка в процессе мутации.

Разностное векторное уточнение представляет 
собой создание нового вектора (потомка) путем раз-
ности двух случайных векторов, умноженной на ко-
эффициент масштабирования. Этот шаг моделирует 
мутацию, внося разнообразие в популяцию и обе-
спечивая новые кандидаты для оптимизации.

Следующий этап – скрещивание (кроссовер), где 
происходит сравнение элементов нового вектора с эле-
ментами базового вектора. Если элемент нового векто-
ра лучше (меньше) соответствующего элемента базо-
вого вектора, то он заменяет соответствующий элемент 
базового вектора. Этот механизм обеспечивает сохра-
нение лучших характеристик векторов в популяции.

Оценка приспособленности происходит путем 
использования функции цели (стоимости). Новый 
вектор оценивается, и, если он оказывается луч-
ше (имеет более низкую стоимость), чем старый 
вектор, то новый вектор принимается в популяцию.

Шаги повторяются до достижения критерия 
остановки, такого как максимальное количество ите-
раций или достижение необходимого уровня при-
способленности. Таким образом, метод дифференци-
альной эволюции эффективно итеративно улучшает 
популяцию кандидатов в поиске оптимального ре-
шения задачи оптимизации.

Генетический алгоритм оптимизации

Генетический алгоритм – это метод эволюцион-
ной оптимизации, основанный на механизмах есте-
ственного отбора и генетической эволюции [35]. 
Основная цель этого метода – найти оптимальное 
решение задачи путем имитации эволюционного про-
цесса. Алгоритм начинается с инициализации, в ходе 
которой создается начальная популяция, состоящая 
из множества возможных решений задачи, представ-
ленных в виде хромосом, где каждая хромосома ко-
дирует определенное решение в пространстве поис-
ка. На каждом шаге работы алгоритма оценивается 

приспособленность каждого индивидуума с помо-
щью целевой функции, значение которой отражает ка-
чество соответствующего решения. Особи с наиболь-
шей приспособленностью получают преимущество 
в процессе отбора для дальнейших этапов эволюции.

В основе эволюционного процесса лежат опера-
ции селекции, скрещивания и мутации. Селекция осу-
ществляется для выбора наиболее приспособленных 
особей, которые формируют основу новой популя-
ции. Скрещивание комбинирует генетические данные 
двух родителей, порождая потомков с объединенными 
характеристиками, что способствует исследованию 
новых комбинаций признаков. Мутация вносит слу-
чайные изменения в генотип отдельных хромосом, 
позволяя исследовать новые области пространства ре-
шений и предотвращая преждевременную сходимость 
алгоритма к локальным экстремумам. После приме-
нения этих операций формируется новая популяция, 
которая заменяет предыдущую. Процесс повторяется 
до достижения заданного числа итераций или получе-
ния решения с приемлемым уровнем качества.

Эффективность генетического алгоритма 
во многом определяется настройкой ключевых па-
раметров, таких как размер популяции, вероятность 
мутации и скрещивания, а также количество итера-
ций. Данные параметры регулируют баланс между 
исследованием пространства решений и уточнени-
ем текущих оптимальных значений, что делает этот 
подход универсальным. 

Например, в статье [36] рассматривается приме-
нение генетического алгоритма, основанного на те-
ории естественного отбора, для решения задач оп-
тимизации. Авторы демонстрируют эффективность 
предложенного подхода на примере оптимизации 
функции распределения нагрузки в системах с огра-
ниченными ресурсами. Генетический алгоритм 
использовался для нахождения оптимального рас-
пределения задач между доступными вычислитель-
ными узлами таким образом, чтобы минимизировать 
общее время выполнения и одновременно сбаланси-
ровать нагрузку между узлами.

Метод глобальной оптимизации с отжигом 

Метод глобальной оптимизации с отжи-
гом (Simulated Annealing, SA) представляет собой эври-
стический алгоритм, который нашел свое вдохновение 
в физическом процессе отжига металла [37]. Метод 
стал частью инструментария для решения сложных 
задач глобальной оптимизации, особенно в ситуациях, 
когда пространство поиска может быть сложным, со-
держащим множество локальных минимумов или об-
ладающим неопределенными характеристиками.

Основная концепция метода симулирует про-
цесс охлаждения материала после нагрева. Начальная 
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«температура» алгоритма определяет степень агрессив-
ности его шагов в пространстве решений. На начальных 
этапах процесса алгоритм более толерантен к случайным 
изменениям, что позволяет ему избегать застревания 
в локальных минимумах. С течением времени темпера-
тура постепенно снижается, что уменьшает вероятность 
принятия худших решений, делая алгоритм более сфоку-
сированным на поиске глобальных оптимумов.

Механизм работы метода глобальной оптими-
зации с отжигом позволяет алгоритму с легкостью 
преодолевать локальные минимумы благодаря слу-
чайному природному блужданию по пространству 
решений. Это обеспечивает более широкий охват 
поиска оптимальных решений в сложных и много-
мерных пространствах.

Метод роя частиц 

Метод роя частиц (Particle Swarm Optimization, 
PSO) – один из эвристических алгоритмов, вдохнов-
ленных коллективным поведением природных систем, 
таких как стаи птиц или косяки рыб [38]. Алгоритм 
применяется для решения задач оптимизации, особен-
но в случаях, когда пространство поиска характеризу-
ется высокой размерностью, нелинейностью и нали-
чием многочисленных локальных оптимумов.

В основе PSO лежит идея имитации движе-
ния частиц, каждая из которых представляет собой 
потенциальное решение задачи. Каждая частица 
характеризуется своим положением и скоростью, 
которые обновляются на каждом шаге алгоритма. 
Обновление происходит с учетом двух ключевых 
факторов: личного опыта частицы (лучшего положе-
ния, которое она обнаружила ранее) и коллективного 
опыта группы (лучшего решения, найденного среди 
всех частиц). Это позволяет частицам одновремен-
но исследовать пространство поиска и сосредотачи-
ваться на наиболее перспективных областях [39].

Алгоритм PSO имеет несколько параметров, 
таких как коэффициент инерции, параметры ког-
нитивного и социального влияния, которые опреде-
ляют динамику движения частиц и их способность 
к исследованию и поиску. Правильная настройка 
этих параметров способствует балансированию 
между глобальным исследованием пространства ре-
шений и его локальной проработкой.

Применение метода роя частиц охватывает ши-
рокий спектр задач оптимизации, включая обучение 
машин, проектирование нейронных сетей, а также 
в различных инженерных и научных областях.

Метод оптимизации колонии муравьев

Оптимизация колонии муравьев (Ant Colony 
Optimization, ACO) – это эвристический метод, 

разработанный на основе наблюдений за коллек-
тивным поведением муравьев в природе [40]. В его 
основе лежит концепция использования феромо-
нов и стигмергии для решения задач оптимизации. 
Принцип работы ACO базируется на моделирова-
нии поведения муравьев, которые при поиске пищи 
оставляют химический след – феромоны. Данные 
следы служат ориентиром для других муравьев, по-
вышая вероятность того, что они пойдут по тому 
же маршруту.

Особенностью алгоритма является динамиче-
ское обновление феромонных следов. При этом более 
короткие и эффективные пути получают усиление 
за счет большего количества феромонов, оставляе-
мых муравьями. Такой механизм позволяет алгорит-
му постепенно концентрироваться на наиболее опти-
мальных решениях, устраняя менее перспективные 
маршруты [41]. Метод ACO эффективен в задачах, 
где требуется исследовать большое пространство воз-
можных решений и выбрать наилучшее из них.

Применение ACO охватывает широкий спектр 
задач оптимизации. Например, метод активно ис-
пользуется в задачах маршрутизации, где необхо-
димо найти оптимальные пути в сетях, таких как 
транспортные системы или компьютерные сети. 
Распараллеливание алгоритма, заключающееся 
в разделении работы на несколько независимых 
агентов, позволяет существенно сократить время 
вычислений и сделать алгоритм применимым для 
задач с большим количеством переменных.

Метод искусственной колонии пчел

Метод искусственной пчелиной коло-
нии (Artificial Bee Colony, ABC) является оптими-
зационным алгоритмом, который моделирует стра-
тегии поиска источников пищи пчел в природе [42]. 
В алгоритме выделяют три типа пчел: рабочие, на-
блюдатели и разведчики.

На начальном этапе имеется предварительная 
информация о расположении источников пищи, 
представляющих допустимые решения задачи опти-
мизации. Рабочие пчелы направляются к этим источ-
никам, проводят поиск в их окрестности и запомина-
ют новые решения, улучшающие параметры задачи.

После завершения этапа поиска рабочие пчелы 
возвращаются в «улей» и передают информацию 
пчелам-наблюдателям о более привлекательных 
источниках. Пчелы-наблюдатели вероятностным об-
разом выбирают источник для начала своего поис-
ка, проводя его аналогично рабочим пчелам. Новые 
решения сохраняются только в случае улучшения 
качества по заданным параметрам. Процесс поиска 
продолжается до достижения заданного числа ите-
раций [43].
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Метод двойного отжига

Двойной отжиг (Dual Annealing, DA) – это стоха-
стический метод глобальной оптимизации, который 
является расширением алгоритма имитационного 
отжига (Simulated Annealing, SA) [44]. Метод пред-
назначен для повышения эффективности поиска 
глобального оптимума за счет использования ло-
кального алгоритма поиска в дополнение к процеду-
ре имитационного отжига. Такой подход позволяет 
повысить точность нахождения оптимального реше-
ния, особенно в задачах с большим количеством ло-
кальных экстремумов.

Основной принцип двойного отжига заключа-
ется в том, что на начальном этапе используется 
стохастический процесс глобального поиска, осно-
ванный на принципах термодинамического отжига. 
Моделируемый отжиг успешно определяет область 
пространства решений, в которой находится гло-
бальный оптимум, но не всегда гарантирует нахож-
дение точного решения внутри этой области. Чтобы 
преодолеть это ограничение, алгоритм двойного 

отжига на заключительном этапе применяет локаль-
ный метод оптимизации к решению, найденному 
с помощью моделируемого отжига. Локальный по-
иск позволяет уточнить найденное решение, мини-
мизируя риск пропуска глобального оптимума из-за 
недостаточной проработки ограниченной области 
пространства решений.

Алгоритм DA успешно применяется в задачах, где 
пространство поиска является сложным, многомер-
ным и содержит множество локальных экстремумов. 
Например, в задачах оптимизации инженерных кон-
струкций, при разработке сложных технических систем 
или для настройки гиперпараметров в моделях машин-
ного обучения двойной отжиг демонстрирует высокую 
эффективность. Его способность комбинировать пре-
имущества глобального и локального поиска делает 
этот метод универсальным и пригодным для решения

Тем не менее, детальное исследование эволю-
ционных методов оптимизации представляет собой 
отдельную область научного исследования.

Сравнительный анализ методов оптимизации 
представлен в таблице.

Таблица. Сравнение методов оптимизации

Метод Тип Область применения Достоинства Недостатки

Стохастическое  
оптимизационное  
моделирование  
методом Монте-Карло

Стохасти-
ческий

Имитация случайных 
процессов, оценка веро-
ятностей, оптимизация 
сложных систем

Простота, универ-
сальность, высокая 
точность

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Оптимизация методом 
максимального прав-
доподобия 

Детерми ни-
ро ванный

Оценка параметров моде-
ли на основе данных

Точность, эффектив-
ность

Требует знания формы целевой 
функции, может быть чувствитель-
ным к выбору начальных значений

Оптимизация  
в байесовских  
моделях

Детерми ни-
ро ванный

Анализ вероятностей, 
учет априорных данных, 
прогнозирование

Точность, гибкость, 
учет априорных 
данных

Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Метод дифференци-
альной эволюции

Эволю-
ционный

Глобальная оптимизация 
многомерных функций

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует знания формы целевой 
функции, может быть чувствитель-
ным к выбору параметров

Метод  
«генетический  
алгоритм  
оптимизации»

Эволю-
ционный

Поиск оптимальных ре-
шений в сложных задачах

Устойчивость к ло-
кальным минимумам, 
решение многокрите-
риальных задач

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Метод глобальной оп-
тимизации с отжигом 

Эволю-
ционный

Имитация процесса отжи-
га металлов для поиска 
глобального минимума

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Метод роя частиц Эволю -
ционный

Коллективный поиск 
оптимальных решений, 
имитация поведения роя 
пчел

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Метод оптимизации 
колонии муравьев 

Эволю-
ционный

Поиск кратчайших путей, 
оптимизация маршрутов

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным
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Стохастические методы используются во многих 
областях, поскольку являются базовыми методами 
оценки параметров модели, учета различных вероят-
ностных факторов и хорошо подходят для подгонки 
моделей.

В детерминированных методах оптимиза-
ции процесс полностью определен и предсказуем. 
Алгоритмы детерминированной оптимизации стре-
мятся найти решение, следуя строго заданному на-
бору правил или процедуре.

Эволюционные алгоритмы работают, создавая 
популяции кандидатов, подвергая их эволюционным 
операторам, таким как скрещивание, мутация и от-
бор, чтобы постепенно улучшить популяцию в на-
правлении оптимизации заданной функции. Методы 
также могут использоваться для многокритериаль-
ной оптимизации, когда необходимо учитывать не-
сколько целевых функций.

На основе приведенных результатов можно 
сформулировать алгоритм выбора необходимого ме-
тода оптимизации:

• Сначала требуется определить качество входных 
данных, насколько полной является выборка, 
сколько признаков рассмотрено. В зависимости 
от этого выбрать группу методов, основанных 

на апостериорной или на аппроксимационной 
оценке.

• Следующим шагом требуется рассмотреть об-
ласть применения, оценить сложность системы, 
выбрать объект оптимизации. В зависимости 
от задачи и ожидаемых результатов выбрать  
метод.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье осуществлен аналитический обзор ме-
тодов оптимизации и приведена их классификация. 
На основе рассмотренных методов выделены две 
основные категории: методы, основанные на оценке 
параметров апостериорного распределения, и мето-
ды, основанные на неточной и аппроксимационной 
оценке. Указаны достоинства и недостатки каждого 
метода в рамках применимости к моделям.

Результаты исследования полезны как для науч-
ных исследований в области оптимизации моделей, 
так и для практического использования в процессе 
разработки моделей и систем поддержки принятия 
решений на их основе.

Дальнейшие перспективы развития исследования 
предполагают детальное изучение эволюционных 

Метод Тип Область применения Достоинства Недостатки

Метод искусственной 
колонии пчел 

Эволю-
ционный

Имитация поведе-
ния пчел-разведчиц 
и пчел-фуражиров для 
поиска решений

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Метод двойного 
отжига

Эволю-
ционный

Использования двух  
температурных режимов

Эффективность, 
устойчивость к ло-
кальным минимумам

Требует большого количества 
вычислений, может быть вычисли-
тельно затратным

Оптимизационное мо-
делирование на осно-
ве дерева событий

Стохасти-
ческий

Анализ рисков, оценка 
вероятности наступления 
событий

Точность, гибкость
Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Интерполяционная оп-
тимизация вероятност-
ных распределений 

Стохасти-
ческий

Моделирование сложных 
вероятностных распреде-
лений

Точность, гибкость
Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Смешанно-
целочисленное опти-
мизационное програм-
мирование

Детерми ни-
ро ванный

Решение задач оптими-
зации с дискретными 
переменными

Точность, эффектив-
ность

Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Оптимизация в теоре-
тико-игровых моделях 

Детерми ни-
ро ванный

Анализ и оптимизация 
стратегий в конкурент-
ных средах

Точность, гибкость
Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Дискретно-
событийные и гибрид-
ные модели

Стохасти-
ческий

Оптимизация динамиче-
ских систем с дискретны-
ми событиями

Точность, гибкость
Требует знания формы целевой 
функции, может быть вычисли-
тельно затратным

Таблица. Продолжение
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методов оптимизации, а также сравнение эффектив-
ности методов оптимизации на практике на базе не-
скольких различных моделей с целью более глубокого 
понимания их применимости и результативности.
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