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Резюме 
Цели. Рассматривается задача восстановления расфокусированного и/или линейно смазанного изображе-
ния с использованием регуляризированного по Тихонову инверсного фильтра. Распространенным подходом 
к решению этой задачи является решение интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода типа свертки пу-
тем его дискретизации на основе квадратурных формул. Цель работы – получить выражение функции рассе-
яния точки (ФРТ) с учетом конечности размера пикселя и продемонстрировать его полезность.
Методы. Исследование основывается на теории сигналов и методе восстановления цифровых изображе-
ний с использованием тихоновской регуляризации.
Результаты. Получены формулы дискретной ФРТ как для случая расфокусированного, так и для случая ли-
нейно смазанного под произвольным углом изображения, с учетом конечности размера пикселя. Рассмо-
трены отличия полученных формул от традиционно используемых, показано при каких условиях эти отличия 
практически исчезают, а при каких – могут оказаться существенными.
Выводы. При восстановлении изображений на пределе разрешающей способности, т.е. когда размеры 
пикселя не могут считаться пренебрежимо малыми в сравнении с деталями изображения, предлагаемый 
подход может несколько улучшать разрешение. Кроме того, полученная формула дискретной ФРТ, соответ-
ствующей линейному смазу изображения в произвольно заданном направлении, позволяет не только ре-
шать задачу без необходимости предварительного поворота изображения, но и учитывать величину смаза 
с точностью до долей пикселя. Это дает преимущество в плане повышения разрешения предельно мелких 
деталей изображения и позволяет использовать данную формулу при решении задачи адаптивной деконво-
люции, когда требуется точная подстройка параметров ФРТ.

Ключевые слова: смазанное изображение, расфокусированное изображение, разрешающая способность, 
конечный размер пикселя, дискретная ФРТ, восстановление изображения, регуляризация по Тихонову, коэффи-
циент регуляризации
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Abstract
Objectives. The problem of restoring defocused and/or linearly blurred images using a Tikhonov-regularized 
inverse filter is considered. A common approach to this problem involves solving the Fredholm integral equation of 
the first convolution type by means of discretization based on quadrature formulas. The work sets out to obtain an 
expression of the point scattering function (PSF) taking into account pixel size finiteness and demonstrate its utility 
in application.
Methods. The research is based on signal theory and the method of digital image restoration using Tikhonov 
regularization.
Results. Taking into account the finiteness of the pixel size, discrete PSF formulas are obtained both for the case of 
a defocused image and for the case of a linearly blurred image at an arbitrary angle. It is shown that, while differences 
between the obtained formulas and those traditionally used are not significant under some conditions, under other 
conditions they can become significant. 
Conclusions. In the case of restoring images at the resolution limit, i.e., when the pixel size cannot be considered 
negligibly small compared to the details of the image, the proposed approach can slightly improve the resolution. 
In addition, the derived formula for the discrete PSF corresponding to linear blur in an arbitrarily specified direction 
can be used to solve the problem without the need for prior image rotation and account for the blur value with sub-
pixel accuracy. This offers an advantage in terms of improving the resolution of extremely fine details in the image, 
allowing the obtained formula to be used in solving the adaptive deconvolution problem, where precise adjustment 
of PSF parameters is required.

Keywords: blurred image, defocused image, resolution limit, finite pixel size, discrete PSF, image restoration, 
Tikhonov regularization, regularization parameter
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ВВЕДЕНИЕ

В современном мире качество изображения объ-
ектов имеет решающее значение во многих областях, 
включая медицинскую визуализацию, астрономию, 
дистанционное зондирование Земли со  спутников, 
контроль безопасности и  видеонаблюдение. Рост 
потребности в  высококачественных изображениях 
ставит перед исследователями задачу улучшения 
методов их  восстановления и  обработки. Одной 
из основных проблем в этом контексте является вос-
становление изображений, искаженных из-за равно-
мерного прямолинейного движения объекта или ка-
меры, что приводит к линейному смазу, а также из-за 
расфокусировки.

Данная работа является продолжением исследо-
ваний авторов [1], в ней исследуется вопрос восста-
новления линейно-смазанного или расфокусирован-
ного изображения применительно к  случаю, когда 
параметры смаза известны. К настоящему времени 
этой проблеме посвящено уже довольно много ра-
бот. Так теории решения обратных некорректных 
задач, к числу которых относится задача восстанов-
ления изображений, посвящены фундаментальные 
работы  [2–5]. Непосредственно решению задачи 
восстановления изображений посвящены осново-
полагающие работы [6–10], изданные еще до начала 
90-х гг. прошлого века. В работах [11–15] отражено 
современное состояние дел в этой области. Во всех 
перечисленных работах используются выражения 
функции рассеяния точки (ФРТ), предполагающие 
бесконечную малость размера пикселя. В  отличие 
от  этого, авторами данной работы получены выра-
жения ФРТ, которые учитывают конечность разме-
ров пикселя, что дает следующие преимущества. 
Прежде всего, при восстановлении изображений, 
полученных на пределе разрешающей способности 
фотоаппарата, когда размеры пикселя не могут счи-
таться пренебрежимо малыми по сравнению с дета-
лями изображения, учет конечности размера пикселя 
позволяет несколько улучшить качество восстанов-
ления. Это справедливо как в случае восстановления 
линейного смазанного, так и в случае расфокусиро-
ванного изображения. Кроме того, полученные выра-
жения ФРТ непрерывно зависят от параметров сма-
за, что позволяет легко подстраивать эти параметры 

под необходимые величины с  точностью до  долей 
пикселя. В  частности, легко осуществлять точный 
выбор величины и направления линейного смаза.

Целью работы является демонстрация преиму-
ществ предлагаемой модели дискретной ФРТ, учи-
тывающей конечность размеров пикселя. Статья 
содержит строгий математический вывод указанных 
формул ФРТ, их сравнение с традиционными подхо-
дами. Полученные теоретические результаты под-
креплены численным моделированием исследуемых 
искажений и  их устранением через деконволюцию 
с использованием регуляризации по А.Н. Тихонову.

1. ДВУМЕРНАЯ ДИСКРЕТНАЯ ФРТ 
ПРИ ЛИНЕЙНОМ СМАЗЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ 

В ПРОИЗВОЛЬНОМ НАПРАВЛЕНИИ

Рассмотрим прямоугольную панель светочув-
ствительных элементов, представляющую собой ма-
трицу размером M × N пикселей. Будем считать, что 
пиксели имеют квадратную форму и сплошь, без зазо-
ров заполняют всю панель; пусть w – размер пикселя. 
Каждому пикселю припишем пару индексов (m,  n), 

0, 1; 0, 1,m M n N∈ − ∈ −  при этом пиксель в  левом 
верхнем углу панели будет иметь индексы  (0,  0). 
Свяжем с  этой панелью декартову систему коорди-
нат Oxy с началом в левом верхнем углу панели, так 
что центр пикселя с индексами (m, n) находится в точ-
ке с координатами (mw + w/2, nw + w/2), ось Ox напра-
вим вертикально вниз, а ось Oy – вертикально вправо.

Пусть функция p(x, y) определяет поле яркостей 
точек панели, создаваемое световым потоком, фор-
мирующим изображение, в  некоторый момент вре-
мени  t. Функцию p(x,  y) естественно считать неза-
висящей от t. Тогда световая энергия, накапливаемая 
пикселем с индексами (m, n) за время экспозиции τ, 
от движущегося относительно панели изображения 
(сфокусированного светового потока) равна

( 1) ( 1)

0

[ , ]

( ( , ) , ( , ) ) ,
+ + τ

=

= − −∫ ∫ ∫
m w n w

x y
mw nw

q m n

dx dy p x v x y t y v x y t dt

где (vx(x,  y),  vy(x,  y))  – декартовы компоненты 
вектора скорости движения точки изображения 
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c  координатами  (x,  y). Здесь пока рассматривается 
общий случай, когда разные точки изображения мо-
гут двигаться с разными скоростями.

Поле яркостей можно представить двумерным 
интерполяционным рядом Котельникова:

( , ) [ , ]sinc sinc ,
m n

x yp x y p m n m n
w w∈ ∈

   = − −   
   

∑ ∑
 

�(1)

где p[m, n] = p(mw, nw).
Подставив это выражение в интеграл, получим:

,[ , ] [ , ] [ , ],k l
m n

q k l h k m l n p m n
∈ ∈

= − −∑ ∑
 

где

,

2

0
1

2

0

[ , ]

( , )( , )
sinc sinc

( , )( , )
sinc sinc .

τ

=

  
= − − =       

τ τ 
= τ − −       

∫

∫

k l

yx

yx

h m n

v kw lw tv kw lw t
w m n dt

w w

v kw lwv kw lw
w m t n t dt

w w

Здесь учтено, что в  пределах одного пикселя 
поле скоростей движения изображения можно счи-
тать практически постоянным и  равным его значе-
нию в левом верхнем углу пикселя; при этом множи-
тель w2τ далее будем считать равным единице.

Если поле скоростей постоянно в пределах всей 
матрицы пикселей, то получаем двумерную свертку

	 [ , ] [ , ] [ , ],
m n

q k l h m n p k m l n
∈ ∈

= − −∑ ∑
 

� (2)

где ядро этой свертки определено формулой

	
1

0
[ , ] sinc( )sinc( ) ,x yh m n m u t n u t dt= − −∫ � (3)

ux = vxτ/w, uy = vyτ/w – компоненты смещения, задан-
ные в пикселях, за время экспозиции.

При ux = uy = 0 имеем h[m, n] = sinc(m)sinc(n) = 
= δ[n]δ[m], как и должно быть.

На рис. 1 показаны примеры графиков дискрет-
ного ядра, рассчитываемого по формуле (3).

С учетом конечности размеров матрицы пик-
селей в общем случае имеем двумерную конечную 
свертку:

min( , 1) min( , 1)

0 0
[ , ] [ , ] [ , ],

m K n L

k l
q m n h k l p m k n l

− −

= =
= − −∑ ∑ � (4)

где 0, 1; 0, 1m M n N∈ − ∈ −  и считается, что массив 
p[:, :] имеет размеры M × N; массив h[:, :] – размеры 
K × L и массив q[:, :] – размеры (M + K) × (N + L).

В частности, при ux = 0 (смещения по вертикали 
нет)

1

0
[ , ] [ ] sinc( ) ,= δ −∫ yh m n m n u t dt

где δ[m]  – дискретная дельта-функция, т.е. при от-
сутствии вертикальной составляющей скорости дву-
мерная свертка фактически сводится к одномерной 
с ядром

1

0
[ ] sinc( ) .yh n n u t dt= −∫

Рис. 1. Примеры графиков двумерного дискретного ядра линейного смаза, рассчитываемого по формуле (3)

х

х
y

y

h h

uy = 20
ux = 5

uy = 20
ux = 0
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При этом, с учетом конечности размеров матри-
цы пикселей, имеем

min( , 1)

0
[ ] [ ] [ ],

k M

m
q k h m p k m

−

=
= −∑

где 0, 1.k M∈ −
Если в правую часть формулы (3) добавить мно-

житель 1/w2 и затем перейти к пределу при w → 0, 
считая при этом, что ядро зависит не  от целочис-
ленных индексов m, n, а от соответствующих им не-
прерывных переменных x = mw, y = nw, то получим 
формулу вида:

1

0
( , ) ( ) ( ) .x yh x y x v t y v t dt= δ − τ δ − τ∫

Такая формула встречается в литературе по оп-
тике (см.,  например,  [16]), но  непосредственно 
в  таком виде она непригодна для дискретизации. 
Дискретизировать ее  можно только, если заменить 
входящую в  нее дельта-функцию подходящей ре-
гулярной функцией; такая замена на  масштабиро-
ванную функцию sinc возвращает к  формуле  (3). 
Возможен, однако, и несколько иной путь преобра-
зований с целью получения выражения, пригодного 
для дискретизации:

(0;1)

(0;1)

( , ) ( ) ( ) ( )

,

x y

x

y y

h x y I t x v t y v t dt

vyI x y
v v

+∞

−∞

= δ − τ δ − τ =

   
   = δ −
   τ   

∫

где I(0;1)(y) – индикаторная функция интервала (0; 1). 
Отсюда ввиду того, что в  пространстве функций 
с  финитным частотным спектром масштабирован-
ная соответствующим образом функция sinc играет 
роль дельта-функции Дирака, получаем, что

(0; )
1( , ) ( )sinc .τ

  
  = −

    
y

x
v

y

v
h x y I y x y

w v

Появляющийся при такой замене масштаб-
ный коэффициент 1/w для удобства был отброшен. 
Теперь, снова полагая x = mw, y = nw, получим дис-
кретный аналог последней формулы

	 [ , ] [ ]sinc ,
 
 = −
 
 

x
y

y

u
h m n hu n m n

u
� (5)

где , [ ]y
y y

v
u hu n

w

τ
= ∈  – функция целочисленного 

аргумента при крайних значениях аргумента  
n = 0, uy, равная 1/2; равная 1 при n = 1, 2, …, uy – 1; 
равная  0  при всех остальных n, что соответствует 
квадратурной формуле трапеций.

Здесь важно подчеркнуть, что в формуле (5) ве-
личина горизонтального смаза uy предполагается це-
лой положительной величиной, в то время как на ве-
личину вертикальной составляющей смаза ux такого 
ограничения данная формула уже не  накладывает, 
величина ux  в  ней может принимать любые веще-
ственные значения.

В частности, если в (5) положить ux = 0, то с учетом 
тождества sinc(m) = δ[m] имеем [ , ] [ ] [ ].

yuh m n h n m= δ  
Поскольку δ[m] отлична от  нуля лишь при m  =  0, 
то  двумерное ядро h[m,  n] заменяется одномерным 
ядром [ ],

yuh n  которое чаще всего и  используется 
в литературе для описания горизонтального линей-
ного смаза (см. например, [8, 14, 15]).

Формула (5) может рассматриваться как альтер-
натива формуле (3), она также, как и  формула  (3), 
позволяет восстанавливать линейно смазанное изо-
бражение при произвольном направлении смаза. 
Однако в отличие от формулы (5), формула (3) сни-
мает ограничения на  значения величины горизон-
тального смаза uy, которое в формуле (3) уже может 
быть любым вещественным числом, также как и ве-
личина вертикальной составляющей смаза  ux. Это 
дает следующие преимущества при использовании 
формулы  (3). Во-первых, как было показано в  [1], 
при восстановлении изображения на пределе разре-
шающей способности учет реальной величины сма-
за с  точностью до  долей пикселя может повышать 
разрешение деталей восстанавливаемого изображе-
ния. Во-вторых, если иметь в виду применение рас-
сматриваемого метода восстановления изображения 
в  качестве основы для решения задачи адаптивной 
деконволюции, когда направление и  величина сма-
за известны не  точно, то  дискретность параметра, 
определяющего величину горизонтального смаза, 
может быть препятствием. 

2. ДВУМЕРНАЯ ДИСКРЕТНАЯ ФРТ 
ПРИ РАСФОКУСИРОВКЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Для простоты рассмотрим модель, в которой изо-
бражение расфокусируется по гауссовскому закону. 
Хотя для оптических систем высокого качества, та-
ких как телескопы и микроскопы, гауссовская модель 
обычно не  используется, она позволяет продемон-
стрировать сам метод построения дискретной ФРТ 
с учетом конечности размеров пикселя. Также гаус-
совская расфокусировка часто используется именно 
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в  демонстрационных целях (см.,  например,  [14]). 
При необходимости гауссовская функция может 
быть заменена любой другой, например, функцией 
Эйри, которая соответствует случаю, когда дифрак-
ция является единственной причиной расфокусиров-
ки. Принципиальных ограничений здесь нет.

Пусть функция p(x, y) – интенсивность светового 
потока, попадающего в  апертуру объектива. Тогда, 
вследствие предполагаемой раcфокусировки этого 
потока, на  светочувствительной панели поле ярко-
стей точек определяется интегралом свертки

2 2

22 ( )
2

1( , ) ( , )e ,
2 ( )

u v
wq x y p x u y v dudv

w

++∞ +∞ −
π σ

−∞ −∞

= − −
π σ ∫ ∫

формирующим изображение в течение времени экс-
позиции τ, где σ – параметр, определяющий степень 
расфокусировки, w – размер пикселя.

Подставляя в  этот интеграл выражение (1), по-
лучим:

2

2 2

2

2 2

2 2

2

2

1( , ) [ , ]
2

sinc e
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∈ ∈

+∞ −
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−∞

+∞ −
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−∞

= ×
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− × − × 
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∫

∫
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x u m
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Откуда, полагая x = wl, y = wk, ,k l∈ , имеем:

2

2 2

2

2 2

2 2

2
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Если в полученной формуле перейти к пределу 
при w → 0, то с учетом того, что sinc(x/w)/w → δ(x), 
приходим к дискретной свертке изображения p[m, n] 
с традиционным ядром, представляющим собой се-
точную гауссовскую функцию. А именно, в пределе 
получается традиционно используемое в этой задаче 
ядро дискретной свертки

2 2

22( 0) 2
1[ , ] e .

2

m n

wh m n
+

−
σ→ =

πσ

Если же  не переходить к  пределу, то  заменяя 
в последних двух интегралах переменные u/w и v/w, 
на u и v соответственно, получим:

( )
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Таким образом, как и  в случае линейного сма-
за, имеем двумерную дискретную свертку вида (2), 
при этом в случае расфокусировки соответствующее 
ядро оказывается разделимым

	 h[m, n] = h1[m]h1[n],� (6)

где

2

221
1[ ] sinc( )e (sinc * )( ),
2

+∞ −
σ

−∞

= − =
πσ ∫

u
h k k u du g k

2

221( ) e ,
2

z
g z

−
σ=

πσ
 звездочка здесь обозначает опе-

рацию одномерной аналоговой свертки.
Рассмотрим свертку f(z) = (sinc * g)(z). По теоре-

ме о свертке преобразование Фурье функции f(z)

2 22 ( )
( 0.5;0.5)( ) ( )e ,vF v I v − π σ
−=

где учтено, что Фурье-образ функции sinc(z)  – это 
индикаторная функция интервала (−0.5;  0.5), 
а Фурье-образ гауссовской функции g(z) – это есть 

функция 22( )1 e .v− σ
π

 Убедиться в последнем можно, 

вспомнив, что Фурье-образ функции 2( / )e /z−π λ λ  
есть функция 2( / )e v−π λ  (в нашем случае 2 ).λ = πσ

Так как h1[k] есть Фурье-оригинал функции F(v) 
в точке z = k, то имеем:

	

2
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1
0.5

0.5
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[ ] e e
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v i vk
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∫
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Последнее равенство имеет место в  силу того, 
что мнимая часть этого интеграла заведомо должна 
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быть равна нулю; можно убедиться в  этом и  непо-
средственно  – в  мнимой части под интегралом бу-
дет нечетная функция. В пределе при σ → 0 имеем 
h1[k] = δ[k]. На рис. 2 приведены графики одномер-
ного ядра (7) при различных значениях параметра σ, 
из  которых видно, что уже при σ  =  1.0  значения 
ядра (7) практически не отличаются от предельных 
значений при w → 0.

3. ОБРАЩЕНИЕ СВЕРТКИ

Рассмотрим уравнение (4), представляющее 
собой конечную двумерную линейную (по каждо-
му измерению) дискретную свертку. Для решения 
этого уравнения будет использоваться дискретное 
преобразование Фурье (ДПФ; имеется ввиду дву-
мерное  ДПФ). Для этого рассматриваемую линей-
ную свертку сначала необходимо представить в виде 
циклической свертки следующим образом.

	 1 1

0 0

[ , ]

[ , ] [( ) , ( ) ],
+ − + −

+ +
= =

=

= − −∑ ∑
M K N L

M K N L
k l
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Рис. 2. Примеры графиков одномерного ядра (нормированного на максимум),  
соответствующего гауссовской расфокусировке; пунктиром показаны графики гауссовских кривых,  

которые дают предельные значения ядра при w → 0

где ( ) , ( )M K N Lm k n l+ +− −   – вычеты по  модулю 
M  +  K и  по модулю N  +  L соответственно, 

0, ( 1), 0, ( 1),m M K n N L∈ + − ∈ + −  и считается, что 
все массивы имеют равные размеры (M + K) × (N + L). 
Для этого в  массив h[:,  :] потребовалось добавить 
M нулевых строк и N нулевых столбцов, а в массив 
p[:, :] – K нулевых строк и L нулевых столбцов (нуле-
вые строки и столбцы можно добавлять, например, 
в число последних строк и столбцов).

Тогда, в  соответствии с  теоремой о дискретной 
циклической свертке, имеем:

	 Q[m, n] = H[m, n]P[m, n],� (9)

где 0, ( 1), 0, ( 1);m M K n N L∈ + − ∈ + −  H[:, :] = fft(h[:, :]),  
Q[:, :] = fft(q[:, :]), P[:, :] = fft(p[:, :]) – двумерные ДПФ 
соответствующих массивов.

Задача обращения свертки состоит в том, чтобы 
при заданном массиве q[:,  :] решить уравнение  (8) 
относительно массива p[:, :]. Эта задача, как извест-
но, является плохо обусловленной, т.е. очень чув-
ствительной к  погрешностям в  исходных данных 
и к шумам. Поэтому непосредственно использовать 
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соотношение  (9) для ее решения не получится, тут 
потребуется применение специальных методов ре-
гуляризации  [2–8]. Будем использовать метод регу-
ляризации по А.Н. Тихонову, состоящий в том, что 
вместо непосредственного обращения формулы  (9) 
рассматривается обращенная формула с регуляризи-
рующим членом

	 2
[ , ][ , ] [ , ],

| [ , ] | ( [ , ])
=

+α s
H m nP m n Q m n

H m n R m n
� (10)

где α  ≥  0  – параметр регуляризации, который 
должен подбираться для достижения максималь-
ного качества восстанавливаемого изображения 
(α = 0 означает отсутствие регуляризации), R[:, :] – 
массив, соответствующий некоторой выбранной 
регуляризирующей функции, s  ≥  0  – порядок ре-
гуляризации. Регуляризирующая функция и  поря-
док регуляризации подбираются в  каждом случае 
индивидуально.

Например, регуляризирующий массив R[:, :] мо-
жет вычисляться так:

	 R[m, n] = R1[m] + R2[n],� (11)
где
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(если здесь какое-либо из чисел M + K или N + L, не-
четное, то под делением этого числа на 2 понимает-
ся целая часть от такого деления), или так:

	 R[:, :] = fft(Δ[:, :]),� (12)

где Δ[:,  :]  – какая-либо разностная аппроксима-
ция двумерного дифференциального оператора 
Лапласа (дополненная до матрицы требуемого раз-
мера нулевыми строками и  столбцами). Порядок 
регуляризации s  обычно выбирается невысокий: 
s = 0, 1, 2.

Важно отметить, что поскольку речь всегда идет 
о  восстановлении изображения конечного размера, 

то неизбежно возникает так называемый краевой эф-
фект, связанный с тем, что в реальном, подлежащем 
восстановлению изображении, нет краев с  плавно 
убывающей яркостью, которые всегда получаются 
при моделировании смазанного или расфокусиро-
ванного изображения (при размытии изображения 
конечных размеров). Поэтому, во-первых, при мо-
делировании такого изображения, чтобы оно соот-
ветствовало реальности, плавно убывающие края 
надо обрезать. Во-вторых, перед восстановлением 
изображения его края должны быть каким-то спосо-
бом восстановлены или сглажены. В противном слу-
чае восстановленное изображение может содержать 
сильно выраженные артефакты в виде так называе-
мого эффекта Гиббса.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 3 показаны оригинальное изображение, 
используемое для моделирования расфокусирован-
ного изображения, полученное расфокусированное 
изображение и результат его восстановления с помо-
щью ядра, учитывающего конечность размеров пик-
селей. На  рис.  4  показано изображение с  большим 
размером пикселя и  результат его расфокусировки, 
а  на рис.  5  представлены результаты деконволю-
ции с  помощью двух разных ФРТ  – первая из  них 
не учитывает конечность размера пикселя (рис. 5а), 
а  вторая  – учитывает  (рис.  5б). Параметр гауссов-
ской расфокусировки при этом выбран таким, при 
котором имеются заметные различия графиков этих 
двух ФРТ. Из сравнения представленных рис. 5 ре-
зультатов видно, что ФРT, учитывающая конечность 
размера пикселя, дает заметно более четкое изобра-
жение.

На рис. 6  представлен аналогичный результат, 
демонстрирующий восстановление линейно смазан-
ного в  заданном направлении изображения (6  пик-
селей по  горизонтали и  2  пикселя по  вертикали) 
с помощью ядра, учитывающего конечность размера 
пикселя. На рис. 7 представлена серия восстанавли-
ваемых изображений при различных погрешностях 
параметров восстанавливающего ядра, определяю-
щих предполагаемый вектор смаза. Величины по-
грешностей составляют 25%, 12.5%, 6%, 0% от ис-
тинных составляющих смаза. Из  этого видно, что, 
во-первых, возможны ситуации, когда величины 
погрешностей, выражаемые даже долями пикселей, 
могут значительно ухудшать результат восстановле-
ния изображения. Во-вторых, последовательное мо-
нотонное уменьшение величин погрешностей дает 
монотонное улучшение качества изображения. Это 
показывает возможность оптимизации параметров 
используемого ядра при решении задачи адаптивной 
деконволюции.
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(а)

(б)

(в)

Рис. 3. Эталонное изображение, его гауссовская 
расфокусировка при σ = 2 и результат конволюции, 

параметр регуляризации α = 10−5,  
порядок регуляризации s = 1

(а)

(б)

Рис. 4. Эталонное изображение (с вдвое большей 
зернистостью по сравнению с рис. 3) и его 

гауссовская расфокусировка при σ = 0.4

(а)

(б)

Рис. 5. Результаты конволюции расфокусированного 
изображения, показанного на рис. 4,  

параметр регуляризации α = 10−5, 
порядок регуляризации s = 1

(а)

(б)

(в)

Рис. 6. Эталонное изображение, его линейный 
смаз и результат его восстановления, параметр 

регуляризации α = 10−3,  
порядок регуляризации s = 1
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 7. Серия результатов восстановления линейно 
смазанного изображения, показанного на рис. 6, 

при последовательно уменьшающейся погрешности 
параметров смаза, параметр регуляризации α = 10−3, 

порядок регуляризации s = 1

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Численное моделирование показало хорошую 
работоспособность предложенного метода, преиму
щества которого следующие. Во-первых, учет ко-
нечности размеров пикселя, точнее говоря, учет 
параметров смаза с  точностью до  долей пикселя, 
может улучшать разрешение деталей изображения 
в случае достижения предела, обусловленного раз-
мерами пикселя. Причем, что важно, такой учет 
осуществляется без интерполяции изображения. 
Во-вторых, полученная формула ядра свертки для 
случая линейного смаза, позволяет восстанавли-
вать изображение, смазанное под произвольным 
углом, а  не только смазанное по  горизонтали, без 
необходимости предварительного поворота изобра-
жения с целью сведения задачи к восстановлению 
горизонтально смазанного изображения. При этом 
величины смаза могут быть достаточно большими, 
например, составлять несколько десятков пикселей. 
В-третьих, поскольку формула позволяет исполь-
зовать параметры смаза необязательно выражен-
ные целым числом пикселей, то это дает удобную 
возможность использовать ее  для решения задачи 
адаптивной деконволюции, когда может потребо-
ваться ее непрерывная зависимость по обоим пара-
метрам смаза.
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