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Резюме 
Цели. Цель работы – получить аналитическое выражение для распределения напряженности температур-
ного поля на поверхностях анизотропных включений в форме тонких дисков в матричном композите и при-
менить полученные выражения для прогнозирования величины напряженности температурного поля на по-
верхности графеновых включений со стороны матрицы.
Методы. Включение в  форме тонкого кругового диска является частным предельным случаем эллипсои-
дального включения. Для получения требуемых аналитических выражений используется ранее полученное 
авторами более общее выражение для оператора концентрации напряженности электрического поля на по-
верхности эллипсоидального включения, поскольку задачи нахождения электростатического и температур-
ного поля в стационарном случае математически эквивалентны. Данный оператор связывает напряженность 
поля на поверхности включения со стороны матрицы со средней напряженностью поля в образце композита, 
выражение для него получено в обобщенном сингулярном приближении.
Результаты. Получены аналитические выражения для оператора концентрации напряженности темпера-
турного поля на  поверхности включения в  форме тонкого диска из  многослойного графена в  матричном 
композите с учетом анизотропии включения в зависимости от положения точки на поверхности включения, 
от объемной доли включений в материале, от ориентации включения. Рассмотрены два вида распределения 
ориентаций включений: одинаково ориентированные включения и равномерное распределение ориентаций 
включений. Проведены модельные расчеты величины напряженности температурного поля в точках ребра 
включения-диска в зависимости от угла между радиус-вектором данной точки и направлением напряженно-
сти приложенного поля.
Выводы. Показано, что в случае графеновых многослойных включений в точках на их ребрах величина на-
пряженности поля может на несколько порядков превышать напряженность приложенного поля.

Ключевые слова: композит, матрица, графен, включение, операторы концентрации напряженности темпе-
ратурного поля, обобщенное сингулярное приближение
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Abstract
Objectives. The study sets out to obtain an analytical expression for the distribution of the temperature field strength 
on the surfaces of anisotropic graphene inclusions taking the form of thin disks in the matrix composite and to use 
the obtained expressions to predict the strength of the temperature field on the surface of inclusions from the matrix 
side.
Methods. An  inclusion taking the form of  a  thin circular disk represents a  special limit case of  an ellipsoidal 
inclusion. To obtain the corresponding analytical expressions, the authors use their previously derived more general 
expression for the operator of the concentration of the electric field strength on the surface of ellipsoidal inclusion. 
The approach is justified by the mathematical equivalence of problems of finding the electrostatic and temperature 
field in the stationary case. The operator relates the field strength on the inclusion surface from the matrix side to the 
average field strength in the composite sample; the corresponding expression is obtained in a generalized singular 
approximation.
Results. Analytical expressions were obtained for the operator of the concentration of the temperature field strength 
on  the surface of  the inclusion taking the form of  a  thin disk of  multilayer graphene in  a  matrix composite. The 
expressions take into account inclusion anisotropy, the position of  the point on the inclusion surface, the volume 
fraction of  inclusions in the material, and the inclusion orientation. Two types of  inclusion orientation distributions 
were considered: equally oriented inclusions and uniform distribution of inclusion orientations. Model calculations 
of  the value for the temperature field strength at  the points of  the inclusion disk edge as  a  function of  the angle 
between the radius vector of this point and the direction of the applied field strength were carried out.
Conclusions. In the case of graphene multilayer inclusions, it is shown that the field strength at points on their edges 
can exceed the applied field strength by several orders of magnitude.

Keywords: composite, matrix, graphene, inclusion, operators of  temperature field strength concentration, 
generalized singular approximation
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ВВЕДЕНИЕ

Графен является перспективным материалом, ко-
торый обладает исключительными электро-, тепло-
физическими и  механическими свойствами  [1–4]. 
Например, значение коэффициента теплопроводности 
однослойного графена достигает 5000 Вт/(м ∙ К) [4, 5]. 
В многослойном графене наблюдается меньшее зна-
чение коэффициента теплопроводности, что может 
быть объяснено увеличением рассеяния фононов 
вследствие взаимодействия слоев между собой  [6]. 
Однако и  в многослойном графене величина тепло-
проводности в  плоскости слоя остается достаточно 
высокой, что можно использовать при создании ком-
позитных материалов для улучшения их теплопрово-
дящих свойств, имеющих наряду с их механическими 
свойствами большое значение при интенсивных внеш-
них воздействиях различного физического характера. 
Например, в трибокомпозитах в процессе эксплуата-
ции происходит неравномерный нагрев поверхност-
ных и  объемных слоев, который влияет на  диффу-
зионные и  сегрегационные процессы в  материале. 
В результате этого могут существенно изменяться фи-
зико-механические свойства трибокомпозитов [7, 8]. 
Как один из вариантов уменьшения величины гради-
ента температурного поля при эксплуатации можно 
рассмотреть использование материалов с  повышен-
ными теплопроводящими свойствами. Поэтому гра-
фен с  его очень высокой теплопроводностью вдоль 
слоев представляется чрезвычайно перспективным 
материалом для использования его в качестве малых 
добавок в композиты с целью увеличения их тепло-
проводящих характеристик без потери высоких меха-
нико-прочностных качеств [9].

Следует заметить, что в  неоднородных материа-
лах значительная величина градиента температурного 
поля может возникать на микроуровне, вблизи границ 
раздела однородных компонентов, существенно отли-
чающихся по теплопроводящим характеристикам. Это 
может приводить к изменению свойств частиц компо-
нентов неоднородного материала, к ослаблению связи 
между включениями и матрицей в композите, что в ко-
нечном итоге повлечет ухудшение эксплуатационных 
характеристик материала. В связи с этим актуальной 
является задача прогнозирования локальных темпера-
турных полей на границе между включениями и свя-
зующим (матрицей) в матричном композите.

Существует большое количество работ, посвя-
щенных теоретическому или экспериментальному 
исследованию эффективных теплопроводящих ха-
рактеристик композитов, из последних можно выде-
лить, например, работы [9–12]. Имеются также рабо-
ты, посвященные прогнозированию распределения 
локальных температурных полей в  композитах, на-
пример, [13]. В то же время практически отсутствуют 
работы, в которых исследуется распределение темпе-
ратурного поля на границах включений и матрицы.

В работе [14] получены базовые соотношения для 
оценки распределения напряженности электрического 
поля на  границе включения в  матричном композите. 
В  силу математической эквивалентности постано-
вок задач в  стационарном случае для распределения 
электростатического потенциала и  температурного 
поля  [15] данные результаты могут быть использова-
ны для решения задачи нахождения распределения 
напряженности температурного поля на границе вклю-
чений в  матричном композите. В  настоящей работе 
рассматривается матричный композит с  полимерной 
матрицей типа  ЭД-20  и графеновыми многослойны-
ми включениями в виде тонких чешуек, форма кото-
рых аппроксимируется тонкими круговыми дисками. 
Получены аналитические выражения для оператора 
концентрации напряженности температурного поля 
и вектора напряженности температурного поля на по-
верхности графеновых включений со стороны матри-
цы в зависимости от расположения точки на поверхно-
сти включения. Рассмотрены два случая распределения 
ориентаций включений в композите: 1) одинаково ори-
ентированные включения; 2) равномерное распределе-
ние ориентаций включений в пространстве.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОПЕРАТОР 
КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕННОСТИ 

ПОЛЯ НА ПОВЕРХНОСТИ ВКЛЮЧЕНИЯ 
В МАТРИЧНОМ КОМПОЗИТЕ

Рассмотрим образец объемом V статистически од-
нородного матричного композита с эллипсоидальными 
включениями одного типа. Матрица (matrix) – изотроп-
ная с теплопроводностью km, включения (particles) – 
анизотропные с  тензором теплопроводности  kp,  
объемная доля включений равна  f. Предполагается, 
что форма всех включений одинаковая, а  главные 
оси тензоров теплопроводности совпадают с  осями 
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соответствующих эллипсоидов. Также будем счи-
тать, что все включения случайным образом рас-
пределены по объему образца, а их ориентации рас-
пределены по  некоторому вероятностному закону. 
Предполагается также отсутствие внутренних источ-
ников тепла в материале.

Температурное поле в  образце в  настоящей ра-
боте обозначается T(r,  t), где r – радиус-вектор точ-
ки пространства, t  – время, как в  классических мо-
нографиях по  теории теплопроводности, например, 
в  [16,  17]. Что касается напряженности температур-
ного поля, то в ряде работ это понятие, обозначающее 
векторную величину, противоположную градиенту 
температурного поля, не вводится, т.е. в математиче-
ских формулировках используется непосредственно 
градиент температурного поля  (в частности, в рабо-
тах [16–18]). В то же время во многих работах, посвя-
щенных теплофизическим свойствам неоднородных 
сред, для удобства вводится специальное обозначе-
ние для вектора напряженности температурного поля: 
H(r, t) = −∇T(r, t) (например, в работах [9, 19, 20]).

Пусть к  границе S данного образца приложено 
постоянное во  времени однородное температурное 
поле T0(r) с  напряженностью H0  =  const  (однород-
ное температурное поле, по аналогии с однородным 
электростатическим, – это поле с постоянной напря-
женностью). Тогда в образце установится некоторое 
стационарное температурное поле T(r) с напряженно-
стью H(r). Ставится задача найти распределение на-
пряженности температурного поля на границе Sp про-
извольного включения со стороны матрицы в данном 
образце композита.

В работе  [14] рассмотрена аналогичная задача 
для нахождения распределения электрического поля 
на границе включения в композите. Пользуясь пол-
ной математической аналогией задач нахождения 
электростатического и температурного полей в ста-
ционарном случае, выражение для напряженности 
температурного поля в  точке  r поверхности  Sp эл-
липсоидального включения со  стороны матрицы 
можно записать в виде:

	 H
p( ) ( ) , ,m S= ∈H r K r H r � (1)

где H   – средняя напряженность температурного 
поля в  образце, которая при данных граничных  
условиях задачи равна напряженности приложенно-
го поля  [21]: 0;=H H  KH(r)  – полный оператор 
концентрации напряженности температурного поля 
на поверхности включения со стороны матрицы.

В свою очередь, KH(r) можно представить в сле-
дующей форме [14]:

	 H sH vH
p( ) ( ) , ,S= ∈K r K r K r � (2)

где KsH(r) – оператор поверхностной концентрации 
поля, связывающий напряженность поля в  данной 
точке поверхности включения со стороны матрицы 
и среднюю напряженность поля в матрице, KvH – опе-
ратор объемной концентрации поля, связывающий 
среднюю напряженность поля в матрице и среднюю 
напряженность поля в  образце. Данные операторы 
в обобщенном приближении Максвелла – Гарнетта 
имеют вид [14]:

	
( )sH p m

1p m
p

( ) ( )( )

( ) , ,

k

k S
−

= + − ×

 × − − ∈ 

K r I A r k I

I g k I r
� (3)

	
1vH p m 1(1 ) ( ( )) ,f f k
−− == − + − − K I I g k I � (4)

где I – единичный тензор 2-го ранга; A(r) – тензор 
2-го ранга, определяющийся выражением

pm
( ) ( )( ) , ,

( ) ( ( ))
S⊗

= ∈
⋅

n r n rA r r
n r k n r

n(r) – внешняя единичная нормаль к поверхности Sp 
в  точке r; km  – тензор теплопроводности матрицы. 
Поскольку матрица изотропная, т.е. km = kmI, то по-
следнее выражение можно переписать в более про-
стом виде:

	 m
1( ) ( ( ) ( )).

k
= ⊗A r n r n r � (5)

Усреднение в  (4) проводится по  всем включе-
ниям, погруженным в  матрицу. Также в  выраже-
ниях  (3),  (4) используется тензор 2-го ранга g, свя-
занный с  данным включением и  применяющийся 
в  обобщенном сингулярном приближении  [22]. 
Компоненты тензора g в системе координат, связан-
ной с осями эллипсоидального включения, вычисля-
ются по формуле [23]:

	
2

m
0 0

1 sin , , 1,2,3,
4

i j
ij

n n
g d d i j

n k n

π π

α αβ β
= − ϑ ϑ j =

π ∫ ∫  �(6)

где компоненты нормали ni (i = 1, 2, 3) к поверхности 
включения выражаются через сферические углы , ;ϑ j  
α, β – номера компонент у векторных и тензорных ве-
личин. Поскольку в  случае изотропной матрицы 

m mk kαβ αβ= δ  ( αβδ   – символ  Кронекера), выраже-
ние (6) можно переписать в виде:

	
2

m
0 0

1 sin , , 1,2,3.
4ij i jg n n d d i j

k

π π
= − ϑ ϑ j =

π ∫ ∫ � (7)
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ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ АНИЗОТРОПНЫХ 
ВКЛЮЧЕНИЙ В ФОРМЕ ТОНКИХ 

КРУГОВЫХ  ДИСКОВ

Пусть включения в матричном композите – ани-
зотропные в  форме круговых дисков радиусом a. 
Рассмотрим конкретное включение, занимающее об-
ласть Vp с поверхностью Sp. Пусть плоскость данного 
диска образует угол α с направлением вектора напря-
женности приложенного поля H0. Введем систему ко-
ординат ξηζ, связанную с данным включением, следу-
ющим образом. Начало координат О возьмем в центре 
диска; если α > 0, направим ось ξ вдоль проекции век-
тора H0 на плоскость диска, ось ζ – вдоль проекции 
H0 на ось вращения диска, ось η – перпендикулярно 
осям ξ и ζ так, чтобы система координат ξηζ была пра-
вой. Если α = 0, т.е. вектор H0 лежит в плоскости дис-
ка, направим ось ξ вдоль H0, ось η направим в плоско-
сти диска перпендикулярно оси ξ, а ось  ζ направим 
перпендикулярно плоскости диска, чтобы система ξηζ 
была правой. Рассмотрим две точки на  поверхно-
сти Sp данного диска: точку M на боковой поверхно-
сти диска и  точку Q на верхней грани диска. Пусть 
радиус-вектор точки M составляет угол  θ  с осью ξ, 
тогда для внешней единичной нормали к  поверхно-
сти Sp в точке M имеем: n(M) = (cosθ sinθ 0)T. Для нор-
мали в точке Q: n(Q) = (0 0 1)T. Тогда для тензора A(r) 
в этих точках в системе ξηζ получим по формуле (5):

	

2

2
m

cos cos sin 0
1( ) cos sin sin 0 ,

0 0 0
M

k

 θ θ θ
 

= θ θ θ 
 
 

A � (8)

	 m

0 0 0
1( ) 0 0 0 .

0 0 1
Q

k

 
 =  
 
 

A � (9)

Для тензора g включения в форме диска по фор-
муле (7) найдем:

	 m

0 0 0
1 0 0 0 .

0 0 1
k

 
 = −  
 
 

g � (10)

Для включения из  многослойного графена тен-
зор теплопроводности в системе ξηζ имеет вид:

	 p
0 0

0 0 ,
0 0

k
k

k

⊥

⊥

 
 

=  
 
 

k



� (11)

где k⊥  и  k


 – главные компоненты теплопроводно-
сти вдоль и поперек слоев графена соответственно.

Для удобства введем тензор 2-го ранга λ, связан-
ный с конкретным включением, по формуле:

	 λ
1p m( ) .k
−

 λ = − − I g k I  � (12)

С учетом (10), (11) получим его вид в системе ξηζ:

	 λ
m

1 0 0
0 1 0 .
0 0 k k

 
 

′λ =  
 
 

� (13)

Тогда выражение для полного оператора концен-
трации напряженности температурного поля на по-
верхности включения с учетом формул (2)–(4), (12) 
примет вид:

	
� �I r

� �H p m

1
p

( ) ( )( )

(1 ) , ,

k

f f S�

� � � λ �

� � � � λ � �

K r I A r k I
� (14)

где вид тензора A(r) зависит от точки на поверхно-
сти включения: для точки M на ребре диска он имеет 
вид  (8), для точки  Q  на  грани диска  – вид  (9). 
Усреднение в (14) проводится по всем включениям, 
погруженным в матрицу. Поскольку все включения 
предполагаются одинаковыми, то  данное усредне-
ние проводится по  всем ориентациям включений 
в системе координат xyz, связанной с текстурой об-
разца композита.

Рассмотрим два случая распределения ориента-
ций включений в композите: 1) одинаково ориенти-
рованные включения; 2) равномерное распределение 
ориентаций включений. В  первом случае композит 
получится анизотропный, ориентации всех си-
стем ξηζ, связанных с включениями, одинаковы, по-
этому в качестве системы координат xyz удобно взять 
систему с такой же ориентацией. Тогда ,��λ λ  и для 
KH(r) получим:

I r

� �
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1
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Учитывая вид λ′ (13), найдем:

	

( )H p m

m

m

( ) ( )( )

1 0 0
0 1 0 .

0 0
(1 )

k

k
f k fk

= + − ×

 
 
 
 ×  
 
 
 − + 

K r I A r k I



� (15)



51

Russian Technological Journal. 2025;13(2):46–56

И.В. Лавров,  
В.В. Бардушкин, В.Б. Яковлев

Распределение напряженности температурного поля  
на поверхности включений графена в матричном композите

В случае равномерного распределения ориента-
ций включений [24]

11 22 33
1 ( ) ,
3

� � �λ � � � � � � I

где 11 22 33, ,′ ′ ′λ λ λ   – главные компоненты тензора  λ, 
т.е. в данном случае с учетом (13) имеем:
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и для оператора KH(r) получим:
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В обоих случаях распределения ориентаций 
включений KH(r) будет диагональным.

Рассмотрим частный случай, когда точка  M 
на ребре диска лежит на оси ξ, т.е. при θ = 0. В этом 
случае

	 m

1 0 0
1( ) 0 0 0 .

0 0 0
M

k

 
 =  
 
 
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Тогда для диагональных компонент операто-
ра  KH(r) в  случае одинаковой ориентации включе-
ний из (15) с учетом (11) будем иметь:
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В случае равномерного распределения ориента-
ций включений из (16), (17), (11) получим:
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Если для графеновых многослойных включений 
теплопроводность считать приблизительно равной 
теплопроводности графита высокого качества, 
то в данном случае имеем следующие значения ком-
понент теплопроводности  (Вт/(м · К)): 2000,k⊥ =  

5.7k =


  [25], для эпоксидной матрицы вида ЭД-20 
km = 0.2 [26]. Тогда по формуле (18) получим для слу-
чая одинаково ориентированных включений 

H 4
11( (0)) 10 ,K M =  т.е. компонента H1 напряженности 

температурного поля в точке M границы включения 
со  стороны матрицы в  104  раз превышает соответ-
ствующую компоненту приложенного поля.

Получим теперь выражения для KH(r) в точке Q 
на грани включения. Подставляя (9) в (15), получим 
для диагональных компонент оператора KH(Q) при 
одинаково ориентированных включениях:
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H
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Для случая равномерного распределения ориен-
таций включений:
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3
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Как видно из формул (20) и (21), напряженность 
поля в  точке  Q на  грани включения имеет такой 
же порядок величины, как и напряженность прило-
женного поля.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ И ОБСУЖДЕНИЕ

На основе полученных выражений для полного 
оператора концентрации напряженности темпера-
турного поля были проведены модельные расчеты 
для композита с матрицей вида ЭД-20 и многослой-
ными графеновыми включениями в  форме тонкого 
кругового диска. Вычислялись отношения компо-
нент и модуля напряженности температурного поля 
в точке M на ребре включения-диска к модулю напря-
женности приложенного поля в зависимости от угла 
θ между радиус-вектором данной точки и осью ξ при 
различных объемных долях включений, при различ-
ных величинах угла α между напряженность прило-
женного поля и плоскостью включения. Некоторые 
результаты представлены на рис. 1–3. Во всех случа-
ях распределение ориентаций включений считалось 
равномерным.

На рис. 1 представлены зависимости отношения 
Hi/H0  компонент напряженности температурного 
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поля в  точках  М на  ребре графенового включения 
к  напряженности приложенного поля от  угла меж-
ду радиус-вектором к  точке  М и  напряженностью 
H0 приложенного поля для случая, когда H0 лежит 
в  плоскости включения. Анализ данных зависимо-
стей показывает, что при фиксированной величине 
напряженности приложенного поля значения ком-
понент H1 и H2 в точках на краю дисков со стороны 
матрицы существенно зависят от  угла  θ между ра-
диус-вектором данной точки и вектором напряжен-
ности приложенного поля, но в подавляющем боль-
шинстве таких точек величина соответствующей 
компоненты напряженности имеет очень большую 
величину по сравнению с приложенным полем. В то 
же  время компонента H3  имеет несущественную, 
близкую к нулю величину.

На рис 2. приведены аналогичные зависимо-
сти отношения H(M)/H0  абсолютной величины 
напряженности температурного поля к напряжен-
ности приложенного поля, из которых видно, что 
модуль напряженности поля в  точках края диска 
в  диапазонах θ ∈  [0°;  84°] и  θ ∈  [96°;  180°] име-
ет величину, более чем в  103  раз превышающую 
напряженность приложенного поля. С  увеличе-
нием объемной доли включений в композите при 
равномерном распределении их ориентаций абсо-
лютные величины компонент и модуль напряжен-
ности поля в точках на краю дисков немного уве-
личиваются. При этом изменение объемной доли 
включений никак не  сказывается на  величинах 
компонент  H1 и H2  при одинаковой ориентации 
включений в композите. Это непосредственно сле-
дует из формул (18).
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Рис. 1. Зависимости отношения Hi /H0  
от угла между радиус-вектором к точке М 
и напряженностью H0 приложенного поля 

при различных объемных долях включений.  
Номера компонент указаны вблизи 

соответствующих кривых
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Рис. 2. Зависимости отношения H(M)/H0 от угла 
между радиус-вектором к точке М и вектором 

напряженности H0 приложенного поля при различных 
объемных долях включений
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Рис. 3. Зависимости отношения H(M)/H0 от угла θ 
между радиус-вектором к точке М и проекцией 
вектора H0 на плоскость диска при различных 

величинах угла α между вектором H0 и плоскостью 
включений. Объемная доля включений f = 0.02

В общем случае плоскости дисков-включений 
ориентированы различным образом по  отношению 
к  направлению вектора H0  напряженности прило-
женного поля. На  рис.  3  приведены зависимости 
отношения H(M)/H0 от угла θ между радиус-векто-
ром точки M и проекцией вектора H0 на плоскость 
диска при различных величинах угла α между век-
тором  H0  и плоскостью включений. Данные зави-
симости показывают, что увеличение угла между 
плоскостью диска и  H0  приводит к  уменьшению 
величины напряженности поля в  точках на  ребре 
диска, но при этом все равно данная величина имеет 
значения, намного превосходящие  H0. Так, напри-
мер, при величине угла α = 75° отношение напряжен-
ностей поля на  поверхности и  приложенного поля 
превышает 103 для точек в диапазонах θ ∈ [0°; 66°] 
и θ ∈ [114°; 180°]. 

Из полученных результатов можно сделать 
вывод о  том, что вследствие значительных вели-
чин напряженности температурного поля в  обла-
стях вблизи краев графеновых дисков физические 
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характеристики связующего могут претерпевать су-
щественные изменения из-за интенсификации диф-
фузионных и сегрегационных процессов, протекаю-
щих в них. При малых объемных долях графеновых 
включений эти изменения несущественно влияют 
на  макроскопические свойства композиционного 
материала. Однако при увеличении объемной доли 
включений доля областей связующего материала, 
в которых происходят указанные изменения, также 
увеличивается, что в итоге может приводить к зна-
чительному ухудшению эксплуатационных харак-
теристик материала, что согласуется, в  частности, 
с результатами, полученными в [27].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом настоящей работы являют-
ся выражения (15), (16) для операторов концентрации 
напряженности температурного поля на поверхности 
анизотропных включений в  форме диска в  матрич-
ном композите, которые позволяют прогнозировать 
значения данных величин в любой точке поверхности 
данных включений в зависимости от внешнего прило-
женного поля, от объемных долей и материальных ха-
рактеристик компонентов композита, от  ориентации 

включения по отношению к направлению напряжен-
ности приложенного поля. Проведены модельные 
расчеты для случая графеновых многослойных вклю-
чений. Показано, что в точках поверхности на ребрах 
графеновых включений напряженность температур-
ного поля может на  несколько порядков превышать 
напряженность приложенного поля.
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